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∞§ Premessa

§ Attività 1: le lunule

§ Attività 2: triangoli e fiocchi

Discuteremo su
aspetti didattici
utilizzo di strumenti
sensate esperienze
necessarie dimostrazioni
linguaggio
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Proposte
Esperienze sensate per manipolare 

l’infinto



Alcuni approcci possibili 
per avvicinarci al metodo 

di esaustione.

Quanto misura l’area di una
mano di una ragazza o un 
ragazzo di media altezza?

Zanichelli - Laboratorio di fisica



Un tema che penso si dovrebbe introdurre 
presto, e in termini  abbastanza generali è 

quello dell’area; il metodo può essere quello di 
Peano-Jordan, basato sulle quadrettature del 

piano. Penso che di questo passo avanti si senta 
particolarmente bisogno nell'insegnamento 

secondario: non è più possibile limitarsi all'area 
dei poligoni e a quella del cerchio, oltretutto con 
traballanti ragionamenti che fanno appello - a 

ragione o a torto - alla sola proporzionalità. Con 
la stessa fatica è possibile svolgere una teoria 

molto più vasta ed elegante.

Giovanni Prodi - Relazione tenuta al Convegno in memoria di Modesto Dedò, 
Milano, 16 dicembre 1991 e pubblicata su IMSI Vol.16 N. 5-6, 1993



Abbiamo disegnato una mano chiusa 
su un foglio con i quadretti di un 
centimetro e gli abbiamo contati e 
le parti rimanenti le abbiamo 
sommate





Misura come multiplo: Misura di A come 
multiplo della grandezza U, fissata
come unità di misura. Rapporto A : U  
(Euclide)
Proprietà additiva finita della misura
Approssimazioni successive (Archimede)
𝜇∗ 𝐴 ≤ 𝜇 𝐴 ≤ 𝜇∗ 𝐴

VALORE PRECISO?
Area approssimante per difetto e per eccesso
Quadratini più piccoli
Confronto tra masse



Quanto misura l’angolo BAC? 
Come esprimi la misura
dell’angolo in funzione di n?
Quanto misura il lato BC? Come 
esprimi la sua misura in funzione
di n?
Qual è l’area di ABC?
Cosa succede al variare di n?

Apri GeoGebra	e	disegna un	cerchio c di	raggio 1	
e	centro A.
Segna un	punto	B	sulla circonferenza e	crea uno	
slider	n	da	3	a	20	con	passo 1.	
Disegna il	poligono inscritto e	quello circoscritto
a	c con	n lati.	





- Asintoti
- Infinito
- Sempre più piccolo
- Sempre più grande
- Confronto tra velocità di 

crescita



0, 9 =?

Quanti studenti, anche tra quelli che 
conoscono la definizione di limite, 
dicono essere 1? Perché?

David Tall



0, 9 =?

Quanti studenti, anche tra quelli che 
conoscono la definizione di limite, 
dicono essere 1? Perché?

David Tall

0, 9 < 1 perché è 
il numero che 

c’è subito prima 
di 1 !

Matteo: immaginiamo di avere 0,99…9 (tutti i 9 
del mondo… mettiamo sempre un 9 ok?), Bene, 
qualsiasi sia il numero di cifre 9, il numero
prima di uno sarà sempre uguale a zero zero… e 
poi quell’uno…. Mmmmh… Uffa! non so come si
possa scrivere, ma fra 0,9 periodico e 1 ci 
saranno infiniti numeri, secondo me

Martina: No perché 0,9 periodico è il numero
subito prima di 1

Matteo: Non c’è, non può esserci! C’è un numero
precedente ma non possiamo sapere qual è, 
perché lavorando nei numeri reali sappiamo che
esiste sempre almeno un numero tra due 
numeri.

Stefania: non puoi contare! È questo il punto!
Scrivendo così non possono essere infinite le 
cifre, tu le copri già tutte, non esiste una cifra
più grande di 9, tu scrivi 0,9999999, dopo quel
periodico che è infinito c’è per forza l’uno. 
Secondo me tra 0,9 periodico e 1 ci sono infiniti
numeri ma allo stesso tempo non ci sono

!,#
$
= 0, 3, quindi 0, 9 = 3 ⋅ 0, 3

0, 3 =
1
3

Quindi 0, 3 ⋅ 3 = %
$
⋅ 3

Ma come è possibile?



0, 9 =?

Quanti studenti, anche tra quelli che 
conoscono la definizione di limite, 
dicono essere 1? Perché?

David Tall

0, 9 < 1 perché è 
il numero che 

c’è subito prima 
di 1 !

Matteo: immaginiamo di avere 0,99…9 (tutti i 9 
del mondo… mettiamo sempre un 9 ok?), Bene, 
qualsiasi sia il numero di cifre 9, il numero
prima di uno sarà sempre uguale a zero zero… e 
poi quell’uno…. Mmmmh… Uffa! non so come si
possa scrivere, ma fra 0,9 periodico e 1 ci 
saranno infiniti numeri, secondo me

Martina: No perché 0,9 periodico è il numero
subito prima di 1

Matteo: Non c’è, non può esserci! C’è un numero
precedente ma non possiamo sapere qual è, 
perché lavorando nei numeri reali sappiamo che
esiste sempre almeno un numero tra due 
numeri.

Stefania: non puoi contare! È questo il punto!
Scrivendo così non possono essere infinite le 
cifre, tu le copri già tutte, non esiste una cifra
più grande di 9, tu scrivi 0,9999999, dopo quel
periodico che è infinito c’è per forza l’uno. 
Secondo me tra 0,9 periodico e 1 ci sono infiniti
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Ma come è possibile?

Marco: è un trip mentale!

Docente: E quindi?

Marco: E quindi io mi rifiuto di accettare sia così!

Francesco: Matematicamente è vero ma logicamente no.

Caterina: il fatto che ci sia quel periodico è per segnare

che quello lì è infinito… però poi concettualmente…te

come puoi disegnare l’infinito? Non puoi e quindi non ti

piace tanto.



0,99…9 (con numero finito di 9) e la sua estensione 
infinita
Idee infinitesimali (la differenza tra i due numeri 
è infinitamente piccola, il numero subito prima…)
Sconcerto anche quando la risposta sembra 
“semplice” (è un trip mentale, non riesci a 
disegnare l’infinito, Matematicamente è vero ma 
logicamente no)

0, 9 1



Spesso […] le idee sbagliate […] sorgono 
da un’incompatibilità tra una proprietà 
formale del sistema modellato e una 
proprietà intuitiva della rappresentazione 
modellistica, che guida consapevolmente o 
tacitamente i processi cognitivi. (p. 143)

E. Fischbein (1920-1998)



Per costruite una lunula si seguono le seguenti istruzioni:

Si disegna un quadrato ABCD di lato l e diagonale AC

Si traccia l’arco di circonferenza e avente centro in B e raggio AB, che misura l. 

L’arco di circonferenza e coincide con ¼ della circonferenza di centro B e raggio l

Si traccia la semicirconferenza d di diametro AC

La lunula è la parte di piano compresa tra i due archi di circonferenze, la figura 

colorata in figura

Disegnate voi una lunula partendo da un quadrato di lato l.

Quanto misura il perimetro della lunula così creata? E la sua area?

Cosa succede se varia il valore di l?



Laboratorio:
Utilizzereste questa attività in classe? Se sì, quando?
Come si potrebbe proseguire?
Quali prerequisiti?
Quali potrebbero essere gli obiettivi didattici?
E l’infinito? Dove si può vedere?



•Storia della 

matematica

• Comunicazione 

scientifica

• Filosofia
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Utilizzereste l’attività in classe? Quale classe?
Provate a rispondere come se foste studenti. 
Quali risposte vi aspettate?
Quali errori? Con quale precisione di 
linguaggio?
Quanto tempo dedichereste all’attività?
Con quali obiettivi? E quali prerequisti?
Quali strumenti possono utilizzare gli studenti? 
Gli strumenti li suggerite voi o lasciate loro 
libera scelta?
Cosa cambiereste? Perché?
Altri suggerimenti, osservazioni….



Gabriele:	io	ho	pensato che visto	che l’area di	una lunula	è ℓ
!

"
,	

allora la	lunula	successiva sarà ℓ
!

"!

Io:	e	perché non	 ℓ
!

"

"
?

Gabriele:	non	so,	mi	è sembrato giusto	così…

Francesco:	anche io	ho	pensato come	Gabriele…		ho	provato
a	fare	dei conti,	ho	visto	che il	lato del	quadrato per	la	seconda
lunula	è lungo come	la	metà della diagonale del	primo	
quadrato.	Allora	ho	contato la	terza	lunula	e	la	quarta lunula,	
visto	che al	denominatore compare	2,	4,	8,	16	ho	dedotto che
sarà 2!, anche se	non	è propriamente una dimostrazione!

Natalia:	io	ho	fatto	i	conti	come	Francesco,	ma	
ho	messo	come	lato	iniziale	il	numero	10

𝐴& =
1
2&
⋅ ℓ' 𝑃& =

𝜋 1 + 2
2 ⋅ ℓ ⋅

1
2

&(%



Paolo:	ma	io	invece	ho	
ragionato	sul	lato	del	quadrato	
su	cui	si	costruisce	la	lunula!

Viola:	io	ho	ragionato	con	il	lato	successivo	e	
sono	andata	indietro.

Natalia:	ma	certo,	non	ti	fa	venire	mal	di	testa.	Io	avevo	pensato	
di	mettere	un	10	per	non	perdermi	nei	conti,	ma	così	è	più	facile.	
Anche	il	perimetro	viene	meglio!
Io:	in	che	senso?
Natalia:	abbiamo	detto	che	se	il	lato	del	quadrato	è	l,	il	perimetro	

è	𝜋 "ℓ
"

+ #
$
2𝜋ℓ

Viola:	beh	possiamo	anche	contare	e	mettere	#
"
𝜋ℓ 2 + 1



Natalia:	ora	ci	basta	conoscere	la	successione	dei	quadrati	
così	abbiamo	il	lato	e	siamo	a	posto…

Numero lunula Area semiquadrato Lato Perimetro lunula
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Elena: Il procedimento è semplice, abbiamo pensato di calcolare passo dopo 
passo il perimetro e di fare la somma dei perimetri trovati, fino a superare 13. 
Ma non siamo arrivati a una conclusione vera e propria, […] il procedimento 
Abbiamo provato a calcolare il perimetro della 1° lunula, della 2°… non 
abbiamo avuto tempo di finire… ci siamo fermati alla sesta lunula, ma non 
siamo arrivati a 13. Era troppo lungo: abbiamo provato a usare GeoGebra, ma…



Viola: Allora noi siamo arrivati in realtà alla conclusione di circa 18 lunule. 
Più che altro non arrivavamo esattamente a 13 ma circa 12,92 - mi pare - però… 
visto che avevamo immaginato la situazione proprio concreta diventava difficile 
disegnare con un cordino lunule che avessero un perimetro anche più piccolo di 
un centimetro e quindi cioè… idealmente ovviamente il numero poteva essere più 
alto di lunule, però concretamente era intorno a 18
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Viola: Allora noi siamo arrivati in realtà alla conclusione di circa 18 lunule. 
Più che altro non arrivavamo esattamente a 13 ma circa 12,92 - mi pare - però… 
visto che avevamo immaginato la situazione proprio concreta diventava difficile 
disegnare con un cordino lunule che avessero un perimetro anche più piccolo di 
un centimetro e quindi cioè… idealmente ovviamente il numero poteva essere più 
alto di lunule, però concretamente era intorno a 18

Federico: Anche noi come Viola abbiamo calcolato il perimetro della prima e poi 
in seguito di tutte le altre […] stavamo sommando, ma poi è finito il tempo…
Io: Ok, siete arrivati molto vicini a 13? […] Secondo voi 18 può essere un numero 
plausibile?
Federico: No, ma aspetti un attimo che prendo dei valori… e… è possibile che la 
risposta sia 18 lunule, perché a noi ci mancava ancora tanto e considerando che 
man mano il perimetro diminuisce sempre di più, ci può stare come risposta 18
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Francesco: Noi abbiamo messo i valori su un 
foglio di calcolo. Abbiamo messo la formula, 
abbiamo messo i vari passaggi e tirato giù per 
vedere quanto era quel che risulta e che 
avevano… e alla fine abbiamo visto che arrivati 
a circa 12,9 essendo che il perimetro [di ogni 
lunula] era molto piccolo e quindi aumentava 
di poco non arrivano praticamente mai a 13.
Però noi non ci siamo posti il problema di 
renderlo… cioè concretamente con il cordino, 
quindi gli abbiamo messo come risultato che 
sembrava si potesse fare l’infinito, quasi.



ZERO CHE NON E’ ZERO

Edoardo: Intanto perché sappiamo che è una
figura geometrica quindi in teoria dovrebbe
avere un valore che sia maggiore di zero e poi 
dove poter riprovare andare a fare la formula 
con n che vale 75 e vedere se vale qualcosa, 
per esempio. Sarà qualcosa di diverso, sempre 
molto molto piccolo ma secondo me non può
essere certo zero proprio.

Edoardo: abbiamo fissato qua i passaggi e 
siamo arrivati fino alla 75esima lunula, poi 
abbiamo calcolato il perimetro e fatto le 
somme delle celle. Ecco, il perimetro è molto 
molto piccolo. 



Abbiamo rappresentato i dati del 
perimetro in un grafico per 
visualizzare un po’ più 
concretamente quello che abbiamo 
fatto e sull'asse delle ordinate 
abbiamo numero dei passaggi che è 
arrivata quasi ottanta perché come 
abbiamo visto ne abbiamo calcolate 
75 e sotto abbiamo il perimetro, il 
valore del perimetro e vediamo che 
quando sta per toccare 13 inizia a 
salire salire a salire e non lo tocca 
mai ed e un po’ quello che abbiamo 
visto che i dati quindi aumenta 
aumenta aumenta ma non arriva mai 
a 13. […] potrebbe esserci lì una 
sorta di asintoto



Edoardo: Ecco, oh
Francesco: ecco, io tiro giù qua
Edoardo: tu tira giù di lì
Francesco: è tutto un tirar giù
Risate
Francesco: ma no, ma cosa sto facendo
Edoardo: ma, non è che… ma bon
[….] 

Edoardo: ma non va piuuuuù
Francesco: e ma perché diventa sempre più piccolo
Edoardo: sì, ho capito però…
Francesco: quindi cresce sempre di meno

Edoardo: ma non è che magari poi proprio a 13 non arriva?

Paolo: e, sarà… cioè magari ci mette tanto di più di quello che ci aspettavamo
Edoardo: eh… sa, intanto io tiro giù fino a 100
Francesco: vabbè puoi…

Andrea: intanto di sto passo, ciò anche se tiri giù fino a 100 diventerà 
sempre più piccolo quindi prima che arrivi a 13 ci vorrà un sacco di tempo
Edoardo: si, ma qui…
Francesco: è sempre quella storia del fatto che si avvicina sempre di più 
ma non tocca mai
Edoardo: e, anche perché qui dopo gli stessi numeri, quindi varia di 
talmente poco che non, non arriva mai più a 13
Francesco: volendo possiamo fare un grafico, in teoria perché  gli 
mettiamo le…
Edoardo: e come si fa?
Francesco: allora, se non sbaglio evidenzi le varie, il tutto
Edoardo: no prima non devi fare… com’è che fai il grafico?
Francesco: evidenzi tutto e fai inserisci grafico, io ci provo magari non 
viene

Paolo: ma volete anche scrivere a parole quello che 
avete detto?
Edoardo: sì, io avevo già scritto qualcosa…ah, sì, ho 
messo che il bordo della lunula è uguale al perimetro 
per noi e ho scritto  che calcoliamo il perimetro delle 
lunule fino a che la somma dei perimetri è maggiore 
di 13
Paolo: ok, posso scrivere che usando Excel abbiamo 
visto ehm..
Edoardo: che aumenta… aumenta sempre di più, ma 
cioè di poco. Quindi non arriverà cioè non arriverà a 
13
Paolo: arriverà ad aumentare di talmente poco che si 
arriva a non segna la differenza
Edoardo: non è che non segna più nessuna differenza 
perché in teoria la differenza c’è, ma è sempre minore
Paolo: non, quello che intendevo è che Excel dopo un 
po’ ci dice il numero… cioè ci dice sempre il numero 
uguale.
Edoardo: ah, non segna più nessuna differenza tra 
una somma e la successiva… in teoria 
approssimando, dovresti aggiungere quello
Paolo: ok, sì sì. Ma puoi aggiungere anche tu!



Per fortuna 
lo vedo!

DAD





Spesso […] le idee sbagliate […] sorgono 
da un’incompatibilità tra una proprietà 
formale del sistema modellato e una 
proprietà intuitiva della rappresentazione 
modellistica, che guida consapevolmente o 
tacitamente i processi cognitivi. (p. 143)

Regole intuitive:
più (meno) A – più (meno) B
stesso A – stesso B



Proposta
Rendere espliciti gli ostacoli e 
affrontarli con i nostri studenti



Fiocco di Von Koch
Triangolo di Sierpiński



Utilizzereste l’attività in classe? Quale classe?
Provate a rispondere come se foste studenti. Quali
risposte vi aspettate?
Quali errori? Con quale precisione di linguaggio?
Quanto tempo dedichereste all’attività?
Con quali obiettivi? E quali prerequisti?
Quali strumenti possono utilizzare gli studenti? Gli
strumenti li suggerite voi o lasciate loro libera 
scelta?
Cosa cambiereste? Perché?
Altri suggerimenti, osservazioni….
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Osservate la successione di figure: ogni lato viene diviso in tre parti uguali, sulla parte centrale si
costruisce un triangolo equilatero e in seguito si esclude il lato del triangolo sul lato iniziale.
Si procede così a ogni passo.

Calcola l’area e il perimetro delle figure qui rappresentate
Qual è il perimetro e quale è l’area della figura al Passo 5? E al passo 10?
Cosa succede all’area e al perimetro della figura al crescere del passo n? Riuscite a trovare un modello
matematico che approssimi l’andamento?
Che cosa osservate?



Cosa succede all’area e al perimetro della figura al crescere del passo n?
Riuscite a trovare un modello matematico che approssimi l’andamento?
Cosa osservate?
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L’andamento dell’area e 
del perimetro sono
rappresentabili con una
funzione esponenziale

Al crescere di n aumenta sia l’area
che il perimetro della figura, dato
che ad ogni passo vengono
aggiunti dei nuovi triangoli a 
quelli già presenti in precedenza

an-1 = area passo precedente
atg = area triangoli aggiunti
an = an-1 + 3*4n-1 atg
Al crescere di n sia l’area sia il 
perimetro aumentano

Apparentemente l’area della
figura sembra costante in ogni
passo, secondo noi però si
tratta di un’approssimazione
poiché l’area dei triangolini è
talmente piccola che rimane
difficile trovare le differenze

Non siamo riusciti a rappresentare
graficamente perché ci mancavano
dei dati che non siamo riusciti a 
calcolare correttamente. Con il 
grafico avremmo potuto trovare la 
risposta, forse



Secondo noi l’andamento del 
grafico deve sicuramente 
essere un qualcosa di 
esponenziale, dato che la 
maggior parte dei dati 
aumentano sempre.

Al crescere di n 
l’area ed il perimetro 
della figura 
aumentano. Nello 
specifico, all’area e 
al perimetro della 
figura precedente si 
sommano quelli dei 
triangoli in più

Nonostante l’area dei triangolini 
diminuisca con il passare dei passi, il 
numero dei triangolini che aumenta 
talmente tanto che l’area complessiva 
risulta crescere 



Area
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Tutti in accordo nel pensare che 
perimetro e area si comportano 
allo stesso modo: crescono
Entrambi, ma come si smonta la 
credenza?

Non siamo riusciti a 
rappresentare graficamente 
perché ci mancavano dei dati 
che non siamo riusciti a 
calcolare correttamente. Con il 
grafico avremmo potuto 
trovare la risposta, forse

Apparentemente l’area della 
figura sembra costante in ogni 
passo, secondo noi però si 
tratta di un’approssimazione 
poiché l’area dei triangolini è 
talmente piccola che rimane 
difficile trovare le differenze

Nonostante l’area dei triangolini 
diminuisca con il passare dei passi, 
il numero dei triangolini che 
aumenta talmente tanto che l’area 
complessiva risulta crescere 









• Conflitti e punti 

di vista diversi

• Registri diversi

• Esponenziali

• Progressioni

• Limiti

• Infinito: sempre 

uguale?

• Algebra



Individuate come si comporta la figura descritta al procedere dei passi. 
In particolare calcolare l’area e il perimetro della figura descritta.

La figura è costruita seguendo il seguente metodo iterativo in cui il passo 
zero corrisponde alla figura di partenza non ancora trasformata:
Passo 0: la figura di partenza è un triangolo equilatero, per comodità la 
lunghezza del lato è 1
Passo 1: si elimina dalla sua superficie il triangolo che ha come lati i 
segmenti che uniscono i punti medi dei lati del triangolo precedente, si 
ottengono 3 triangoli di lato ½
Passo 2: si ripete il procedimento su ognuno dei 3 triangoli che si sono 
così formati
...
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Fabio: Connetto un secondo lo 
schermo e condivido GG 
intanto è da lì che dobbiamo 
partire per lavorare 

Proverei a fare almeno ancora una volta 
questo procedimento così poi vediamo i 
risultati. Voi magari iniziate a pensare al 
calcolo basandoci sul fatto che come dice 
dal testo un triangolo di questi  piccoli è 
1/3 di quello più… è 1/2 di quello più 
grande e sicuramente dovremmo lavorare 
con una funzione esponenziale o logaritmica 

Ma l’area non è 
sempre diviso 4, 
diviso 8 e così via 

Giulia anche io ci pensavo perché 
alla fine dividi sempre all’interno del 
triangolo in altri triangolini quindi 
si rimpicciolisce sempre di più 

Mi viene una roba troppo 
lunga, non capisco se scrivo 
giusto o no 



per perimetro si intende anche 
quel pezzo dei triangoli che si 
vanno a formare dentro o no? 
Non so… 

per forza entrambi 
altrimenti è troppo 
semplice 

ah, io pensavo: guardando la figura, il 
perimetro della figura esterna è sempre 3. 
Varia il perimetro della figura interna e delle 
figure interne se io immagino che il 
triangolino verde lo vado a togliere alla fine 
devo aggiungere al perimetro quei tre lati che 
mi rimangono, cioè devo aggiungere i lati del 
triangolo che tolgo 



Dora: sì, sarà una successione di aree e una di perimetri
Emanuele: il perimetro esterno della figura è sempre lo 
stesso
Fabio: sì, quello esterno però ci sono tutti i triangolini 
dentro… è un po’ un casino 
Dora: sì ma è allucinante, non so quanto ci serva fare tutti i 
triangolini minuscoli
Fabio: era solo per vedere
Emanuele: secondo me sono due cose diverse

Chiara: io calcolerei il perimetro del triangolo più 
piccolo
Dora sì, ma di tutti i triangolini oppure di uno?
Erik sono uguali
Dora sì, ma tipo…il perimetro è il perimetro di un 
triangolo o di tutti i triangoli che ovviamente sono 
uguali?
Chiara secondo me di uno
Fabio di tutti



Fabio possiamo mettere perimetro totale, di un triangolo, ecc
alla fine per trovare il perimetro di un triangolo è facile perché
il lato si dimezza sempre di due e poi devi moltiplicare per tre

Dora quindi cosa scriviamo? Perimetro di un triangolo e poi 
perimetro della somma dei triangoli?
Erik: il perimetro del passo zero è 3, il perimetro di un 

triangolo al passo 1 è $
' perché fai 3 ⋅ %

'

Chiara passo due perimetro è 3 ⋅ %
.

e poi l’area #
.

Dora Ne prendi 9, ma dividi per 4 un quarto del triangolo

Fabio anche il numero dei triangoli si ripete sempre… dividi per 
3…. 3n
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Qualcosa di più “semplice”



Immagina di avere una successione di figure costruita in 
modo ricorsivo:

• Passo zero: quadrato di lato 1 (un rettangolo di base 1 e 
altezza 1)

• Passo ennesimo: base doppia alla base del rettangolo del 
passo precedente e altezza pari alla metà dell’altezza del 
rettangolo del passo precedente

• Cosa succede all’area e al perimetro del rettangolo al 
variare di n?



La parola sempre e l’uso del futuro (gesti)

Riferimenti alla teoria “del momento”

Registro numerico e valori in tabella

Far parlare la formula (che diventa 
dinamica)

Confronto tra situazioni diverse

Confroto per convincersi (attraverso grafico 
o ripetendo i concetti)

Uso del disegno

Dubbi e stupori espliciti che “profumano” per i 
docenti
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