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...ma fondamentali! Perche?



Indicazioni nazionali per il curricolo
della scuola dellinfanzia
e del primo ciclo d'istruzione

Indicazioni Nazionali

5% “La competenza matematica comporta, in misura variabile, la
capacita e la disponibilita a usare modelli matematici di pensiero

2012  (pensiero logico e spaziale) e di presentazione (formule, modelli,

NUMERD SPECIALE

schemi, grafici, rappresentazioni)”

INFANZIA__________| PRIMARIA sEcoNRARAleiado

Campi di esperienza

= “...I'esplorazione,
I’osservazione e il confronto
tra proprieta, quantita,
caratteristiche, fatti”

= “Essere in grado di
descrivere, rappresentare e
immaginare, “ripetere” con
simulazioni e giochi di ruolo,
situazioni ed eventi con
linguaggi diversi [ Immagini,
suoni, colori]

Relazioni, dati e previsioni
(obiettivi di apprendimento)

= “Classificare numeri,
figure, oggetti in base a una
o piu proprieta, utilizzando
rappresentazioni
opportune” (terza primaria)
=“Riconoscere e descrivere
regolarita in una sequenza di
numeri o di figure” (quinta

primaria)

Relazioni e funzioni
(obiettivi di apprendimento)

= “Interpretare, costruire e
trasformare formule che
contengono lettere per
esprimere in forma generale
relazioni e proprieta” (terza
secondaria primo grado)
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VALUTAZIONE...”"CONSEGNE”

3. Osserva questi numeri:
D3. Osserva questa sequenza di numerd,

2 4 u 16 | 32 m
x2 x2 x2 x2

Qual ¢ la regola per passare da un numero al successivo? sal’gll g I i I & I ga‘ '.é

[0 A.  Faiil doppio

0B Agpiungi die Quali numeri sono coperti dalle macchie?

a. Primo numero: ......c....
[J C.  Aggiungi quattro

b.  Ultimo numero: ...

ID: MO31251 | Mathematics Grade 4 ID: MO41115A | Mathematics Grade 4
= — -
Bl is arramging squanes in the following way;
N Ebvus Pute <
[\ ']
/.\ Tbeu Rk ™ ] B
,A' s : Figuee | Figue 2 fguwe 3
LT (]

A Draw Figuse 5.
Ebru used 2 extle ta get the number in the ] froes the number in the ‘/\\
What was the rube? ; :
(&) Multiply by | then add 5.

Multiply by 2 then add 2.

©) Multiply by 3 then sublract 1,

@ Multiply by 4 then subtract 4,

I8 How many squares would Bl need 1o make Figure 167

Amarwer




RICERCA IN DIDATTICA

Studia...

® sia la valenza didattica della ricerca di regolarita per
I’avvio al pensiero algebrico,

@ sia le tipologie dei processi di generalizzazione degli
studenti a partire dalla giovane eta.

Radford,

Carraher et al., de Freitas & Ferrara, Ferrara & Savioli, Ferrara &
Sinclair, Moss & Beatty, Riveira, ...



UN PERCORSO LONGITUDINALE

... per costruire competenze relative alla ricerca e scoperta di regolarita e di

strutture e alla loro traduzione in linguaggio algebrico (come approccio al

pensiero relazionale e funzionale)

SEQUENZE NUMERICHE CON PASSO COSTANTE

PRIMA SEQUENZE NUMERICHE CON “REGOLA NELLA REGOLA”

RICERCA DI RITMI-BLOCCHI SCHEMI

SEQUENZE DI FIGURE CON RELAZIONI FUNZIONALI DI | GRADO e Il GRADO
SECONDA PROBLEMA DIRETTO

AVVIO ALLA GENERALIZZAZIONE

SEQUENZE DI FIGURE & NUMERI
TERZA Q

PROBLEMA INVERSO

VARIABILE CAMBIA STATUS
QUARTA LEGAMI TRA TESTO E VARIABILI
SEQUENZE DI FIGURE

QUINTA GENERALIZZAZIONE ALGEBRICA
& SECONDARIA REGOLARITA’ E STRUTTURE NUMERICHE

Sperimentazione Ferrara & Savioli e successive applicazioni in AVIMES




DIAMO | NUMERI...

» 196 DIARI DI BORDO “FAST”
* Circa 4000 ALUNNI COINVOLTI

csnuwiBlBrYY¥ o0

METODOLOGIA DEL CORSO : RICERCA-AZIONE




Il punto di partenza... ———

-

° |




Partire dalle sequenze di numeri...

..._conviene”? 2

oA



“LA” REGOLA ?!?

A

3 5 7 9 11..

COSA POSSO “VEDERE” ?!7?



This sde is supponed by donations % The OELS Foundaron

THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
OF INTEGER SEQUENCES®

founded in 1964 by N. | A, Sloane

Enciclopedia delle Sequenze di Numeri Interi

Digita una sequenza, una parcls (in inglese) o il numero di sequenza
LS AL
ceva  Suggerimeat Welcome  Video
Le pagine segoent: sono in inglese
Per informazioni sulla Enciclopedia vai alla pegina di benvesano

Loysapes, Enghd Shop e’ Baygly Bawspoan Cataldh $X(ERMT. RATOCLRET D
Hrvaoki Coltms Dansk Noderlaad Esperasto Eoti e Soomi Frasgav Deutwed Bt 3wad nmay
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Romiad Procxet Cpocen Slovenilies Espsfiol Sveska Tagalog fwnive Tirker Yipmdeowes sl Tiag Vit Cymeaes

Lookup | Welcome | Wiki | Register | Music | Plot 2 | Demaos | lndes | Browss | Mors | WebCam
Comendene new s¢q. Of comment | Bormal | Traasfooms | Supersecker | Recsas | Moes pages
The QELS Community | Maintained by The OEIS Foundation lac,

Last modifiod Febesary 18 16,40 EST 2016, Cootaizs 268566 soguences.




iasren Soach  Nem
& from The On-Lisc Encychopodia of Intoper Secsnce)

te ound. papel 234547801009
Shpploance | chonnsefeither | modiiod | couied  Foemat: jong | ghors | data -
ADOSHOE The 0dd numbers: a(n) = 20+1. -
(Formerly M2400)
1, 3, 5.7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 23, 2%, 27, 29, 33, 33, 3%, 37, 39, 41, &), 43,

47, 49, 51, 53, 55, 57, 39, 61, &), 65, 6T, 69, T1, 72, 75, 77, 79, B1, 93, N5, W7, B9, 91,
93, 95, 97, 93, 101, 103, 105, 197, 109, 1L, 113, 115, 117, 119, 121, 123, 125, 127, 139,

133 Chas: praph: refs: lssenc bistony: teats imsornal foomae)

194959  Practalization of (1+{n/2]), where | J=floor. -
3 A Y U129 A 0 534 808523035 84 808325 X530 353485 V- 20 3730
S, " .. “ " :. l. " S. " ’g .' ‘a ‘, :. l. )a S. ,. ,‘ ‘.. .. " " 2. l‘ ,. ’. ,' ’.
12, 10,0, 6, 4, 2, 0, 3: 5, 0,9, 33,12, 10 8, 6, 4; 2;,1,3,8,7, 9,13, 13, 13,
10, 8, 6, &, 2, 1, 3, SO poeed refs: lston history: 1eak: inteoned foomes)

ADIESHH Numeratoes in casomsical bijection from positive inlegers 10 positive rationals <= |: arrange .
fractions by iscreasing denominator then by iscreasing numeratoe:

L L, L2, LML LL,L6 LS L) S 6L )LS 7, LT S5 T, 8 L),
7.9 1,2,3,4,5,6,7,0,9,10,1,9%, 7,11,13,2,93,4,%,6, 7,9, 9,10, 32, 12,1,

’. S. ,a l‘. ‘)' ‘a ,c ‘. ,. .‘ l‘o "a “' ‘. " ’. 7. ’. 1‘. l,. lS. l. :' J. ‘a 5. "
T, %, 9, 10, 55, 12, 13, 14, 1S (st poagh: cofs: Rencn Disnony: teaks waconal foens)

AQDG25T Josephus problem: &(20) = 2%a(n)-1, 8(2n+1) = 2%a(n)+1. -
(Formerly M2216)

00 2,2 9085 355 % 8. 8; 8, 0,9, X0,; 19,148,288, 8: ;. 9: 18, 19,18 2%, .19;
21, 23, 25, 23, 29, 31, 1, 0,8, 7.9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 01, 3,
35, 37, 39, 43, 43, 4%, 47, 49, 53, 93, 8, 87, 89, 61, 65, 1,0, 8, 7,9, 11, 13, 18,
17, 19, 21, 23, 25, 27, 29 (it saph wefy; listea: history: teat: isternal Soomat)
AD14261 Numbers that contain odd digats only. ‘=

1, 3,8, %9, 13, 33,.18, 17, 19,-31, 93, 35, .97, 39, 92, .893,.95,. 9%, 99,73, 23, 18,
T, 39, 91, 93, 95, 9, 99, 111, 113, 118, 117, 119, 131, 133, 135, 137, 139, 183, 143,

155, 357, 158, 371, 173, 175, 177, 179, 193, 193, 195, 197, 31%9, 311, 233, 315, 117, 319
(list: sk ol Tnvdos: biatory: oot istermal focssat)

A20I64  The first of the five knows sets of nine distinct odd numbers the sem of whose reciprocals is | lT"i:*
3.5, 7.9, 11, 35, 35, 45, 291 (s prapts refs: Msons biestany: s internal Sarmsal)

A016%0 mmdamwmdmwmmm—dmmm.-g
3. 8. 7. 9. 11, 15, 21. 135, 10295 (list; wrach; refs: Beton: hstory; teats ssormal format)




f+2 %f +2 %f +2 %fﬂ%

3 5 7 9 11 ..

Pos.1 Pos.2 Pos.3 Pos.4 Pos.5

GENERALIZZARIE

“DESCRIZIONE
FUNZIONALE”

LEGAME DIRETTO TRA
POSIZIONE E NUMERO IN
“FUNZIONE” DI QUELLA
POSIZIONE

“QUESTIONE RICORSIVA/
ITERATIVA”

PASSAGGIO DA UN
NUMERO ALL’ALTRO

Aggiungo sempre 2

Nella posizione n c’e 2n+1



DIDATTICAMENTE...COME FARE?

GENERALIZZARE

. “DESCRIZIONE
FUNZIONALE”

LEGAME DIRETTO TRA

" POSIZIONE E NUMERO IN
“FUNZIONE” DI QUELLA
POSIZIONE

“QUESTIONE RICORSIVA/
ITERATIVA”

PASSAGGIO DA UN
NUMERO ALL’ALTRO

“RELAZIONE” TRA FIGURE E NUMERI

“IMPARARE A VEDERE LE STRUTTURE”

RITMI - BLOCCHI - SCHEMI




“IMPARARE A VEDERE LE STRUTTURE”

Il Bnguasggio
cela

matematica

Pevore v aib e
Fevvnhie

Keith Devlin
Il linguaggio della matematica.
Rendere visibile l'invisibile.

Bollati Boringhieri 2002

“La matematica,

la scienza delle strutture,

e un modo di guardare il mondo,
sia il mondo fisico, biologico

e sociologico che abitiamo,

sia il mondo interiore

della nostra mente e dei nostri

pensieri.



“IMPARARE A VEDERE LE STRUTTURE"

- p : 3 - . “ - ) - - -‘ — . ‘ : A
- e R R TR L . . .
3 5 ; ; (X X



Edifici di cubetti (2n+1)

n=[(n+1)-1]

Lara

“Il numero di cubetti che sta sopra @ sempre uguale al
numero di cubetti che sta sotto meno uno”



Il passaggio fondamentale:
LA RICERCA DEL “RITMOQO”
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I RITMI
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CONTINUA IL RITMO!

OSSERVA LA SEQUENZA E CONTINUA TU...

YA\ _

LAAA AL LA AR R LA AR LA AR A AR AR AR AR AR AR AR AR ARl ARl




... La questione delle variabili...

. AOVAN _ROWA

Il colore e |la forma sono due variabili distinte

OOAOOA

Queste figure ‘danno’ un ritmo diverso .
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enza che poteva andare avanti molto, pero noi

abbiamo accorciata. E finiva cosi [imm.]: questo blocco € formato da [imm.]:

24

uesto e il blo

.
) B
‘c\. .l s d " 5_~



“Noi abbiamo fatto questa sequenza che poteva andare avanti molto, pero noi
I"abbiamo accorciata. E finiva cosi [imm.]: questo blocco e formato da [imm.]:
questo e il blocco che ci”

3 ﬂ.'-)-.'_. . D -_r’\-".‘.‘-v‘:\l";" [.'. A U' Cl S 1AM BiL ’ T v
)| ecANO coo\ @ g0 9@@ 000F
go2@0

“siamo inventati e forse I'abbiamo fatto troppo grande, pero ci siamo divertiti



CONSIDERA QUESTA NUOVA SEQUENZA:

VW X\VWXVWX

U NOTI QUALCOSA DI DIVERSO RISPETTO ALLA SEQUENZA
DI PRIMA? COSA?

% QUALE TRA LE SEQUENZE QUI SOTTO HA LO STESSO
SCHEMA DELLA NUOVA SEQUENZA?

N @ 00~ 0e-~e)
¥s\7 5 5,7 5 5\7 5 5
S (@ @ A @ AY¥ ¢ A




Sequenze di figure...preludio al
pensiero funzionale




Carolina e le caramelle

CAROLINA E LE CARAMELLE

CAROLINA STA GIOCANDO CON TANTE CARAMELLE.
AD UN TRATTO, DECIDE DI CREARE QUESTA SEQUENZA:

&

& 7
£.% CLu% WL9%% W 93e

®oo

POS. 1

POo
o

POS. 2

Poe
bOe
boe

POS. 3

*o0
boe

0o
PCo

POS. 4

#* QUANTE CARAMELLE SERVONO IN TUTTO PER LA POSIZIONE 10 ?

" CAROLINA VUOLE SPIEGARE A PAOLO COME PUO TROVARE IN MODO DIRETTO UNA
FIGURA IN UNA POSIZIONE QUALUNQUE E QUANTE CARAMELLE GLI SERVONO,
MA NON SA COME FARE. AIUTALA TU!
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“Nella posizione 10 ci saranno 31 caramelle. Abbiamo ottenuto

31 perché ci sono 10 caramelle in ogni fila e una in
centro.”
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SPAZIO DEI RAGIONAMENT!
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“Perché la regola e aggiungere sempre il triplo del
numero della posizione piu uno, la caramella

centrale.”
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SPAZIO DEI RAGIONAMENTI
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“Per trovare una figura qualunque della sequenza se haila

posizione devi fare: la posizione x 3 + 1”



[ Lavoro di: A Data:

— —

DEI RAGI NTI
e SUTNINY NS OYR, TUY Y 9. DO’ S ,C,QLO..

. R
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-

N
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“perché moltiplichi ogni riga che sono 3 +1cheeéla
caramella in mezzo.”
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SPAZIO DEI RAGIONAMENT!
oo o dele. 2 A0 she panner o Dome o st

22 arﬁn/mwmw %w.e/ x'3+’1[wmwwd,
o o Kl fo wmwx\%m&o«wy&m
dv X3 e @ 13

Voo qowe.d qwohi 3 smo L ale o Spedo paid
ety £ lo eoramdla v Mevie s Baeeuoe XS udhy

“invece se so il numero di tutte le caramelle faccio -1 : 3, cioe faccio
il contrariodix3+1cheé-1:3.”




SPAZIO DEI RAGIONAMENTI i .
i o deles o A0 2he oo v Joe o sustia,

Db e e it et Wi Qi RO et ok e
nwrgro- o Al o caramdl Josso- <13 008 Jotow- 4 ambron
dv X34 by & 13

oo poe.d nwdhs 3 smo b ale o Spedor i
efy & lo eoramdle v Mevie voa.” Saeeoe XS e

“invece se so il numero di tuttesle-es

wel|le faccio -1 : 3, cioe faccio
dix3+1chee-1:3"

C n

Numero di caramelle Numero di posizione
della Figura n della Figura



Quali richieste inserire per “spingere”
verso la generalizzazione? Come
formularle? Con quale linguaggio?

* FIGURA PIU LONTANA

UNA FIGURA DIVENTA LA FIGURA CALIMERQO,
PIPPO, ...

“TROVARE IN MODO DIRETTO” UNA FIGURA
IN UNA POSIZIONE QUALUNQUE ?

“TROVARE VELOCEMENTE” s 5



PIETRO E PAOLO...
L'evoluzione



“velocemente... una figura”

2n+3

PIETRO E PAOLO
PIETRO HA VISTO SUO FRATELLO PAOLO DISEGNARE UNA SEQUENZA FATTA COSI:

LI CIC]C] CICICIC] CICICICIC]
a0 Oo0od 00000 00000

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

N\ PIETRO HA UN AMICO CHE VIENE DA UN’ALTRA SCUOLA. SPIEGA AL SUO AMICO COME
PUO TROVARE VELOCEMENTE IL NUMERO DI QUADRATI DI UNA FIGURA DELLA SEQUENZA.




Lavoro g BLLIDR O Daw _J 4}/4//49“

SPAZIO DEI RAGIONAMENTI
3. 'r\P‘C(U\r‘ Lavorodl  CIC P b .'2 Doh;.4”1l1j
. ?SPAZO DEI RAGIONAMENTI
SO+

CENTOLl e 100 EQ- 100+3 £A 403 € (R Fiend

JQUANT o
GINQUANT SO E FoRtlata 08 403 QQUAMRATI,
N.,LC”\‘ F SheNMAaA MA A Lislina SANTAQMNA HETTI annDnha
\ voai_ G [ OEE A oate: _ L/ 1

aolte s i 3, voss tinla di rem contasli,

iﬂgggﬂ?z&?mﬁfﬁﬁwwd I fiyuns po deve contare seprae
KDewe fart 11 queste mode 0 asampic Bcing s 1o Bipel o | dypic con lov men; € fre
ol B e ivien 5510 mepd s ANk Pia. PiPPe dow Pare
| &orp.'o d, p.PPo ;;u'_?;, [ the ross! ci soge sCmpre-
Gumg; L awee 4 fietyo dov8 fare L depriy di Pippe pi 3
Giorgia: “Nella fig. PIPPO devi fare il doppio di Pippo piu
3. | tre rossi ci sono sempre.”




Lavoro di: MMCFPPI Data: &tél [Qq 41

. GERONIMO VUOLE COSTRUIRE UNA FIGURA GRANDE DELLA SEQUENZA. SPIEGAGL
COSA DEVE FARE.



TOBIA



Che strana combinazione

Fig. 1 Flg 3 Flg 4
o
9 0 =
9 C/
6x0+4 6x2+4 6x3+4
6(n-1)+4
6x1-2 6x3-2 6x4-2

@E 2 || due immaginari”)



Che strana combinazione




Ti ricordi di Tobia?

TGOS O PO T

W RCOMOATT LA W OUENTA [ FUBRAY ERA S a7 18 Comd
= & -88 cunm )

AROTED OO A UM RAGEOANVAR WS TATTICA Gy CLMNO T vOr LEGoe

* Problema inverso

o N = 6(n-])+4 \ X .*_';\"""'.' 5
e N =46n-2 A .

N

Numero di elementi Numero di posizione
della Figura n della Figura




Verso la generalizzazione

« “Una” diventa Calimero, Fantasma,

Pippo...




WEE X

La grande festa ® o o

(VERSIONE ORIGINALE)

VARIANTE ADATTATA E SEMPLIFICATA
CON TAVOLI QUADRATI E 4 SEDIE

-l




1 TAVOLO - 4 sedie
(2x1)+2

2 TAVOLI > 6 sedie
(2x2)+2

3 TAVOLI = 8 sedie
(2x3)+2
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n TAVOLI = Il numero di sedie € in FUNZIONE DI n
(2 xn)+2 cioe 2n+2

Oppure ragionando in un altro modo...

(4 xn)—2x(n-1)
an—-2n + 2



Il gioco non dipende dal numero iniziale

il gioco dipende dalle relazioni tra i passaggi/le
operazioni

il risultato e sempre lo stesso

le operazioni possono essere cambiate in modo
che il gioco continui a funzionare

il risultato puo essere cambiato



“Pensate a un numero intero,”

“moltiplicatelo per due,”

“sommate al risultato il numero dieci,”
“dividete il risultato ottenuto per due,”
“sottraete al nuovo risultato il numero 5,”

“al risultato ottenuto, sottraete il numero che avevate pensato.”

Il gioco non dipende dal numero iniziale, il risultato e sempre lo stesso



IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 7/ 7 n

i /%2 nx2
Pensate a un numero intei
24 (7x2)+10 (nx2)+10
“‘moltiplicatelo per due,” 12 [(7x2)+10]:2 [(nx2)+10]:2

: 7  [(7x2):2+(10:2)]-5 [(nx2):2+(10:2)]-5
“sommate al risultato il nun
0 [(7+5)-5]-7 [(n+5)-5]-n

“dividete il risultato ottenuto per due,”

“sottraete al nuovo risultato il numero 5,”

“al risultato ottenuto, sottraete il numero che avevate pensato.”

Il gioco non dipende dal numero iniziale, il risultato e sempre lo stesso



“Pensate a un numero intero,”

g
oltiplicatelo)per due,‘
l risultato il numero 3
N\
| risultato ottenuto per/due.”
N’

l nuovo risultato il numert@

“al risultato ottenuto, sottraete il numero che avevate pensato.”

Il gioco dipende dalle relazioni tra i passaggi/le operazioni



“Pensate a un numero intero,”

"‘rnbltiplu;ca'tello =T 6:6,; “moltiplicatelo per tre,”

“sommate al risulta\to/il nume “sommate al risultato il numero quindici,”
“dividete il risultato ottenuto per due P “dividete il risultato ottenuto per tre,”
“sottraete al nuovo risultato il num;rr@ “sottraete al nuovo risultato il numero 5,"

“al risultato ottenuto, sottraete il numero che avevate pensato.”

moltiplicatelo per k
sommate al risultato il numero nk
dividete il risultato ottenuto per k

Sottraete al nuovo risultato il numero n

Il gioco dipende dalle relazioni tra i passaggi/le operazioni




Pensa a un numero...GRAFICO!

E@l\éa UO‘ Un l.,: e now ditls 7'
>< ==

—
I o ——— A—

5 ;
N
%Y -
B T e A
#L_]r r Q’Q\)éb
NS
T \y'})oé’z*‘f
%*’j,{}:ﬁ? S %
77 iNL



* Dal diario di un’insegnante di classe prima

“L’aspetto che valuto piu interessante della sperimentazione
“Relazioni e funzioni” riguarda la possibilita di poter riflettere
sull’intero percorso in modo longitudinale fin dal principio
dell’attivita. Questo approccio consente di comprendere piu a
fondo gli obiettivi, di scegliere meglio a livello didattico i passi
da compiere e soprattutto, di dare un senso piu completo ( e
complesso) ai concetti relativi a questo nucleo, che nella
“versione” da eserciziario o sussidiario, non hanno finora
costituito per me un ambito di vera riflessione.”




/Ho somministrato la scheda credendola
un ripasso del lavoro fatto I'anno
precedente ma mi sono accorta che
offriva molti spunti per approfondire

o

K . . E stato interessante osservare alcuni \

oinvolgimento molto buono da parte . . .
alunni che solitamente intervengono

di tutti, anche dei BES e degli HC. E' . . .
. . : poco, come abbiano difeso le loro teorie,
stato interessante notare che i ragazzi : . . L
inoltre alcuni alunni ,convinti della

della fascia medio-alta erano stimolati s 1 :
validita di certe risposte, per altro errate,

a ricercare la funzione che regolava la . . - . .
. abbiano poi cambiato idea arrivando,
sequenza. Alcuni poi, avendo da poco

: o : con le argomentazioni del gruppo, al
affrontato in classe il piano cartesiano, :
. risultato esatto.
hanno tentato di rappresentare
graficamente le mele in funzione della / \
\\p\osmone. __+ Una buona capacita di interazione e aiuto

% reciproco tra i diversi componenti dei gruppi.
/ Proposte di lavoro accessibili a tutti anche se i

livelli di approfondimento possono essere
molteplici. Ad esempio qualche gruppo ha
tentato di trovare la funzione '
Khe regolava la sequenza.

L'impressione che si siano rotti degli
schemi cognitivi standardizzati a
favore di forme di pensiero piu
creative e di procedure piu inusuali e
meno rassicuranti. /




GRAZIE! ketty.savioli@gmail.com




