
ATTI XIX CONGRESSO
DELL’UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Bologna, 12–17 settembre 2011

Alma Mater Studiorum – Università di Bologna
Dipartimento di Matematica



ii Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Unione Matematica italiana

Ufficio di presidenza

Franco Brezzi, presidente
Graziano Gentili, vice-presidente
Giuseppe Anichini, segretario

Barbara Lazzari, amministratore tesoriere

Commissione scientifica

Marco Abate
Martino Bardi

Claudio Bernardi
Salvatore Coen

Vittorio Coti Zelati
Gianni Dal Maso

Francesco de Giovanni
Alessandro Figà-Talamanca

Livia Giacardi
Ermanno Lanconelli
Antonino Maugeri
Carlo Sbordone
Alessandro Verra
Gianluca Vinti
Aljoša Volčič



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 iii

XIX Congresso
dell’Unione Matematica italiana

Comitato scientifico

Franco Brezzi, presidente
Luigi Ambrosio
Bruno Franchi
Mario Pulvirenti
Alessandro Verra

Comitato organizzatore

Ermanno Lanconelli, presidente
Giovanni Dore, segretario
Enrico Obrecht, tesoriere

Simonetta Abenda
Giorgio Bolondi
Giulio Casciola
Salvatore Coen
Giovanni Cupini
Bruno D’Amore

Mirko Degli Esposti
Mauro Fabrizio
Angelo Favini
Massimo Ferri
Bruno Franchi
Laura Guidotti
Barbara Lazzari
Mirella Manaresi

Annamaria Montanari
Michele Mulazzani
Franco Nardini

Alberto Parmeggiani
Piero Plazzi

Tommaso Ruggeri
Fiorella Sgallari
Alberto Venni



Ringraziamenti

Abbiamo qui raccolto gli Atti del XIX Congresso dell’Unione Matematica Ita-
liana, che si è svolto presso l’Università di Bologna dal 12 al 17 settembre 2011.

Gli atti, così come il Congresso sono stati suddivisi in Conferenze generali,
Comunicazioni di 30 minuti e Comunicazioni suddivise nelle 22 sezioni previste. Una
parte significativa delle Conferenze generali e delle Comunicazioni di 30 minuti sono
stati pubblicate sul Bollettino dell’Unione Matematica Italiana e qui ripubblicate.
Per tutte le conferenze e le comunicazioni è qui riportata il sunto (già allegato al
programma del Convegno).

L’Ufficio di Presidenza dell’UMI ringrazia il Comitato Organizzatore e il Co-
mitato Scientifico del XIX Congresso dell’UMI, in particolare i rispettivi presiden-
ti, il Prof. Lanconelli e il Prof. Brezzi, per l’impegno profuso, la perfetta riuscita
scientifica e organizzativa.

Un grazie particolare a Giovanni Dore, che ha seguito con attenzione la predi-
sposizione del programma e il cui lavoro è stato utilizzato anche per la preparazione
di questi Atti.

L’Ufficio di Presidenza dell’UMI:

Ciro Ciliberto, presidente
Vittorio Coti Zelati, vice-presidente
Claudio Fontanari, segretario
Veronica Gavagna, tesoriere

Bologna, 20 Agosto 2015

iv [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



Indice

Ringraziamenti iv

Saluti xxiii
Saluto Presidente Comitato Organizzatore, Prof. Ermanno Lanconelli xxiii
Discorso in occasione della scopertura della Lapide xxv

Parte 1. Conferenze Generali 1

Ferdinando Arzarello: Provare se, vedere che, sapere perché: la
dimostrazione in classe 2

Sunto 2

Massimo Bertolini: Regolatori, funzioni L e punti razionali 4
Sunto 4
Intervento: Massimo Bertolini,
Regulators, L-Functions and Rational Points,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 191–204 4

Daniele Boffi: Metodo Immersed Boundary per l’interazione fluido-struttura:
formulazione matematica e approssimazione numerica 19

Sunto 19
Intervento: Daniele Boffi,
The Immersed Boundary Method for Fluid-Structure Interactions:
Mathematical Formulation and Numerical Approximation,
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 711–724 20

Filippo Bracci: Evoluzione olomorfa 35
Sunto 35
Intervento: Filippo Bracci,
Holomorphic Evolution: Metamorphosis of the Loewner Equations,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 137–165 36

Andrea Cianchi: Autofunzioni dell’operatore di Laplace-Beltrami e
disuguaglianze isoperimetriche ed isocapacitarie 66

Sunto 66
Intervento: Andrea Cianchi,
Eigenfunctions of the Laplace-Beltrami Operator, and Isoperimetric and
Isocapacitary Inequalities,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 167–190 67

Salvatore Coen: Matematici a Bologna dopo l’Annessione al Regno 92

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] v



vi Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Sunto 92
Intervento: Salvatore Coen,
Mathematicians in Bologna in the First Decades After Annexation to the
Kingdom of Sardinia,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 837–855 92

Alessio Corti: Polinomi di Laurent estremali e varietà di Fano 112
Sunto 112

Boris Dubrovin: Comportamento critico delle soluzioni delle equazioni
hamiltoniane alle derivate parziali 113

Sunto 113

Franco Flandoli: Interazione tra noise e singolarità nelle equazioni alle
derivate parziali 114

Sunto 114
Intervento: Franco Flandoli,
Interazione tra noise e singolarità nelle equazioni alle derivate parziali,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 253–267 115

Giovanni Forni: Il flusso orociclico: un esempio di sistema dinamico
parabolico 131

Sunto 131

Giovanni Jona-Lasinio: Fisica e matematica: due facce di un unico percorso132
Sunto 132

Massimo Marinacci: Economia teorica e Analisi funzionale 133
Sunto 133

Stefano Meda: Alcuni aspetti dell’analisi su varietà riemanniane a crescita
esponenziale di volume 134

Sunto 134
Intervento: Stefano Meda,
Alcuni aspetti dell’analisi su varietà riemanniane a crescita esponenziale di
volume,
Bollettino U. M. I. (9) IV (2012), 631–654 135

Giuseppe Mingione: Aspetti non lineari della teoria di Calderón-Zygmund 160
Sunto 160
Intervento: Giuseppe Mingione,
La teoria di Calderón-Zygmund dal caso lineare a quello non lineare,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 269–297 160

Errico Presutti: Transizioni di fase, trasformazioni di scala e strutture
spaziali 190

Sunto 190
Intervento: E. Presutti,
Microstructures and Phase Transitions,
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 655–688 190



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 vii

Stefano Serra-Capizzano: Strutture, strutture nascoste e analisi spettrale
nei metodi multigrid e nel precondizionamento 225

Sunto 225

Susanna Terracini: Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come
transizioni di fase minimali 227

Sunto 227
Intervento: Susanna Terracini,
Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come transizioni di fase
minimali,
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 689–710 227

Parte 2. Comunicazioni di 30 minuti 251

Francesco Bastianelli: Il Teorema di Noether sulla gonalità di curve piane
per ipersuperficie 252

Sunto 252
Intervento: Francesco Bastianelli,
Noether’s Theorem on Gonality of Plane Curves for Hypersurfaces,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 781–791 253

Elvise Berchio: Sulle soluzioni globali di alcune equazioni differenziali
nonlineari del quarto ordine 265

Sunto 265
Intervento: Elvise Berchio,
A Note on Some Nonlinear Fourth Order Differential Equations,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 349–361 266

Francesco Bigolin: Caratterizzazioni di ipersuperfici regolari intrinseche nel
gruppo di Heisenberg 280

Sunto 280
Intervento: Francesco Bigolin,
Caratterizzazioni di ipersuperfici regolari intrinseche nei gruppi di
Heisenberg,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 685–692 281

Giuseppina D’Aguì: Molteplicità di soluzioni per problemi di Sturm-Liouville
290

Sunto 290
Intervento: Giuseppina D’aguì,
Molteplicity of Solutions for Sturm-Liouville Problems,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 725–734 291

Simone Diverio: Intorno all’iperbolicità delle intersezioni complete 302
Sunto 302
Intervento: Simone Diverio,
About the Hyperbolicity of Complete Intersections,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 579–590 303

Emanuele Dolera: Su una proprietà asintotica della distribuzione finale 316
Sunto 316



viii Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Intervento: Emanuele Dolera,
Su una proprietà asintotica della distribuzione finale,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 741–748 316

Carmelo Antonio Finocchiaro: La topologia degli ultrafiltri su spazi di
domini di valutazione e sue applicazioni 325

Sunto 325

Carlotta Giannelli: B–splines gerarchiche: raffinamento locale e
normalizzazione 326

Sunto 326
Intervento: Carlotta Giannelli, Bert Jüttler,
Local and Adaptive Refinement with Hierarchical B-splines,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 735–740 327

Erika Luciano: Fra tradizione e innovazione: l’Enciclopedia delle Matematiche
elementari (1909-1949) 334

Sunto 334
Intervento: Erika Luciano,
Fra tradizione e innovazione: l’Enciclopedia delle Matematiche Elementari
(1909-1949),
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 817–836 335

Marco Maggis: Dualità completa per misure di rischio dinamiche
quasiconvesse su moduli di variabili aleatorie 356

Sunto 356
Intervento: Marco Maggis,
The Dynamics of Risk Beyond Convexity,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 441–457 357

Edoardo Mainini: Gradient flow di energie di interazione e applicazioni alla
superconduttività 375

Sunto 375

Enrico Manfredi: Gruppo di nodi e link in spazi lenticolari 376
Sunto 376

Vincenzo Mantova: Approssimazioni di Artin-Whaples con grado limitato
su varietà algebriche 378

Sunto 378
Intervento: Vincenzo Mantova,
Approssimazioni di Artin-Whaples con grado limitato su varietá algebriche,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 693–697 378

Luca Motto Ros: Quasi-ordini κ-Souslin 384
Sunto 384

Matteo Penegini: Sulle superfici di tipo generale con pg = q = 2 386
Sunto 386
Intervento: Matteo Penegini,
On the Classification of Surfaces of General Type with pg = q = 2,



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 ix

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 549–563 387

Federico Poloni: Un nuovo algoritmo per un sistema di equazioni quadratiche
nei branching processes 403

Sunto 403
Intervento: Federico Poloni,
An Algorithm for Solving Systems of Quadratic Equations in Branching
Processes,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 481–486 404

Marina Popolizio: Approssimazione numerica di funzioni di matrice per
equazioni differenziali frazionarie 411

Sunto 411
Intervento: Matina Popolizio,
Numerical Approximation of Matrix Functions for Fractional Differential
Equations,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 793–815 412

Marco Prato: Un algoritmo di deconvoluzione per problemi di ricostruzione
di immagini da Trasformata di Fourier 436

Sunto 436
Intervento: Marco Prato,
A Deconvolution Algorithm for Imaging Problems from Fourier Data,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 389–404 437

Fabio Pusateri: Risonanze ed esistenza globale per equazioni dispersive 454
Sunto 454
Intervento: Fabio Pusateri,
Space-Time Resonances and the Null Condition for Wave Equations,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 513–529 455

Simone Scacchi: Precondizionatori paralleli a blocchi per il sistema
Bidominio dell’elettrocardiologia 473

Sunto 473
Intervento: S. Scacchi,
Scalable Block Preconditioners for the Parabolic-Elliptic Bidomain coupling,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 699–714 474

Antonio Segatti: Funzionali WED per gradient flow in spazi metrici 491
Sunto 491
Intervento: Antonio Segatti,
A Variational Approach to Gradient Flows in Metric Spaces,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 765–780 491

Alfonso Sorrentino: Proprietà simplettiche e variazionali di sistemi
hamiltoniani convessi 508

Sunto 508
Intervento: Alfonso Sorrentino,
A Variational Approach to the Study of the Existence of Invariant
Lagrangian Graphs,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 405–440 509



x Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Luca Spada: Dualità geometriche per la logica di Łukasiewicz 546
Sunto 546
Intervento: Luca Spada,
Geometrical Dualities for Łukasiewicz Logic,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 749–763 547

Antonio Tortora: L’applicazione che ad ogni elemento di un gruppo associa
la sua potenza n-esima 564

Sunto 564
Intervento: Antonio Tortora,
The Power Mapping as Endomorphism of a Group,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 379–387 564

Andrea Tosin: Un approccio multiscala alla dinamica delle folle mediante
misure che evolvono nel tempo 575

Sunto 575
Intervento: Andrea Tosin,
Un approccio multiscala alla dinamica delle folle mediante misure che
evolvono nel tempo,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 531–548 576

Maria Vallarino: Spazi di Hardy su gruppi a crescita esponenziale di volume595
Sunto 595
Intervento: Maria Vallarino,
Spazi di Hardy su gruppi a crescita esponenziale di volume,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 673–684 596

Flavia Ventriglia: Un approccio unificante per operatori nonlineari di tipo
Kantorovich 609

Sunto 609
Intervento: Flavia Ventriglia, Gianluca Vinti,
A Unified Approach for Nonlinear Kantorovich-Type Operators,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 715–724 610

Luigi Vezzoni: L’equazione di Calabi-Yau in Nilvarietà 621
Sunto 621

Parte 3. Conferenze a cura della CIIM 623

Anna Baccaglini-Frank: Micromondi e “Mathematical Habits of Mind” 624
Sunto 624

Claudio Bernardi: La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie
ed esempi 626

Sunto 626
Intervento: Claudio Bernardi,
La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie ed esempi 626

Paolo Boero: I “comportamenti razionali” secondo Habermas in matematica
e in altri ambiti culturali 632

Sunto 632



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xi

Francesca Morselli: Argomentare e dimostrare nella scuola secondaria di
primo grado: teoria e pratica 634

Sunto 634

Parte 4. Comunicazioni 635

Sezione 1 Analisi non lineare e sistemi dinamici 636
Alberto Abbondandolo: Fenomeni di squeezing e non-squeezing nelle
dimensioni intermedie 637
Pietro Baldi: Soluzioni periodiche di equazioni di Benjamin-Ono 638
Sara Barile: Sistemi ellittici di tipo Lane-Emden con peso in domini non
limitati 639
Massimiliano Berti: Soluzioni quasi-periodiche di EDP Hamiltoniane 640
Luca Biasco: Soluzioni quasi-periodiche per l’equazione delle onde con
derivate spaziali nella nonlinearità 641
Serena Dipierro: Concentrazione di soluzioni per un problema
singolarmente perturbato con condizioni di Neumann in domini non regolari642
Veronica Felli: Metodi di monotonia per la classificazione dell’andamento
asintotico locale di soluzioni di equazioni ellittiche e paraboliche 643
Davide L. Ferrario: Coreografie multiple di n-corpi, simmetrie e
costellazioni di satelliti 644
Alberto Ferrero: Esistenza e stabilità di soluzioni intere per equazioni
ellittiche del secondo e del quart’ordine 645
Gabriella Pinzari: Riduzione simplettica nel problema degli N corpi 646
Alessandro Portaluri: Dinamica globale per un problema singolare con
vincolo di simmetria diedrale 647
Michela Procesi: Forma normale e soluzioni quasi-periodiche per
l’equazione di Schrödinger non lineare 648
Enrico Valdinoci: Transizioni di fase e superfici minime (non)locali 649

Sezione 2 Equazioni alle derivate parziali 650
Maria Emilia Amendola: Proprietà delle soluzioni di viscosità di alcune
equazioni ellittiche 651
Alessia Ascanelli: Il problema di Cauchy per equazioni di p-evoluzione 652
Paolo Baroni: Risultati di tipo Calderón-Zygmund per equazioni
paraboliche non lineari 653
Serena Boccia: Stime di tipo Schauder per soluzioni di sistemi parabolici
di ordine alto 654
Marco Bramanti: Campi di Hörmander non regolari e disuguglianza di
Poincaré 655
Raffaela Capitanelli: Problemi di rinforzo per strutture frattali 656
Pierluigi Colli: Sistemi di Cahn-Hilliard viscosi per modelli di diffusione
di fase 657
Giovanni Cupini: Limitatezza locale di soluzioni di sistemi ellittici quasi
lineari 658
Marcello D’Abbicco: Alcuni risultati di Blow-up per Sistemi 2 per 2 659
Roberta D’Ambrosio: Risultati di immersione e compattezza in alcuni
spazi di funzioni 660
Francesco Della Pietra: Problemi ellittici fortemente degeneri all’infinito 661



xii Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Giuseppina di Blasio: Disuguaglianze tipo Szegö-Weinberger per il primo
autovalore dell’operatore di Hermite 662
Angelo Favini: Metodi perturbativi e problemi di identificazione per
equazioni differenziali degeneri 663
Fausto Ferrari: Sulla regolarità delle soluzioni di problemi a due fasi per
operatori parabolici 664
Roberto Guglielmi: Stabilizzazione di sistemi di equazioni iperboliche
con condizioni al bordo miste mediante un unico feedback 665
Annunziata Loiudice: Comportamento asintotico delle soluzioni di
problemi critici singolari su gruppi di Carnot 666
Sandra Lucente: Equazioni quasilineari di tipo onde in dominio esterno
bidimensionale 667
Sara Monsurrò: Una stima a priori per operatori ellittici in spazi di
Sobolev con peso su aperti non limitati 668
Marco Mughetti: Ipoellitticità e non Ipoellitticità per una somma di
quadrati di campi complessi 669
Benedetta Noris: Soluzioni radiali positive di equazioni ellittiche
supercritiche con condizioni al bordo di Neumann 670
Alessio Porretta: Sulla costruzione di funzioni p-armoniche in un cono 671
Enrico Priola: L’effetto regolarizzante per equazioni paraboliche
completamente non lineari con coefficienti singolari 672
Giovanni Taglialatela: Propagazione dell’analiticità per le soluzioni di un
sistema debolmente iperbolico non lineare 673
Cristina Tarsi: Casi limite nelle immersioni di Sobolev: immersioni in
spazi di Zygmund e la disuguaglianza di Adams 674
Maria Carla Tesi: Un modello qualitativo elementare per la diffusione e
l’aggregazione della β-amiloide nella malattia di Alzheimer 675
Bruno Volzone: Metodi di simmetrizzazione per operatori ellittici con
Laplaciano frazionario 676
Gabriella Zecca: Sulla continuità di soluzioni di equazioni ellittiche
degeneri nel piano 677

Sezione 3 Equazioni differenziali ordinarie 678
Irene Benedetti: Inclusioni differenziali semilineari senza ipotesi di
compattezza 679
Gabriele Bonanno: Analisi Variazionale ed Applicazioni a Problemi
Differenziali Non Lineari 680
Alessandro Calamai: Oscillazioni forzate per equazioni di moto vincolato
con ritardo infinito e applicazioni al pendolo sferico 681
Pasquale Candito: Un nuovo approccio nello studio della molteplicità di
soluzioni per un problema non lineare 682
Anna Capietto: Alcune osservazioni sul teorema di Mather e sugli insiemi
di Aubry-Mather 683
Antonia Chinnì: Esistenza di tre soluzioni per un problema di Dirichlet
ordinario con p(x)-Laplaciano 684
Maurizio Garrione: Risultati di esistenza e molteplicità per sistemi
nonlineari piani in risonanza 685
Roberto Livrea: Esistenza e molteplicità di soluzioni periodiche per una
classe di sistemi Hamiltoniani 686



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xiii

Luisa Malaguti: Equazioni di evoluzione multivoche semilineari con
argomenti ritardati contenuti nel termine nonlineare 687
Serena Matucci: Esistenza e sviluppo asintotico delle soluzioni decrescenti
per sistemi di equazioni differenziali nonlineari del secondo ordine accoppiate688
Giovanni Molica Bisci: Alcuni risultati di esistenza per certe classi di
problemi variazionali 689
Franco Obersnel1: Soluzioni eterocline per l’equazione della curvatura
prescritta 690
Pierpaolo Omari: Soluzioni periodiche dell’equazione della curvatura
prescritta 691
Duccio Papini: Soluzioni periodiche di equazioni differenziali non-lineari
con condizioni al bordo oblique 692
Pasquale F. Pizzimenti: Soluzioni positive per problemi differenziali non
lineari 693
Paola Rubbioni: Inclusioni differenziali lineari con condizioni nonlocali in
spazi di Banach 694
Angela Sciammetta: Su problemi di Neumann con p-Laplaciano 695
Marco Spadini: Oscillazioni forzate su una classe di varietà differenziabili
definite implicitamente 696
Valentina Taddei: Inclusioni semilineari di evoluzione con regolarità
debole: teoremi di esistenza e applicazioni 697
Elisabetta Tornatore: Esistenza e molteplicità di soluzioni per problemi
differenziali non lineari con condizioni miste 698
Fabio Zanolin: Punti fissi per funzioni della corona circolare e applicazioni
a sistemi piani non conservativi 699

Sezione 4 Calcolo delle variazioni, teoria del controllo e ottimizzazione 700
Fabio Bagagiolo: Su di un problema di visita ottima 701
Annalisa Baldi: Un approccio variazionale alle forme differenziali in
gruppi di Carnot 702
Luigi D’Onofrio: Mappe di Sobolev Anisotrope 703
Roberta De Asmundis: Modelli matematici per l’apprendimento
supervisionato con applicazione alla classificazione incrementale 704
Giuseppe Floridia: Controllabilità moltiplicativa approssimata di
equazioni paraboliche degeneri con applicazioni alla climatologia 705
Nunzia Gavitone: La disuguaglianza isoperimetrica relativa nel piano: il
caso anisotropo 706
Luca Lussardi: Sui limiti di perimetri non locali 707
Daniele Morbidelli: Disuguaglianza di Poincaré per famiglie s-involutive
di campi vettoriali 708
Elvira Zappale: Riduzione di dimensione per funzionali supremali 709

Sezione 5 Analisi reale 710
Laura Angeloni: Su un nuovo concetto di variazione multidimensionale e
alcuni risultati di convergenza 711
Giuseppina Barbieri: Il teorema di Dieudonné 712
Loredana Biacino: Densità del grafico di una funzione hölderiana 713
Ingrid Carbone: Successioni di punti uniformemente distribuiti in [0, 1]
aventi bassa discrepanza 714



xiv Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Danilo Costarelli: Operatori Sampling-Kantorovich multidimensionali e
applicazioni all’Image Processing 715
Margherita Fochi: Equazioni funzionali su dominio ristretto negli spazi
normati 716
Maria Infusino: Discrepanza di successioni di Kakutani generalizzate 717
Ilaria Mantellini: Formule asintotiche per operatori di convoluzione alla
Mellin 718
Calogero Vetro: Sulle condizioni contrattive di tipo integrale 719
Gianluca Vinti: Un approccio unificante per la convergenza di operatori
lineari di tipo "sampling" 720
Paolo Vitolo: Misure su strutture non-booleane 721
Aljoša Volčič: Sul problema di Gruber riguardante la distribuzione
uniforme sulla sfera 722
Hans Weber: Decomposizione di misure a valori in l-gruppi 723
Luca Zampogni: Risultati di convergenza per operatori lineari di tipo
Kantorovich 724

Sezione 6 Analisi armonica e analisi funzionale 725
Nicola Arcozzi: Capacità d’insiemi: diadica e non 726
Andrea Carbonaro: Funzione di Bellman e stime lineari indipendenti
dalla dimensione in un teorema di D. Bakry 727
Fabrizio Colombo: Un nuovo calcolo funzionale per n-uple di operatori
non necessariamente commutanti 728
Fausto di Biase: Sulla ottimalità delle regioni di Stolz nel teorema di
Fatou 729
Giacomo Gigante: Formule di quadratura e distribuzioni di punti su
varietà compatte 730
Davide Guidetti: Determinazione del termine di sorgente in un’equazione
parabolica astratta da un integrale nella variabile temporale della soluzione 731
M. Gabriella Kuhn: Rappresentazioni di gruppi iperbolici 732
Roberta Schiattarella: Composizione di mappe bi-Sobolev 733
Marianna Tavernise: Compattezza in spazi di funzioni F -seminormati 734
E. Terraneo: Limite per collisioni radenti per il modello di Kac inelastico 735
Veronica Umanità: Decoerenza per semigruppi positivi su M2(C) 736
Sara Volpi: Convergenza puntuale delle medie di Bochner-Riesz in spazi
di Sobolev 737

Sezione 7 Calcolo delle probabilità e statistica matematica 738
Federico Bassetti: Vettori di misure aleatorie dipendenti per inferenza
Bayesiana 739
Patrizia Berti: Misure martingala equivalenti finitamente additive 740
Alessandra Cretarola: Minimizzazione locale del rischio sotto l’approccio
benchmark 741
Stefano Favaro: Sul concetto di σ-diversità per partizioni aleatorie
scambiabili di tipo Ewens-Pitman 742
Alberto Lanconelli: Prodotto di Wick, convoluzione e somme di variabili
aleatorie indipendenti 743
Antonio Lijoi: Inferenza bayesiana con misure di probabilità aleatorie
dipendenti 744



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xv

Valentina Mameli: Una generalizzazione della distribuzione skew-normal :
la Beta skew-normal 745
Domenico Marinucci: Il comportamento asintotico per gli “excursion
sets” di autofunzioni Gaussiane del Laplaciano sulla sfera 746
Monica Musio: Un approccio geometrico alla sensitività locale bayesiana 747
Bernardo Nipoti: Una costruzione di vettori di hazard rate aleatori
dipendenti 748
Barbara Pacchiarotti: Grandi deviazioni per ponti di processi Gaussiani
condizionati 749
Andrea Pascucci: Equazioni di Kolmogorov nella valutazione di derivati
finanziari di tipo Asiatico 750
Igor Prünster: Modelli mistura per hazard rates: alcuni risultati limite 751
Pietro Rigo: Successioni scambiabili guidate da una misura aleatoria
assolutamente continua 752
Emanuela Rosazza Gianin: Misure di rischio di Haezendonck e quantili
di Orlicz 753
Matteo Ruggiero: Processi di α-diversità e diffusioni Gaussiane inverse
normalizzate 754
Carlo Sempi: Teorema di Sklar: una nuova dimostrazione 755
Giulio Trombetta: Curve di aggiustamento per responsi binari associati a
processi stocastici 756

Sezione 8 Fisica matematica 757
Paolo Aschieri: Quantizzazione per deformazione e geometria differenziale
Riemanniana noncommutativa 758
Sandra Carillo: Equazioni non lineari di evoluzione in spazi di Banach e
trasformazioni di Bäcklund 759
Claudio Giberti: Stabilità per perturbazioni nei vetri di spin 760
Annalisa Marzuoli: Algoritmi quantistici per invarianti geometrici 761
Valter Moretti: Radiazione di Hawking ed effetto tunnel: un approccio
basato sulla teoria algebrica dei campi 762
Chiara Pagani: Fibrati ed istantoni in geometria non-commutativa 763
Fabio Perroni: Orbifolds in Geometria ed in Fisica 764
Eugenio Regazzini: Proprietà asintotiche di soluzioni di equazioni
cinetiche e teorema centrale del limite 765
Alessandro Tanzini: Quantizzazione del sistema di Hitchin e modelli di
matrice generalizzati 766

Sezione 9 Modelli matematici e applicazioni 767
Gian Luigi Agnoli: Aspetto lagrangiano per alcuni problemi della biologia
matematica 768
Carlo Banfi: Un’ipotesi alternativa per la conduzione del calore 769
Marzia Bisi: Modelli cinetici per l’analisi di economie di mercato 770
Margherita Carletti: Analisi di incertezza e sensitività per un modello
stocastico di risposta immunitaria con memoria nell’uomo 771
Andrea Cerri: Un nuovo algoritmo sul calcolo della distanza di matching
2-dimensionale per il confronto di forme 772
Fernanda D’Ippoliti: Valutazione di opzioni Europee ed Americane con
dividendi discreti in un modello a volatilità stocastica e salti 773



xvi Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Giulia Deolmi: Studio di un problema inverso parabolico di convezione-
diffusione-reazione 774
Michela Eleuteri: Il modello di Souza-Auricchio... si fa in tre! 775
Giulia Giantesio: Moto obliquo con un punto di ristagno per un fluido
Newtoniano immerso in un campo elettromagnetico 776
Rosanna Manzo: Un modello continuo-discreto di reti di produzione 777
Filippo Notarnicola: Simulazione di un modello per la biodegradazione
di inquinanti nel sottosuolo 778
Giovanni Pallotti: Modellistica di circolazione cardiovascolare 779
Matteo Pischiutta: Un modello matematico per il movimento di dune
desertiche formate da una mistura di sabbie 780
Maria Alessandra Ragusa: Regolarità per i flussi di cristalli liquidi
nematici 781

Sezione 10 Metodi numerici per le equazioni differenziali ordinarie 782
Dimitri Breda: Discretizzazione numerica di famiglie di evoluzione per
equazioni differenziali con ritardo non autonome 783
Angelamaria Cardone: Metodi Generali Lineari di tipo Nordsieck con
stabilità quadratica 784
Raffaele D’Ambrosio: Metodi Generali Lineari altamente stabili e
conservativi per la risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordinarie785
Nicoletta Del Buono: Localizzazione delle aree di crossing e di sliding in
sistemi dinamici discontinui 786
Elena Esposito: Metodi Generali Lineari per Equazioni Differenziali
Ordinarie del Secondo Ordine 787
Roberto Garrappa: Integratori di tipo esponenziale per problemi
frazionari 788
Stefano Maset: Risoluzione numerica di problemi al contorno per
equazioni differenziali funzionali neutrali 789

Sezione 11 Teoria dell’approssimazione 790
Vittoria Bruni: Alcune proprietà della trasformata wavelet discreta
razionale e sue applicazioni 791
Mirella Cappelletti Montano: C0-semigruppi associati ad una
generalizzazione degli operatori di Kantorovich sull’ipercubo 792
Costanza Conti: Schemi di suddivisione stazionari e non-stazionari per la
generazione di curve 793
Filomena Di Tommaso: Su una combinazione dell’operatore di Shepard
con polinomi di interpolazione di Hermite 794
Francesca Pitolli: Uno schema numerico efficiente per la localizzazione di
sorgenti neuroelettriche 795
Lucia Romani: Schemi di suddivisione interpolatori e loro strategie
costruttive 796

Sezione 12 Algebra lineare numerica e ottimizzazione 797
Antonio Aricò: Un solutore veloce per sistemi lineari con struttura di
displacement 798
Paola Boito: Proprietà di decadimento di funzioni di matrici:
un’applicazione al calcolo di strutture elettroniche 799



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xvii

Silvia Bonettini: Un metodo extragradiente per la ricostruzione di
immagini mediante regolarizzazione con la funzione di Variazione Totale 800
Enrico Bozzo: Una relazione tra Singular Spectrum Analysis ed analisi di
Fourier 801
Valentina De Simone: Precondizionatori paralleli multilivello per
problemi di controllo ottimo 802
Gianna M. Del Corso: Riduzioni unitarie a forme compatte: una
trattazione unificante 803
Marco Donatelli: Operatori di aggregazione per metodi multigrid 804
Claudio Estatico: Regolarizzazione nonlineare in spazi di Banach nella
ricostruzione di immagini 805
Stefano Fanelli: Metodi di Tipo-Gradiente: un Approccio Unificato per la
Scienza del Calcolo e l’Analisi Numerica 806
Ivan Gerace: Metodi di regolarizzazione per il problema della separazione
cieca di componenti da fronte-retro di documenti 807
Bruno Iannazzo: Tecniche di shift per equazioni matriciali 808
Germana Landi: Metodi numerici per problemi di minimo vincolato nella
ricostruzione di immagini 809
Jacopo Lanzoni: Crescita della norma e pseudospettri per discretizzazioni
di tipo PML di sistemi aperti 810
Serena Morigi: Metodi di alternanza basati su sottospazi di Krylov per la
ricostruzione di immagini 811
Vanni Noferini: L’applicazione del metodo di Ehrlich-Aberth a problemi
polinomiali agli autovalori 812
Margherita Porcelli: Regole di aggiornamento del parametro di penalità
nei metodi di ottimizzazione con modelli regolarizzati 813
Giuseppe Rodriguez: Identificazione di parametri nella inversione
numerica della trasformata di Laplace con dati reali 814
Valeria Simoncini: Metodi avanzati di tipo proiettivo per la risoluzione
dell’equazione algebrica di Lyapunov 815
Riccardo Zanella: Metodi di ottimizzazione vincolata per la ricostruzione
di immagini su sistemi multicore 816

Sezione 13 Metodi numerici per le equazioni alle derivate parziali 817
Alessandra Aimi: Un metodo BEM energetico di tipo Galerkin per
problemi di propagazione di onde 818
Francesca Bonizzoni: Equazioni dei momenti per la formulazione mista
del problema dell’Hodge Laplacian con forzante stocastica 819
Sebastiano Boscarino: Metodi Impliciti-Espliciti (IMEX) Runge-Kutta
per sistemi iperbolici con rilassamento diffusivo stiff 820
Elisabetta Carlini: Uno schema Semi-Lagrangiano per l’equazione AMSS 821
Nicola Cavallini: Approccio agli Elementi Finiti per l’Immersed Boundary
Method 822
Alessio Fumagalli: Modelli ridotti per flussi in mezzi porosi fratturati con
griglie di calcolo non conformi 823
Francesca Gardini: Conservazione della massa per l’approssimazione agli
elementi finiti del problema di Stokes 824
Annamaria Mazzia: Metodi meshless di tipo radiale-tensoriale applicati
alla risoluzione del problema di Poisson 825



xviii Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Marco Restelli: Metodi semi-Lagrangiani agli elementi discontinui 826
Matteo Semplice: La produzione numerica di entropia: un indicatore
d’errore per leggi di conservazione 827
Lorenzo Tamellini: Approssimazione polinomiale di EDP ellittiche con
coefficienti stocastici 828
Francesca Tantardini: La proiezione L2 nella discretizzazione
dell’equazione del calore 829

Sezione 14 Algebra 830
Paolo Bravi: La classificazione delle varietà magnifiche 831
Giovanni Cerulli Irelli: Positività nelle algebre cluster 832
Vincenzo De Filippis: Identità con α-Derivazioni Generalizzate in Anelli
Primi e Semiprimi 833
Alice Fabbri: Domini Vacanti 834
Carmela Ferrò: Funzioni di Hilbert e numeri di Betti di ideali lessicografici
inversi nell’algebra esterna 835
Gabriele Fusacchia: Moduli iniettivi e star-operazioni 836
Maurizio Imbesi: Grafi con cappi e invarianti 837
Monica La Barbiera: Algebra simmetrica di ideali associati a grafi 838
Patrizia Longobardi: Su di un problema riguardante i gruppi ordinati 839
Mario Marietti: La congettura di Dyer-Lusztig 840
Alice Pavarin: Preantipodi per dual-quasi bialgebre 841
Giovanni Scudo: Derivazioni Generalizzate in Anelli Primi ed Algebre di
Banach 842
Paola Lea Staglianò: s-Successioni e moduli monomiali 843
Maria Tota: Gruppi con sottogruppi non-normali risolubili 844

Sezione 15 Combinatorica 845
Arrigo Bonisoli: Disegni i cui blocchi sono grafi 846
Simona Bonvicini: Ricoprimenti di grafi cubici con matching di cardinalità
fissata 847
Daniela Emma: Piani di traslazione associati a ovoidi A6-invarianti della
quadrica di Klein 848
Michel Lavrauw: Semicorpi di skew polynomial rings 849
Fiorenza Morini: Quasianelli planari circolari: aspetti geometrici e
combinatorici 850
Fernanda Pambianco: Archi in piani proiettivi 851
Claudio Perelli Cippo: Involuzioni semplici che evitano certi motivi 852
Gloria Rinaldi: Problema di Oberwolfach: soluzioni con simmetria 853
Beatrice Ruini: L’indice cromatico H-automorfo di un grafo 854

Sezione 16 Topologia e geometria differenziale 855
Gennaro Amendola: Superfici di Dehn e 3-varietà chiuse 856
Gianluca Bande: Alcuni risultati sulle coppie di contatto metriche 857
Silvia Benvenuti: Branchfolds, varietà coniche razionali e il problema di
Cheeger-Simons 858
Letizia Brunetti: Proiezioni di g.f.f -strutture indefinite 859
Angelo V. Caldarella: Sommersioni semi-Riemanniane e condizioni di
Ossermann speciali su f -varietà 860



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xix

Giovanni Calvaruso: Solitoni di Ricci pseudo-Riemanniani 861
Andrei Catalioto: Funzioni H-chiuse, U-chiuse, minimal Hausdorff e
minimal Urysohn 862
Alessia Cattabriga: Polinomio di Alexander di tangle 863
Nicola Ciccoli: Quantizzazione geometrica di strutture di Poisson
omogenee non regolari 864
Paola Cristofori: Stime della complessità di Matveev di una 3-varietà:
diagrammi di Heegaard generalizzati e grafi colorati 865
Barbara Di Fabio: Formule di Mayer-Vietoris per l’omologia persistente 866
Luigia Di Terlizzi: Una sottoclasse delle K-varietà 867
Giulia Dileo: Varietà pseudohermitiane generalizzate 868
Roberto Frigerio: Rigidità per varietà senza curvatura negativa 869
Antonio Lotta: Metriche ammissibili su varietà di contatto 870
Stefano Montaldo: Sulla classificazione delle sottovarietà biarmoniche 871
Paola Piu: Strutture riemanniane Γ-simmetriche del gruppo di Heisenberg872

Sezione 17 Geometria complessa 873
Daniele Angella: Scomposizione in coomologia per varietà quasi-complesse874
Leandro Arosio: Aspetti geometrici della teoria di Loewner 875
Cinzia Bisi: Tori Quaternionici e loro Spazio di Moduli 876
Antonio J. Di Scala: Una dimostrazione breve del teorema di
Karpelevich-Mostow 877
Andrea Iannuzzi: Iperbolicità dei fibrati in dischi puntati SU(2)-invarianti
e di Stein sulla quadrica affine complessa 878
Costantino Medori: Quadriche CR con speciali proprietà di simmetria 879
Jasmin Raissy: Forme normali in dinamica olomorfa 880
Federico Alberto Rossi: Deformazioni di D-strutture ed esempi 881
Irene Sabadini: Teoremi di dualità per funzioni slice iperolomorfe 882
Alberto Saracco: Misure di Carleson e successioni uniformemente discrete
in dominî fortemente pseudoconvessi 883
Caterina Stoppato: Nuovi sviluppi in serie per funzioni quaternioniche
regolari 884
Adriano Tomassini: Strutture quasi-complesse su spazi omogenei e loro
proprietà coomologiche 885

Sezione 18 Geometria algebrica 886
Fabrizio Andreatta: Sottovarietà localmente simmetriche nel luogo di
Torelli 887
Cristina Bertone: Schemi di Hilbert e aperti di Borel 888
Michele Bolognesi: Categorie derivate e razionalità di fibrati in coniche 889
Maria Chiara Brambilla: Varietà delle secanti a varietà di Segre-Veronese890
Alberto Calabri: Sulle curve piane contratte da trasformazioni di
Cremona 891
Alberto Canonaco: Funtori di Fourier-Mukai: non unicità 892
Cinzia Casagrande: Un nuovo invariante delle varietà di Fano 893
Luca Chiantini: Metodi geometrici per lo studio della rappresentazione di
tensori e polinomi 894
Ciro Ciliberto: Rigate ed iperbolicità 895
Pietro De Poi: Apolarità per curve sottocanoniche 896



xx Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Lorenzo Di Biagio: Luoghi base asintotici per varietà singolari 897
Roberta Di Gennaro: Liaison e Condizioni di Cohen-Macaulaycità 898
Daniele Faenzi: Teorema di Torelli per configurazioni di iperpiani 899
Claudio Fontanari: Un ricoprimento aperto affine diMg per g ≤ 5 900
Marco Franciosi: Il teorema di Clifford per curve semistabili 901
Paola Frediani: Mappa di Prym e mappe gaussiane 902
Concettina Galati: Su famiglie di curve singolari su superfici K3 903
Alice Garbagnati: Automorfismi di superfici K3 904
Margherita Guida: Configurazioni di rette di PnK : generatori e proprietà
di Cohen-Macaulay 905
Valeria Ornella Marcucci: Sul genere di una curva in una varietà
Jacobiana 906
Carla Novelli: Varietà proiettive che contengono uno spazio lineare con
fibrato normale nef 907
Gianluca Occhetta: Fibrati vettoriali uniformi su varietà di Fano 908
Giorgio Ottaviani: Equazioni per tensori di rango limitato e varietà
secanti 909
Rita Pardini: Curve su superfici irregolari 910
Roberto Pignatelli: Deformazioni di Burniat terziarie 911
Paolo Stellari: Funtori di Fourier-Mukai: esistenza 912
Elisa Tenni: Il Teorema di Clifford per curve Gorenstein 913
Sofia Tirabassi: Mappa tetracanonica di una varietà di dimensione di
Albanese massima e di tipo generale 914
Francesca Vetro: Componenti Irriducibili di Spazi di Hurwitz 915

Sezione 19 Logica matematica 916
Alessandro Andretta: La complessità del Teorema di Densità di Lebesgue917
Stefano Baratella: Proprietà di inviluppi nonstandard di C∗-algebre 918
Riccardo Camerlo: La teoria descrittiva del teorema di densità di
Lebesgue 919
Giovanni Curi: Risultati di indipendenza in teoria costruttiva degli insiemi
e dei tipi 920
Paola D’Aquino: Parti intere di campi reali chiusi 921
Mauro Di Nasso: Somme di insiemi di interi con densità positiva 922
Vincenzo Dimonte: Insiemi Icaro ed immersioni elementari 923
Anna Rita Ferraioli: Classificazione delle MV-algebre mediante fasci 924
Antongiulio Fornasiero: Espansioni dei reali che non definiscono i numeri
naturali 925
Marco Forti: Insiemi equipotenti sono davvero equinumerosi? Aristotele-
Euclide o Cantor-Zermelo? 926
Paolo Gentilini: Introduzione di una logica paraconsistente costruttiva e
dei sistemi aritmetici su essa basati 927
Sonia L’Innocente: Algebre di Lie e Algebre Quantizzate: il ruolo
dell’esponenziazione 928
Maria Emilia Maietti: Fondazione a più livelli per la matematica
costruttiva 929
Ruggero Pagnan: Fibrazioni concrete 930
Giuseppe Rosolini: Quozienti, stack e iperdottrine 931
Carlo Toffalori: Reticoli generalizzati su anelli alla Dedekind locali 932



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 xxi

Sezione 20 Teoria dei numeri 933
Jung Kyu Canci: Buona riduzione per endomorfismi di P1 934
Sara Checcoli: Campi di numeri algebrici con gradi locali limitati 935
Giovanni Coppola: Aspetti elementari del metodo della Dispersione e del
Crivello Largo 936
Alessandro Languasco: Una formula esplicita per i numeri di Goldbach 937
Matteo Longo: Un criterio di irriducibilità per rappresentazioni di gruppi
ed applicazioni aritmetiche 938
Raffaele Marcovecchio: Misure d’irrazionalità e di non-quadraticità di
logaritmi di numeri razionali ed algebrici 939
Giuseppe Molteni: Congruenze soddisfatte dal numero di rappresentazioni
di 2k come somma di k potenze di due 940
Laura Paladino: Divisibilità locale-globale nei gruppi algebrici
commutativi 941
Francesco Pappalardi: Sull’esponente del gruppo dei punti di una curva
ellittica su un campo finito 942
Giulio Peruginelli: Punti quasi-interi su componenti lineari di curve a
variabili separabili 943
Antonella Rossi: Un risultato condizionale sul problema di Goldbach-
Linnik 944
Valentina Settimi: Norma L2 di somme esponenziali su quadrati di primi945
Francesco Veneziano: Punti interi quadratici su curve di genere 1 definite
da una doppia equazione di Pell 946
Stefano Vigni: Risultati recenti sull’aritmetica dei punti di Darmon 947
Alessandro Zaccagnini: Correlazione fra gli zeri della funzione zeta e
numeri primi negli intervalli corti 948

Sezione 21 Storia della matematica 949
Sandro Caparrini: Alle origini della fisica teorica: la corrispondenza fra
T. Levi-Civita e A. Righi (1901-1920) 950
Cinzia Cerroni: Dai complessi agli ipercomplessi nella metà dell’ottocento951
Luca Dell’Aglio: Teoria delle omografie e calcolo tensoriale 952
Veronica Gavagna: L’edizione critica degli Elementorum compendia di
Francesco Maurolico 953
Livia Giacardi: Le lettere di Beltrami a Betti, Tardy e Gherardi 954
Iolanda Nagliati: Le prime ricerche algebriche di Enrico Betti 955
Nicla Palladino: La "costruzione" di una nazione: la corrispondenza
politica e matematica durante l’unificazione dell’Italia 956
Clara Silvia Roero: Università di Torino, Risorgimento e Unità d’Italia:
l’impegno dei matematici 957
Luciana Zuccheri: Sull’insegnamento dell’Analisi agli inizi del ’900 958

Sezione 22 Didattica della matematica 959
Chiara Andrà: Tirare a caso nei test a risposta multipla: la peculiarità
delle domande di matematica 960
Cristina Coppola: Invenzione e manipolazione di un linguaggio
socialmente condiviso in classi di scuola primaria 961
Maria Flavia Mammana: Genesi e sviluppo di una ricerca didattica 962
Piera Manara: Sistemi polinomiali e basi di Gröbner: una sperimentazione



xxii Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

didattica 963
Alberto Marini: Materiale per approcci costruttivi alla matematica 964
Francesca Martignone: Laboratori delle Macchine Matematiche per
l’Emilia Romagna 965
Michela Maschietto: Strumenti per la rappresentazione dei numeri:
un’esperienza didattica con la ‘pascalina’ Zero+1 966
Luigi Menna: Problem solving: il ruolo del contesto del problema e degli
strumenti da utilizzare 967
Tiziana Pacelli: Coordinamento semiotico: una proposta didattica 968
Michele Pertichino: Un modello per la formazione permanente degli
insegnanti di matematica 969
George Santi: Integrare teorie in didattica della matematica: oggetti
matematici, significato e rappresentazioni 970
Annarosa Serpe: Impreparati in matematica, fino a che punto? 971
Luigi Tomasi: La matematica nel riordino della Scuola secondaria di II
grado: osservazioni didattiche 972
F. S. Tortoriello: Il programma Geologic: una sperimentazione didattica
per la risoluzione di triangoli rettangoli 973
Giancarlo Travaglini: Sulla preparazione alla matematica universitaria 974

Indice analitico 975



Saluti

Saluto Presidente Comitato Organizzatore, Prof. Ermanno Lanconelli

Illustri Colleghi, Magnifico Rettore, graditi Ospiti, Signore e Signori,
ho l’onore e il piacere di porgere a tutti voi, a nome del Comitato Organizza-
tore, il più cordiale benvenuto a questa cerimonia inaugurale del XIX Congresso
dell’Unione Matematica Italiana.

Nell’Aprile del 1940, quindi più di settanta anni fa, i matematici italiani si erano
già riuniti qui, a Bologna, per il secondo Congresso della loro Unione. Ma fu quella
una edizione che non si svolse in un clima pienamente proficuo per una manifesta-
zione scientifica. Spirava aria di guerra: una consistente parte d’Europa vi era già
coinvolta, e di lì a poco vi sarebbe entrata anche l’Italia. La comunità matematica
italiana risultava inoltre impoverita dal recente allontanamento dall’Università, a
seguito delle leggi razziali, di vari, eminenti matematici.

Quello che si inaugura oggi è il primo Congresso dell’Unione Matematica Ita-
liana che si celebra a Bologna da allora.

Ma va subito ricordato che l’UMI, l’Unione Matematica Italiana, nata con lo
scopo di seguire, promuovere e divulgare lo sviluppo delle Scienze Matematiche e
delle loro applicazioni, è a Bologna che ha la propria sede istituzionale. La sua
presenza nella nostra Università è stata quindi costante, ininterrotta, sin dal 1922,
anno della sua fondazione ad opera di Salvatore Pincherle allora—lo era dal 1880
e lo fu sino al 1928—professore a Bologna. Fu Salvatore Pincherle, insieme con
Cesare Arzelà, e Luigi Donati, ad attuare quella grande rinascita della matematica
bolognese auspicata, e di fatto avviata da Luigi Cremona, all’indomani di quella
unificazione italiana della quale si stanno celebrando, in questo 2011, i 150 anni.

E fu ancora Salvatore Pincherle, con la neonata Unione Matematica Italiana,
ad organizzare, qui a Bologna, quel grande evento scientifico, che fu il Congresso
Internazionale dei Matematici del 1928.

Quel Congresso segnò un grande successo organizzativo—vi parteciparono 1200
matematici di ogni parte del mondo—ma fu un successo anche politico: per la prima
volta dopo la fine del primo conflitto mondiale, ad un Congresso internazionale prese
parte una delegazione di matematici tedeschi, fino ad allora esclusi a seguito delle
lacerazioni provocate dalla guerra.

Pincherle fece rivolgere l’invito a quei matematici direttamente dall’Università
di Bologna la più antica della cristianità—sono parole testuali di Pincherle—che
gode da secoli di una fama indiscutibile e che per questo si è ritenuta autorizzata ad
assumerne l’organizzazione [del Congresso] e di invitarvi gli scienziati del mondo
intero, ribadendo così il valore universale della ricerca.

Spinti da questi impegntivi precedenti, e ben consapevoli della responsabilità
che ci stavamo assumendo nei confronti della comunità matematica nazionale, ci
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siamo predisposti all’Organizzazione di questo Congresso, dopo che gli organi diret-
tivi dell’UMI ce ne avevano affidato il compito. Compito gravoso, anche se da noi
stessi auspicato, e in massima parte sostenuto con lucidità ed efficacia dal nostro
collega, ed amico, Giovanni Dore. A lui devono andare i maggiori ringraziamenti
per la messa in opera della complessa macchina organizzativa del Congresso.

Ringraziamenti doverosi vanno anche a quanti, nel comitato organizzatore,
hanno lavorato con impegno e passione affinchè tutto potesse andare a buon fine.

Un ringraziamento particolare va poi ai diversi collaboratori del personale tecni-
co amministrativo del Dipartimento di Matematica, nonchè alla segreteria dell’UMI,
per il grande e accurato lavoro svolto per il Congresso.

A nome del Comitato Organizzatore, devo poi esprimere la mia gratitudine alle
istituzioni e alle associazioni che ci hanno elargito preziosi contributi finananziari:

• la Cassa di Risparmio di Bologna
• l’Azienda di Promozione Turistica, dell’Emilia Romagna
• la Facoltà di Scienze Matematiche,Fisiche e Naturali di Bologna
• il nostro Dipartimento di Matematica
• l’associazione MENSA Italia
• il Rotary Club, al quale dobbiamo anche la partecipazione di alcuni allievi

di scuole secondrie superiori

Per le loro sponsorizzazioni, accompagnate a volte da supporti finanziari, ringra-
ziamo

• Le aziende Adalta e MathWorks
• Le case editrici Aboca, Mc Grow Hill e Springer

Alla casa editrice Zanichelli desidero rivolgere un rigraziamento particolarmente
sentito per la ristampa dell’opera di Salvatore Pincherle e Ugo Amaldi Le ope-
razioni distributive e le loro applicazioni all’analisi, offerta in omaggio a tutti i
partecipanti al Congresso. La stessa casa editrice ha voluto inoltre offrirci, con
ulteriore generosità, la stampa dell’opuscolo del programma.

Esprimo infine il nostro compiacimento per il Patrocinio concesso dalla Regione
Emilia Romagna in considerazione dell’alto valore scientifico del nostro evento.

Al Congresso risultano iscritti 550 matematici provevineti da tutte le Univer-
sità italiane, e da Centri di Ricerca. Fra questi molti giovani, o giovanissimi, la
cui partecipazione abbiamo cercato di favorire indirizzandoli, per il loro soggiorno,
presso le varie residenze universitarie riservateci dalla nostra Università.

Il programma scientifico prevede 17 Conferenze generali e circa 340 Comunica-
zioni distribuite in 22 diverse Sezioni. Di queste Comunicazioni 28 sono da trenta
minuti, e sono riservate a giovani matematici di età non superiore ai 33 anni. In pro-
gramma vi sono poi 4 Conferenze a cura della CIIM (la Commissione Italiana per
l’Insegnamento della Matematica), e 3 tavole rotonde su argomenti di particolare ri-
lievo e attualità : La valutazione della ricerca sientifica in Italia, Le nuove frontiere
delle applicazioni della Mateamtica, La matematica e l’accesso all’Università.

Al Comitato Scientifico del Congresso, ai Conferenzieri, a quanti presenteranno
le comunicazioni, ai coordinatori delle sezioni e delle tavole rotonde, va ovviamente
la nostra riconoscenza: a loro si dovrà la vera riuscita, scientifica e culturale, del
Congresso.

Accanto a quello scientifico, il nostro programma prevede alcune iniziative so-
ciali: un concerto d’organo, la proiezione del film “Proof - La prova”, una cena
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sociale, la presentazione di alcuni libri di cararattere matematico-divulgativo, che
avverrà, con la presenza degli autori, presso una libreria cittatina.

Infine, due inziative, con le quali abbiamo voluto collegarci alle molteplici
celebrazioni per i 150 anni dell’Unità d’Italia.

• La posa di una lapide in marmo, che verrà ufficialmente scoperta oggi
pomeriggio, alle 15:15, nell’atrio del Dipartimento di Matematica, e che
reca i nomi di quanti “Onorarono la Matematica a Bologna”, a partire dal
XV Secolo, sino al 1961, primo centenario dell’Unità.

• La pubblicazione di una monografia di carattere storico, su eminenti ma-
tematici che operarono a Bologna dal 1861 sino ai nostri giorni.

La monografia, curata da Salvatore Coen e pubblicata da Birkhäuser,
in una versione ancora in bozze, sarà consultabile durante il Congresso sui
banchi ove alcune case editrici esporranno loro pubbliacazioni. Essa verrà
offerta in omaggio, da parte del Comitato organizzatore, ai Conferenzieri
generali, e ai membri della Commissione scientifica del Congresso. Per
questa iniziativa ci siamo potuti avvalere di un contributo finanziario del
nostro Magnifico Rettore, al quale dobbiamo, anche per questo, una viva
riconoscenza.

E per concludere con i ringraziamenti doverosi, ne rivolgo uno, esplicito, all’Uni-
versità di Bologna nel suo insieme, per averci messo a disposizione le sue strutture,
in particolare questa splendida aula Magna, e quelle del nuovo complesso di via
Belmeloro, ove si svolgeranno, da oggi pomeriggio, tutti i lavori.

Con l’auspicio che questa XIX edizione del Congresso dell’Uninone Matemati-
ca Italiana venga ricordata per il suo elevato livello scientifico, e per aver saputo
fruttuosamente stimolare la ricerca Matematica nei suoi molteplici settori, porgo a
tutti i convenuti i migliori auguri di buon lavoro, e un buon soggiorno nella nostra
bella città.

Discorso in occasione della scopertura della Lapide

Quella che scopriamo qui, oggi, è una lapide in marmo recante il nome di 34
insigni matematici che operarono a Bologna, nel periodo compreso fra la seconda
metà del 1400 e il 1961, I centenario dell’Unità d’Italia.

Una parte di questi nomi, da Luca Pacioli a Cesare Arzelà, è formata da quelli
che si trovavano dipinti sulla cornice del soffitto della vecchia aula Pincherle, nel
vecchio Istituto Matematico di Largo Trombetti.

Quelli successivi, da Pincherle a Beniamno Segre, sono quelli di tutti gli ordinari
di discipline matematiche della nostra Università, che terminarono il loro servizio
entro il 1961.

Si tratta di studiosi e scienziati che hanno fatto la Storia della Matematica,
conferendo grande prestigio alla nostra Università.

Li abbiamo voluti ricordare, fissandone i nomi sul marmo, non per un atto di
vana gloria, nella illusione di poter noi brillare del riflesso della loro grandezza, ma
per rinsaldare le nostre radici, per indicare ai giovani di oggi, e di domani, esempi
luminosi di uomini che hanno dedicato la vita allo studio e alla ricerca, esempi di
uomini che possano spronarci nel nostro quotidiano lavoro di studiosi, insegnanti e
ricercatori.

La lapide è stata realizzata, totalmente, col contributo finanziario di una sessan-
tina di noi, membri di questo Dipartimento, e del Dipartimento di Matematica per



xxvi Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

le Scienze Economiche e Sociali, alcuni già collocati a riposo, ed altri del personale
della nostra Biblioteca.

Vari sono stati i colleghi che hannno contribuito fattivamente, colloro lavoro,
alla realizzazione di quest’opera, e desidero ringraziarli pubblicamente:

Anzitutto, Salvatore Coen e Sandro Graffi, per la loro indispensabile consulenza
storica.

E poi: Giovanni Cupini, Simonetta Abenda e Paolo Albano.
Un ringraziamento particolarmente sentito rivolgo poi alla dott.ssa Serena Mar-

chionni, della nostra Biblioteca, che ha ritrovato, nell’archivio dell’Università i nomi,
da tempo non più visibili, che figuravano sulla volta della vecchia aula Pincherle.

Infine, desidero personalmente rigraziare il Signor Giuseppe Barone, dell’ufficio
tecnico della nostra Unversità: col suo lavoro prezioso ha consentito la concreta
realizzazione dell’opera.

NOMI PER LA LAPIDE. Nell’Aula Pincherle della vecchia sede di via
Belmeloro dell’Istituto di Matematica, fino al 1967, tutto intorno al margine basso
del soffitto, erano dipinte cornici recanti i nomi dei matematici di prestigio legati
allo Studio bolognese fino al 1912. A seguito di ristrutturazioni queste targhe non
sono più visibili.

La nuova lapide riprenderebbe i nomi antichi e ne aggiungerebbe di nuovi.
I nomi incisi erano i seguenti

Domenico M. Novara, 1483–1504 — Scipione Dal Ferro, 1496–1526 —
Luca Pacioli, 1501–1502 — Girolamo Cardano, 1562–1571 — Ludovi-
co Ferrari, 1564–1566 — Rafael Bombelli, 1550–1572 — Gio. Antonio
Magini, 1588–1617 — Pietro Ant. Cataldi, 1583–1626 — Bonaventura
Cavalieri, 1629–1648 — Pietro Mengoli, 1648–1686 — Gian Domeni-
co Cassini, 1650–1713 — Domenico Guglielmini, 1689–1710 — Eusta-
chio Manfredi, 1699–1739 — Gabriele Manfredi, 1710–1762 — France-
sco M. Zanotti, 1718–1778 — Eustachio Zanotti, 1738–1782 — Gaetana
Agnesi, 1750–1799 — Vincenzo Riccati, 1739–1769 — Sebastiano Can-
terzani, 1760–1819 — G. Battista Magistrini, 1804–1841 — Domenico
Chelini, 1851–1864 — Luigi Cremona, 1860–1867 — Eugenio Beltrami,
1862–1873 — Cesare Arzelà, 1880–1912.

I nomi da aggiungere sono:
Salvatore Pincherle (1881–1931) — Federigo Enriques (1894–1921)

— Leonida Tonelli (1919–1930) — Pietro Burgatti (1908–1938) — Ettore
Bortolotti (1919–1936) — Enrico Bompiani (1923–1927) — Beppo Levi
(1928–1938; 1944–1950) — Giuseppe Vitali (1930–1932) — Beniamino
Segre (1931–1938; 1944–1950) – Luigi Fantappiè (1932–1939)



Parte 1

Conferenze Generali
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Ferdinando Arzarello: Provare se, vedere che,
sapere perché: la dimostrazione in classe

Ferdinando Arzarello
Dipartimento di Matematica, Università di Torino

email: ferdinando.arzarello@unito.it

Sunto

L’acquisizione progressiva da parte degli allievi delle forme tipiche del pensiero
matematico (congetturare, verificare, giustificare, definire, argomentare, generaliz-
zare, dimostrare. . . ) è un obiettivo fondamentale nell’insegnamento della matema-
tica, diversamente modulato secondo il livello scolare e variamente intrecciato con
i contenuti. I quadri di riferimento delle rilevazioni degli apprendimenti (PISA,
TIMSS, INVALSI), e molti studi internazionali dimostrano che si tratta di un tema
cruciale per l’insegnamento odierno della disciplina; anche le recenti “Indicazioni
nazionali” danno esplicito rilievo alla dimostrazione. Molte ricerche rilevano inoltre
l’opportunità di ricorrere alle nuove tecnologie per supportare gli allievi nel delicato
passaggio al pensiero formale. Il problema concreto per gli insegnanti, in partico-
lare quelli di matematica, è: “come ottenere l’acquisizione di queste competenze da
parte degli allievi nella scuola di oggi?”

Il mio intervento ha l’obiettivo di mostrare quali strumenti e quali metodi la
ricerca didattica offra per rispondere a questa domanda. Lo farò con esempi con-
creti, riguardanti differenti livelli scolari e tratti da sperimentazioni condotte in
scuole italiane e straniere in occasione di diversi progetti nazionali e internazionali,
cui hanno partecipato gruppi di ricerca italiani (tra cui quello di Torino, da me
diretto) e stranieri. Essi definiranno una “cassetta degli attrezzi” che potrà auspi-
cabilmente essere di una qualche utilità agli insegnanti per rispondere almeno in
parte alla domanda posta, ben consapevole del vecchio adagio secondo il quale non
esiste alcuna “via regia” alla matematica.

Mi concentrerò pertanto sui seguenti temi:
• Un’analisi epistemologica della dimostrazione in classe.
• Un’analisi dei processi che portano alla dimostrazione in classe: aspetti

cognitivi e metacognitivi; in particolare disamina dei prerequisiti contrat-
tuali e (insieme) di atteggiamento degli allievi riguardanti la necessità di
validare le affermazioni matematiche.

• Una conseguente scansione didattica delle attività che possono portare
alla dimostrazione come prodotto di processi in classe, compresa l’at-
tenzione agli intrecci possibili delle competenze matematiche con quelle
linguistiche.

• Nuove tecnologie e dimostrazione: un connubio produttivo?
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Seguendo la classificazione di uno studio ICMI del 1997, gli esempi proposti
saranno di tre diverse categorie: economizzatori di pensiero; demolitori di illusioni;
energizzanti per la pratica.
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Massimo Bertolini: Regolatori, funzioni L e punti
razionali

Massimo Bertolini
Dipartimento di Matematica, Università di Milano

email: massimo.bertolini@unimi.it

Sunto

I valori delle funzioni L associate a varietà algebriche nei punti interi sono
oggetto di congetture dovute a Deligne, Beilinson, Bloch-Kato e altri. Un caso
particolare di queste congetture è la celebrata congettura di Birch e Swinnerton-
Dyer, che collega i punti razionali di una curva ellittica al comportamento analitico
nel punto 1 della funzione L della curva stessa. Questa conferenza si propone di
discutere alcuni risultati recenti sulle summenzionate congetture e loro applicazioni
al problema dello studio dei punti razionali delle curve ellittiche.

Intervento: Massimo Bertolini,
Regulators, L-Functions and Rational Points,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 191–204
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l’interazione fluido-struttura: formulazione
matematica e approssimazione numerica

Daniele Boffi
Dipartimento di Matematica “F. Casorati”, Università di Pavia

email: daniele.boffi@unipv.it

Sunto

Il metodo Immersed Boundary (IB) è stato introdotto da Peskin negli anni ’70
per la modellizzazione e l’approssimazione numerica di problemi relativi al flusso
sanguigno nel muscolo cardiaco. Nello studio di problemi di interazione fluido-
struttura, il modello matematico generalmente prevede la risoluzione di equazio-
ni distinte nel fluido e nel solido in movimento, accoppiate mediante opportune
condizioni di raccordo. Uno degli aspetti più delicati per l’approssimazione nu-
merica riguarda l’evoluzione della griglia computazionale che deve adattarsi allo
spostamento dei domìni coinvolti.

La peculiarità del metodo IB consiste nel fatto che la presenza del solido, im-
merso nel fluido, si manifesta tramite un termine di carico aggiuntivo nelle equazioni
di Navier–Stokes descriventi l’evoluzione del fluido. Ciò fa sì che la risoluzione del
fluido avvenga tramite una mesh costante nel tempo; il termine noto relativo al
solido viene calcolato utilizzando una descrizione del solido nella sua configurazione
di riferimento.

Il metodo IB, nella sua versione originale, fa uso di una discretizzazione spaziale
alle differenze finite. Recentemente, abbiamo introdotto una variante del metodo
che utilizza schemi ad elementi finiti in spazio. Dal momento che il termine sorgente
derivante dal corpo immerso contiene una funzione delta di Dirac concentrata sul
dominio della struttura, il metodo delle differenze finite comporta una discretizza-
zione della massa che introduce una diffusione artificiale. Il metodo degli elemen-
ti finiti, grazie all’utilizzo di un’opportuna formulazione variazionale, permette il
trattamento della delta di Dirac in maniera naturale.

Si mostrano risultati numerici in due e tre dimensioni che confermano le buone
potenzialità del metodo e risultati teorici di stabilità discreta. Si discute inol-
tre la scelta degli spazi di elementi finiti per l’approssimazione delle equazioni di
Navier–Stokes che devono assicurare buone proprietà di conservazione della massa.
Si mostrano infine promettenti confronti e paragoni con il metodo cosiddetto del
fictitious domain.

Questa ricerca, svolta in collaborazione con Lucia Gastaldi, è basata anche sul
contributo di Luca Heltai, Nicola Cavallini e Francesca Gardini.
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Maggiori informazioni e riferimenti bibliografici sono disponibili in rete all’in-
dirizzo http://www-dimat.unipv.it/boffi/IBM.

Intervento: Daniele Boffi,
The Immersed Boundary Method for Fluid-Structure Interactions:

Mathematical Formulation and Numerical Approximation,
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 711–724
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Filippo Bracci: Evoluzione olomorfa

Filippo Bracci
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Sunto

Negli anni 20 del secolo scorso Charles Loewner introdusse la famosa teoria che
reca oggi il suo nome. Molti matematici, tra cui Goluzin, Kufarev, Pommerenke,
hanno poi lavorato a tale teoria, che è stata alla base per la dimostrazione di molti
risultati estremali per la teoria geometrica delle funzioni tra cui la dimostrazione
di de Branges della famosa congettura di Bieberbach. Più recentemente, nel 2000,
Oded Schramm ha genialmente unito la teoria di Loewner alla teoria dei processi
stocastici conformalmente invarianti, definendo le cosidette SLE (stochastic Loew-
ner equation o Schramm-Loewner equation), che sono state oggetto di studio, tra
gli altri, di W. Werner e S. Smirnov.

La teoria classica di Loewner consiste nello studio di tre oggetti: le famiglie
di evoluzione, che sono famiglie biparametriche di mappe olomorfe del disco in sé
che soddisfano alcune condizioni di tipo semigruppo e una qualche regolarità nei
parametri; le catene di Loewner, che sono famiglie ad un parametro di funzioni
univalenti del disco con immagini crescenti e una qualche regolarità nel parametro;
i campi di Herglotz, che sono campi di vettori olomorfi semicompleti dipendenti in
modo misurabile da un parametro soddisfacenti una qualche regolarità nel parame-
tri. I tre oggetti sono legati da due equazioni differenziali, una ordinaria, detta di
Loewner, una alle derivate parziali, detta di Loewner-Kufarev e da una equazione
funzionale.

Lo scopo di questa conferenza è di presentare una teoria di Loewner generale,
introdotto dall’oratore assieme a M. D. Contreras e S. Díaz-Madrigal, e che vale in
massima generalità per varietà complete iperboliche, utilizzando un punto di vista
totalmente nuovo, in cui la teoria di Loewner viene presentata come evoluzione della
teoria classica dei sistemi dinamici (dalla dinamica locale di germi, alla dinamica
di mappe olomorfe di un dominio in sé alla teoria semigruppi).
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Andrea Cianchi: Autofunzioni dell’operatore di
Laplace-Beltrami e disuguaglianze isoperimetriche

ed isocapacitarie

Andrea Cianchi
Dipartimento di Matematica “U. Dini”, Università di Firenze

email: cianchi@unifi.it

Sunto

Stime per autovalori e autofunzioni di operatori differenziali di tipo ellittico so-
no classiche in vari campi della matematica, dalla teoria delle equazioni alle derivate
parziali, alla fisica matematica, all’analisi armonica, alla geometria differenziale. In
questa esposizione sarà presentato un approccio alle stime per autofunzioni basato
sull’uso di disuguaglianze isocapacitarie e di certe funzioni ad esse collegate, che
in letteratura si dicono isocapacitarie. Tra i vari ambiti in cui questo approccio si
dimostra efficace, rientrano problemi agli autovalori del tipo

(1) ∆Mu+ λu = 0 su M ,

dove M è una varietà Riemanniana completa e ∆M indica l’operatore di Laplace-
Beltrami su M .

Saranno prese in considerazione maggiorazioni per le autofunzioni u di (1) della
forma

(2) ‖u‖Lq(M) ≤ C‖u‖L2(M) ,

dove p ∈ (2,∞], e C è una costante indipendente da u. Tali maggiorazioni sono
ben note quando M è compatta. Raffinamenti con precisazioni sulla costante C
sono stati dimostrati in anni recenti, per esempio in [H.F.Smith & C.D.Sogge, Acta
Math., 198 (2007)] e [C.D.Sogge & S.Zelditch, Duke Math. J., 114 (2002)].

Quando M non è compatta, disuguaglianze del tipo (2) non sono in generale
vere. Si daranno condizioni ottimali su una varietà non necessariamente compatta
M , di volume finito, formulate in termini della sua funzione isocapacitaria, affin-
ché valga una stima della forma (2). Parallelamente, si discuteranno criteri basati
sulla più standard funzione isoperimetrica di M . Si mostrerà come l’uso di di-
suguaglianze isocapacitarie sia più appropriato in generale, portando a risultati
applicabili in situazioni in cui tecniche basate su disuguaglianze isoperimetriche
falliscono. È questo il caso in cui la varietà M presenta configurazioni geometriche
molto complicate.

Si accennerà infine all’impiego di questi strumenti nello studio di un’altro pro-
blema nell’analisi spettrale: la caratterizzazione delle varietà M non compatte su
cui lo spettro dell’operatore di Laplace-Beltrami è discreto.
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I risultati sono oggetto dei lavori [A. C. & V. G. Maz’ya, Amer. J. Math., in
corso di stampa], [A. Cianchi & V. G. Maz’ya, J. Diff. Geom., in corso di stampa].

Intervento: Andrea Cianchi,
Eigenfunctions of the Laplace-Beltrami Operator, and Isoperimetric

and Isocapacitary Inequalities,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 167–190
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Salvatore Coen: Matematici a Bologna dopo
l’Annessione al Regno

Salvatore Coen
Dipartimento di Matematica, Università di Bologna

email: coen@dm.unibo.it

Sunto

Dopo l’annessione della Legazione delle Romagne al Regno di Sardegna, furono
nominati molti nuovi professori nell’Università di Bologna. La composizione del
corpo docente in breve subì profondi cambiamenti insieme con un notevole ringio-
vanimento. L’attività di insegnamento e di ricerca cercò di battere nuove strade nel
tentativo di risollevare gli studi ad alti livelli internazionali.

Il risorgimento politico si tradusse in un risorgimento scientifico.
Esamineremo brevemente la situazione della ricerca e dell’insegnamento della

Matematica all’Università di Bologna seguita a queste vicissitudini, particolarmente
nei primi decenni. Si trattò di tempi piuttosto travagliati che comunque portarono
ad un periodo d’oro della matematica nell’università bolognese esteso dagli ultimi
lustri del diciannovesimo secolo ai primi decenni del ventesimo. La grave battuta
d’arresto del 1938 costringerà Bologna, ancora una volta, a battere nuove vie di
ricerca nel campo della matematica.

Intervento: Salvatore Coen,
Mathematicians in Bologna in the First Decades After Annexation to

the Kingdom of Sardinia,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 837–855
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5:,%2$*%; 6 !"#$ #$% &'%(#")* )+ #$% ,#(-"(* ."*/0)12 ( *%3 %'( "* 1(#$%1(#"&(- '%4
5%('&$ (*0 #%(&$"*/ "* 6)-)/*( 7%/(*2 (*0 &%'#("*-8 1('9%0 ( :)5"#";% (0;(*&% 3"#$
'%5:%&# #) #$% 5"#<(#")* "* #$% :'%&%0"*/ 0%&(0%5= >5 "5 *(#<'(-2 $)3%;%'2 #$% :')/'%55
3(5 5-)32 (*0 :(55%0 #$')</$ 1(*8 ;%'8 0"++%'%*# 5#(/%5= !% 3"-- +)&<5 $%'% )* #$"5
:')/'%55 "* #$% +"'5# 0%&(0%5 (+#%' ?@AB=

=C$ D#$E&FG&%$ "H 1161/ *IJGC 14K03 L'M$J %C$ #$IM$JFC&D "H ;L&N& AIJ#"
OIJ&'&3 P"%$M Q&%C I' "P$JQC$#R&'N RIS"J&%T &' HIP"J "H I''$U&'N %C$ C%/"%
D');"*&"% 0%--EF1"-"( ,C)8(- D');"*&%5 )+ F1"-"(. "H QC&GC OIJ&'& QIF %C$
VVN"P$J'"JWW3 G"'F&F%&'N "H %C$ H"JR$J G%/(H")*" :)*#"+"&"% ,D)*#"+"&(- G%/(4
#")*5. ,!"#"N'I3 O$JJIJI3 ?IP$''I I'M O"J#XY. I'M %C$ H"JR$J MLGC&$F "H
*"M$'I I'M ?$NN&"3 I'M "H ZIJRI I'M Z&IG$'[I3 %" %C$ \&'NM"R "H 9IJM&'&I)
>' 4 *IJGC3 OIJ&'& C&RF$#H3 Q&%C I M$GJ$$ #IQ3 CIM $F%IE#&FC$M %C$ GCI&JF "H
]$"M$%&GF3 ^&NC$J ]$"R$%JT I'M :DD#&$M *$GCI'&GF H"J %C$ OIG"#%IY *I%$6
RI%&GI ,I(#$%1(#"&5 J(&<-#8. "H %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I) >EP&"LF#T3 %C&F
M$G&F&"' CIM E$$' RIM$ &' D$JH$G% INJ$$R$'% Q&%C %C$ G$'%JI# IL%C"J&%&$F "H
=LJ&'_ %C$ HIG%3 C"Q$P$J3 "H &FFL&'N %C&F M$GJ$$ "'#T I H$Q MITF DJ&"J %" I'6
'$UI%&"' N&P$F %C$ &RDJ$FF&"' %CI%3 $P$' I% %C$ #"GI# #$P$#3 &% QIF M$F&JIE#$ %"
$RDCIF&[$ %C$ HL'MIR$'%I# &RD"J%I'G$ "H %C$ ('&P$JF&%T3 I'M $FD$G&I##T &%F
FG&$'%&H&G F%LM&$F3 &' J$#I%&"' %" D"#&%&GI# D"Q$J)

>' %C$ MIT "H *IJGC 153 14K1 QC$' <&G%"J @RRI'L$# ++3 \&'N "H 9IJM&'&I3
QIF DJ"G#I&R$M \&'N "H +%I#T3 %C$ \&'NM"R "H +%I#T QIF H"L'M$M) !"#"N'I3 "H
G"LJF$3 E$#"'N$M %" %C$ '$Q F%I%$) `&%C %C$ GJ$I%&"' "H %C$ +%I#&I' F%I%$3 RI%C6
$RI%&GI# J$F$IJGC I'M &'F%JLG%&"' $'%$J$M I '$Q D$J&"M "H DJ"NJ$FF3 Q&%C J$FD$G%
%" %C$ F&%LI%&"' &' %C$ M$GIM$F &RR$M&I%$#T DJ$G$M&'N %C$ $P$'%) :F &F 'I%LJI#3
C"Q$P$J3 %C&F DJ"NJ$FF QIF F#"Q I'M CIM %" N" %CJ"LNC 'LR$J"LF3 Q&M$#T M&H6
H$J&'N F%IN$F)

,8. ]$'$JI# G"'H$J$'G$ C$#M "' 9$D%$RE$J /13 /011 &' %C$ :L#I *IN'I "H %C$
('&P$JF&%T "H !"#"N'I "' %C$ "GGIF&"' "H %C$ "D$'&'N F$FF&"' "H %C$ a+a A"'NJ$FF "H
%C$ ('&"'$ *I%$RI%&GI +%I#&I'I)
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+' %C&F DID$J Q$ Q&## &##LF%JI%$3 IE"P$ I##3 I D"FF&E#$ %&R$#&'$ J$#I%&P$ %"
F%LMT I'M RI%C$RI%&GI# J$F$IJGC IF &% %""b D#IG$ &' !"#"N'I &' %C$ H&JF% G$'6
%LJT IH%$J +%I#&I' L'&%T3 R"%&PI%&'N &% Q&%C %C$ DJ"H"L'M GCI'N$F %CI% RI%C$6
RI%&GI# IG%&P&%T L'M$JQ$'% &' !"#"N'I MLJ&'N %C$ G$'%LJT) `$ Q&## %C$' H"GLF
R"J$ FCIJD#T "' %C$ &'&%&I# D$J&"M3 &)$) %C$ %Q$'%T T$IJF E$%Q$$' 14K0 I'M 1440
QC&GC3 LD %" %C&F %&R$3 CIP$ '"% J$G$&P$M RLGC FGC"#IJ#T I%%$'%&"') =C$ %"D&G &F
P$JT PIF% &'M$$M_ &' %C&F DID$J Q$ Q&## I%%$RD% %" DJ$F$'% IF G"'G&F$ I' "L%#&'$
IF D"FF&E#$)

=CJ$$ D$J&"MF GI' E$ M&F%&'NL&FC$M JI%C$J DJ$G&F$#T3 F%IJ%&'N Q&%C %C$ $F6
%IE#&FCR$'% "H %C$ +%I#&I' \&'NM"R I'M $'M&'N &' %C$ 9&U%&$F "H %C$ /0%C G$'%LJT)
=C$ H&JF% D$J&"M3 J"LNC#T HJ"R 14K0 %" 14403 QIF "'$ &' QC&GC %C$ ('&P$JF&%T
F%J"P$ Q&%C F"R$ M&HH&GL#%T %" IGC&$P$ I' IL%C$'%&G J$FLJN$'G$ "H RI%C$RI%&GI#
F%LM&$F &' !"#"N'I3 Q&%C LDF I'M M"Q'F %CI% Q$ FCI## M$FGJ&E$ C$J$IH%$J &' %C$
F$IJGC H"J I F%IE&#&%T "H L'&P$JF&%T &'F%JLG%&"' I'M RI%C$RI%&GI# J$F$IJGC &% '$P$J
HL##T I%%I&'$M) `$ '$$M "'#T J$GI## %CI% L'%&# 1441 %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I QIF
L'IE#$ %" IQIJM %C$ G(<'%( K#$% 0%/'%%L &' RI%C$RI%&GF I'M G"L#M N" '" HIJ%C$J
%CI' I %CJ$$6T$IJ M&D#"RI ,#&G$'[I.3 RI&'#T ML$ %" %C$ #IGb "H DJ"H$FF"JF)

=C$ F$G"'M D$J&"M QIF G$J%I&'#T %C$ N"#M$' IN$3 I'M F%IJ%$M3 &' "LJ "D&'&"'3
IJ"L'M 1440c 1441 %" $'M IEJLD%#T &' 1-24) =CI% T$IJ3 *IJ&" !LJNI%%&3 ;L&N&
OI'%IDD&$Y3 !$DD" ;$P& I'M !$'&IR&'" 9$NJ$ Q$J$ %$'LJ$M DJ"H$FF"JF &' %C$
9G&$'G$ d$DIJ%R$'% &' !"#"N'I) !LJNI%%& M&$M &' *IT_ %C$ M$DIJ%R$'% DJ"P&M$M
F""' IH%$J %" J$D#IG$ C&R ET GI##&'N &' dIJ&" ]JIHH&3 "D$JI%&"'I# HJ"R %C$ H"#6
#"Q&'N B"P$RE$J) +' 9$D%$RE$J3 Q&%C %C$ -%//" '(HH"(-" K'(&"(- -(35L3 IDD#&$M
Q&%C NJ$I% [$I#3 !$DD" ;$P& I'M !$'&IR&'" 9$NJ$ Q$J$ $UD$##$M) ;L&N&
OI'%IDD&$Y QIF I#J$IMT IEJ"IM I'M %C$J$ C$ F%IT$M) =C$ J(&)-#(M 0" ,*/%/*%'"(
,J(&<-#8 )+ F*/"*%%'"*/.3 &' %LJ' I'M I#F" E$GILF$ "H %C$ I'%&69$R&%&G #IQF3
Q"L#M #"F$ FG&$'%&H&G D$JF"'I#&%&$F I% %C$ #$P$# "H ]&L#&" 9LD&'" I'M @RI'L$#$
O"IY) O"J F$P$JI# R"'%CF %C$ J(&)-#(M 0" N&"%*H% KJ(&<-#8 )+ N&"%*&%5. G"L#M '"%
G"L'% "' %C$ DJ$F$'G$ "H I F&'N#$ DJ"H$FF"J "H RI%C$RI%&GF)

=C&F HJIG%LJ$ Q"L#M RIJb %C$ F%IJ% "H I %C&JM F%IN$ "' %C$ FG&$'%&H&G D#I'$3
G#$IJ#T M&HH$J$'% HJ"R %C"F$ %CI% CIM DJ$G$M$M &%_ Q$ GI' G"'F&M$J %C&F D$J&"M3
J"LNC#T3 %" E$ E$%Q$$' 1-2- I'M 1-K0) +' %C$ 9&U%&$F "H %C$ /0%C G$'%LJT3 Q&%C %C$
J$H"JR "H F%LM&$F H"J %C$ M$NJ$$ &' RI%C$RI%&GF I'M Q&%C %C$ IMP$'% "H RIFF
IGG$FF %" %C$ L'&P$JF&%T3 %C$ F&%LI%&"' GCI'N$M INI&'3 %CJ"LNC"L% %C$ G"L'%JT I'M
I#F" &' !"#"N'I) =C&F QIF %C$ D$J&"M &' QC&GC G"'F%JLG%&"' N"% L'M$JQIT "' %C$
EL&#M&'N &'%$'M$M %" C"LF$ %C$ 9I#PI%"J$ Z&'GC$J#$ *I%C$RI%&GF +'F%&%L%$ I'M
%C$ ;L&N& AJ$R"'I +'F%&%L%$ "H ]$"R$%JT3 FTRE"#&GI##T M$F%&'$M3 &' %C&F QIT3 %"
&'M&GI%$ I '$Q J"#$ "H RI%C$RI%&GI# IG%&P&%T I% %C$ L'&P$JF&%T)

:F Q$ I#J$IMT FI&M3 &' %C&F DID$J Q$ Q&## $UIR&'$ %C$ H&JF% %Q" F%IN$F "'#T)
=C$ F$G"'M &F G$J%I&'#T %C$ R"J$ $UG&%&'N "'$ E$GILF$ &% RIJb$M I F"#&M3 G"'6
%&'L"LF J&F$3 EL% &% &F %C$ H&JF% D$J&"M3 '"% '$IJ#T IF Q$## b'"Q'3 QC&GC Q&## "GGLDT
LF C$J$ R"J$ $U%$'F&P$#T)
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J"'5# :%'")0=

O&JF% "H I##3 Q$ CIP$ %" Fb$%GC I' "L%#&'$ "H %C$ F&%LI%&"' &' !"#"N'I MLJ&'N %C$
M$GIM$F DJ$G$M&'N I''$UI%&"'3 Q&%C I H$Q3 EJ&$H $D&F"M$F %CI% Q&## &##LF%JI%$ &%F
F&N'&H&GI'G$ "' %$IGC&'N I'M "' %C$ %$IGC$JF) ;&E$JI#3 DI%J&"%&G &M$I#F CIM H"L'M
H$J%&#$ %$JJI&' IR"'N %C$ F%LM$'%F "H %C$ ('&P$JF&%T I'M I#F" IR"'N F"R$ DJ"6
H$FF"JF3 IF $P&M$'G$M ET %C$ DIJ%&G&DI%&"' "H E"%C F%LM$'%F I'M HIGL#%T &' %C$
LDJ&F&'NF "H 1420621 I'M #I%$J &' 14e46e-) :H%$J %C$ LDJ&F&'N "H W21 &% Q"L#M E$ %C$
HIR"LF :LF%J&I' H"J$&N' R&'&F%$J \#$R$'F `$'[$# P"' *$%%$J'&GC ,15526147-.
%" J$G"RR$'M %C$ %$RD"JIJT G#"FLJ$ "H %C$ L'&P$JF&%T_ #I%$J &% QIF M$G&M$M
,GH) f9&R$"'&g. %CI% VV#$% 5#<0%*#5 5$)<-0 &)*#"*<% #$%"' 5#<0"%5 "* #$% "*0";"0<(-
&"#"%5 )+ '%5"0%*&% <*0%' #%(&$%'5 &$)5%* 78 #$% 7"5$):5 (*0 (::');%0 78 #$%
N(&'%0 O)*/'%/(#")*= ,* 6)-)/*(2 (-#$)</$ #$% #%*<'%0 :')+%55)'5 '%1("*%02
#$% &)<'5%5 )+ #$% 0%:('#1%*# 3%'% #) 7% $%-0 "* 5%:('(#% -)&(#")*5WW ,1.) =C&F
#I%%$J M$G&F&"' CIM %C$ $HH$G% "H L'M$JR&'&'N %C$ P$JT G"'G$D% "H L'&P$JF&%T3 "H
G"RRL'&"'3 "H VVL'&P$JF&%IFWW E$%Q$$' F%LM$'%F I'M DJ"H$FF"JF) =C$ "JM$J QIF
J$P"b$M I'M J$IDD#&$M F$P$JI# %&R$F I#F" IH%$J %C$ J&"%F "H 14e46e-) `&%C J$NIJM
%" %C$ F%LM$'%F Q$ GI' J$GI## %CI% MLJ&'N %C$ J&"%F "H We4 I'M We-3 %C$ F%LM$'%F "H
!"#"N'I H"JR$M I R"E&#$ L'&% %CI% H"LNC% I#"'NF&M$ %C$ L'&P$JF&%T EI%%I#&"')
!"#"N'IWF DIJ%&G&DI%&"' &' %C$ ?"RI' ?$DLE#&G QIF F&N'&H&GI'%_ %CI% "H hL&J&G"
O&#"DI'%& QIF DIJ%&GL#IJ#T '"%$Q"J%CT3 I#F" HJ"R %C$ C&F%"J&GI# F%I'MD"&'%)

: F&N'&H&GI'% $D&F"M$ G"'G$J'$M %C$ DJ"H$FF"JF) +' 1427 >%%IP&I'" OIEJ&[&"
*"FF"%%& ,15-1614K2. GJ"FF$M %C$ "G$I'3 #$IP&'N C&F D"F&%&"' "H DJ"H$FF"J &'
!L$'"F :&J$F %" %Ib$ %CI% "H DJ"H$FF"J "H :F%J"'"RT I% %C$ ('&P$JF&%T "H
!"#"N'I) O"J D"#&%&GI# J$IF"'F3 QC$' C$ IJJ&P$M &' +%I#T %C$ D"F&%&"' QIF M$'&$M
C&R) `$ H$$# %CI% %C&F QIF I #"FF %CI% !"#"N'I Q"L#M CIP$ %" DIT P$JT M$IJ#T H"J)
^$ %C$' "E%I&'$M I D"F&%&"' I% %C$ :GIM$iR&$ +"'&$''$ &' A"JHLY I'M3 H&'I##T3 &'
14e13 R"P$M %" %C$ ('&P$JF&%T "H Z&FI3 QC$J$ C$ #I&M %C$ H"L'MI%&"'F H"J %C$
$U%JI"JM&'IJT M$P$#"DR$'% "H RI%C$RI%&GF I'M DCTF&GF %CI% Q"L#M RIb$ %C$
('&P$JF&%T "H Z&FI I #$IM&'N D#IT$J &' %C$ M$GIM$F %CI% H"##"Q$M)

=C$J$ Q$J$ "%C$J FG&$'%&F%F "H IL%C"J&%I%&P$ F%I%LJ$ &' !"#"N'I3 C"Q$P$J3 #&b$
OJI'G$FG" >J&"#& ,15426147K. QC" %ILNC% ZCTF&GF I% %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I
HJ"R 1417 %" 1421) +' 1421 >J&"#& Q"L#M E$ *&'&F%$J "H @MLGI%&"' &' %C$ VVN"P6
$J'R$'% "H %C$ L'&%$M DJ"P&'G$FWW) >J&"#& Q"L#M I#F" C"#M I' IGIM$R&G D"F&%&"' &'
A"JHLY) ^&F QIF IG%LI##T I P$JT $G#$G%&G D$JF"'I#&%T) ^$ QIF G"RD$%$'% &' I
'LRE$J "H C&NC#T M&HH$J$'% H&$#MF FLGC IF R$M&G&'$3 GC$R&F%JT3 IJGC$"#"NT ,DIJ6
%&GL#IJ#T @%JLFG"#"NT.3 D"#&%&GF3 ))) I'M &F G"'F&M$J$M %" E$ "'$ "H %C$ NJ$I% %$I6

,1. P-" 5#<0" 0);%;(*) %55%'% +(##" *%--% 5"*/)-% &"##(M 5)##) 1(%5#'" 5&%-#" 0(" ;%5&);" %0
(::');(#" 0(--( N= O)*/'%/(H")*%= > 6)-)/*(2 :<' '%5#(*0) " :')+%55)'" )'0"*('"2 " &)'5"
0%--% +(&)-#(M 0);%;(*) (;%' -<)/) "* 5%0" 5%:('(#%=
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GC$JF "H 9&#P$F%J" ]C$JIJM& ,140/6 145-. DCTF&G&F% I'M C&F%"J&I' "H FG&$'G$) OJ"R
1421 %" 14703 C$ QIF DJ"H$FF"J "H DCTF&GF I% %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I) +' 14e- C$
QIF %$RD"JIJT R&'&F%$J "H %C$ ?"RI' ?$DLE#&G) OJ"R 1475 %" 14K1 C$ QIF
DJ"H$FF"J "H DCTF&GF I% %C$ ('&P$JF&%T "H ="J&'"3 %C$' M&J$G%"J "H %C$ =$GC'&GI#
+'F%&%L%$ "H !"#"N'I I'M #I%$J "H O#"J$'G$ ,14K56145-.) =C$ F%LMT "H CTMJIL#&GF
CIM I #IJN$ H"##"Q&'N &' !"#"N'I %CJ"LNC %C$ G$'%LJ&$F) `$ GI' &'M&GI%$ ]&LF$DD$
<$'%LJ"#& ,15K4614eK. &' %C&F G"''$G%&"'3 Q$## b'"Q' H"J C&F %J$I%&F$ "' VVF-%1%*#"
0" I%&&(*"&( %0 ,0'(<-"&(WW ,@#$R$'%F "H *$GCI'&GF I'M ^TMJIL#&GF.)

d$FD&%$ %C$ DJ$F$'G$ "H FG&$'%&H&G D$JF"'I#&%&$F "H I G$J%I&' &'%$J$F%3 I'M
F%LM&$F &' CTMJIL#&GF I'M IF%J"'"RT3 C"Q$P$J3 J$F$IJGC I'M I#F" %$IGC&'N "H
RI%C$RI%&GF &' %C$ #IF% M$GIM$F DJ&"J %" %C$ I''$UI%&"' "H !"#"N'I %" %C$
\&'NM"R "H 9IJM&'&I QIF G$J%I&'#T P$JT #&R&%$M) : DJ"H"L'M GCI'N$ "H R$'%I#&%T
Q"L#M E$ '$G$FFIJT &' J$F$IJGC I'M &'F%JLG%&"')

=C$ GCI&JF $F%IE#&FC$M ET OIJ&'& Q$J$ IFF&N'$M3 J$FD$G%&P$#T3 %" ;L&N&
AJ$R"'I ]$"R$%J&I 9LD$J&"J$ ,^&NC$J ]$"R$%JT.3 *I%%$" O&"J&'& ]$"M$F&I
,]$"M$FT. QC&#$ &% QIF hL&J&G" O&#"DI'%& ,QC"F$ E&J%C 'IR$ QIF ]&LF$DD$ !IJ&##&.
QC" "E%I&'$M %C$ GCI&J "H *$GGI'&GI :DD#&GI%I ,:DD#&$M *$GCI'&GF.)

=C$F$ IDD"&'%R$'%F Q$J$ DIJ% "H I NJ"LD M$G&M$M ET =$J$'[&" *IR&I'& M$##I
?"P$J$ ,15--61447.3 QC" QIF %C$ *&'&F%$J "H @MLGI%&"' "H %C$ \&'NM"R "H
9IJM&'&I I% %C$ %&R$) =C$TQ$J$ DJ"RD%$M '"% "'#T ET FG&$'%&H&G GJ&%$J&I3 EL% I#F" ET
D"#&%&GI# GJ&%$J&Ij I## %C$ '$Q DJ"H$FF"JF DJ"H$FF$M DI%J&"%&G F$'%&R$'%F I'M F"R$3
#&b$ AJ$R"'I I'M hL&J&G" O&#"DI'%&3 CIM DIJ%&G&DI%$M D$JF"'I##T3 $P$' H&NC%&'N
IR"'N %C$ IJR$M H"JG$F &' %C$ QIJF H"J +%I#T_ RI'T "H %C$R Q"L#M R$$% INI&' &'
%C$*IF"'&G #"MN$F "H !"#"N'I) =C$RIS"J&%T Q$J$ T"L'NR$'3 F$#M"R "P$J %C&J%T)
+% &F &RD"J%I'% %" '"%$ %CI% %C$T Q$J$ FGC"#IJF QC" CIM FC"Q' $UG$##$'% DJ"R&F$
EL% IF T$% CIM '"% DJ"MLG$M RLGC3 %C"LNC #I%$J3 &' !"#"N'I3 %C$T Q"L#M %Ib$ %C$&J
D#IG$ IF FGC"#IJF "H %C$ H&JF% "JM$J &' %C$ 'I%&"'I# "J &'%$J'I%&"'I# H&$#M) :R"'N
%C$R3 H"J $UIRD#$3 Q$J$ ]&"FL$Y AIJMLGG& ,142761-05. IDD"&'%$M %" %C$ GCI&J "H
+%I#&I' @#"kL$'G$ ,&' 1-0K C$ Q"' %C$ B"E$# ZJ&[$ H"J ;&%$JI%LJ$.3 !$J%JI'M"
9DIP$'%I ,14156 1442. %" %CI% "H ^&F%"JT "H ZC&#"F"DC&$F3 ]&"PI''& AID$##&'& ,14226
1-//. %" ]$"#"NT3 OJI'G$FG"*IN'& ,14/461445. %" =C$"J$%&GI# I'M ZJIG%&GI# >D%&GF
I'M d&J$G%"JFC&D "H %C$ >DC%CI#R"#"NT A#&'&G "H %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I3
]&"PI''& !I%%&F%I ]I'M&'" ,14/561-07. %" ;I%&' ;&%$JI%LJ$) `&%C %C$ IJJ&PI# "H %C$
VVZ&$R"'%$F&WW ,VVZ&$MR"'%$JFWW. IF %C$F$ '$Q DJ"H$FF"JF Q$J$ %C$' GI##$M3 %C$
('&P$JF&%T "H !"#"N'I QIF M$F%&'$M %" L'M$JN" F"R$ DJ"H"L'M GCI'N$F)

=C$ &'ILNLJI# #$G%LJ$ ET ;L&N& AJ$R"'I3 N&P$' &' B"P$RE$J 14K0 IJ"LF$M
G"'F&M$JIE#$ &'%$J$F% I% %C$ %&R$3 '"% "'#T &' +%I#T) AJ$R"'I EJ&$H#T M$FGJ&E$M
%C$ M&HH&GL#% G"'M&%&"' "H RI%C$RI%&GI# F%LM&$F &' +%I#T3 %C$ VVEIGbQIJM'$FF "H %C$
$MLGI%&"'I# DJ"NJIRFWW ,J$%J&P& "JM&'IR$'%& FG"#IF%&G&.3 %C$ $HH"J%F "H I H$Q %"
JI&F$ +%I#&I' F%LM&$F %" %C$ #$P$# "H %C$ R"J$ IMPI'G$M G"L'%J&$F &' @LJ"D$) +% QIF
I' &RDIFF&"'$M3 DJ"H"L'M#T &'FD&J$M "JI%&"'3 &' %C$ I#R"F% &'GJ$M&E#$ D$J&"M %CI%
+%I#T QIF $UD$J&$'G&'N I% %CI% %&R$) ^$ G"'G#LM$M Q&%C %C$ F%I%$R$'% %CI% &H %C$
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VV0)::"( #"'(**"0% 0%--) 5/$%'') (<5#'"(&) % 0%- -";"0) /%5<"#(EE K0<(- #8'(**8 )+
#$% ><5#'"(* 7'"/(*0 (*0 #$% -";"0 Q%5<"#. G"L#M CIP$ E$$' I' $UGLF$ "H #IU'$FF
"J #I[&'$FF &' %C$ DIF%3 %C$ HJ$$M"R I%%I&'$M "E#&N$M LF %" Q"Jb CIJM I'M
RI&'%I&' P&N&#I'G$) =C$ '$Q#T L'&H&$M G"L'%JT "H +%I#T CIM "'$ GID&%I# "'#Tj ?"R$
VVQ&%C "'$ b&'N "'#T3 <&%%"J&" @RI'L$#$3 I'M "'$ I'M "'#T "'$ NJ$I% C$J"3
]IJ&EI#M&WW) =C$ G$'%JI# D"&'% H"J LF C$J$3 C"Q$P$J3 QIF C&F "L%#&'$ "H %C$ F%LM&$F
"H N$"R$%JT I'M DJ"S$G%&P$ N$"R$%JT %CI% F%LM$'%F Q"L#M L'M$J%Ib$ Q&%C C&F
NL&MI'G$3 &' QC&GC C$ F%J$FF$M %CI% VV#$%5% 1(';%-)<52 :<'%-8 /%)1%#'"&(-
1%#$)05 $(;% *%;%' 7%%* #(</$# "* )<' <*";%'5"#"%5WW) =C$ DJ"NJIR H"J %C$ G"LJF$
"H ^&NC$J ]$"R$%JT &' 14K06K1 QIF IF H"##"QFj VVD')R%&#";% :'):%'#"%5 )+ /%)1%4
#'"&(- +)'15= S<(-"#8 (*0 $)1)/'(:$8= >::-"&(#")*5 #) #$% #$%)'8 )+ -"*%5 (*0 )+
5<'+(&%5 )+ #$% 5%&)*0 )'0%'WW3 ,H"J QC&GC C$ J$G"RR$'M$M J$H$JJ&'N I#F" %" %C$
VV=JI&%$i M$ ]$i"R$%J&$ 9LD$iJ&$LJ$WW ET ACIF#$F.) OJI'b#T3 %C&F &F I JI%C$J $#$6
R$'%IJT DJ"NJIR %CI% G"L#M MIRD$' %C$ $'%CLF&IFR M$J&P&'N HJ"R J$IM&'N C&F
F%&JJ&'N &'ILNLJI# #$G%LJ$) :G%LI##T 6 I'M %C&F &F "'$ "H %C$ "L%F%I'M&'N $IJ#T
R$J&%F "H AJ$R"'I 6 Q$ CIP$ %" %Ib$ IGG"L'% "H %C$ HIG% %CI% &' !"#"N'I 6 I'M '"%
"'#T &' !"#"N'I 6 E$H"J$ C&F IJJ&PI#3 N$"R$%JT QIF "'#T %ILNC% I% I JI%C$J $#$6
R$'%IJT #$P$# &' %C$ G"LJF$F "H &'%J"MLG%&"' %" GI#GL#LF) \'"Q&'N %C&F3 Q$ GI'
E$%%$J L'M$JF%I'M !$DD" ;$P&WF J$RIJb &' I #&%%#$6J$R$RE$J$M G"RR$R"JI%&"'
FD$$GC ,f;$P&g. N&P$' &' !"#"N'I &' 1-203 VV,# "5 #) O'%1)*( $"15%-+ #$(# 3% )3%
#$% +(&# #$(# :')R%&#";% /%)1%#'8 $(5 7%%* (7-% #) 0%5&%*0 +')1 #$% -%;%- )+
TT$"/$%' /%)1%#'8EE #) #$% (::('%*#-8 1)'% $<17-% -%;%- )+ ( :'%:('(#)'8 5<74
R%&#=WW ,/.) =C&F I#"'$ Q"L#M E$ '" FRI## R$J&% H"J AJ$R"'I) :F J$NIJMF J$F$IJGC3
I% %C$ %&R$ "H C&F IDD"&'%R$'%3 AJ$R"'I CIM I#J$IMT DLE#&FC$M I M"[$' Q"JbF
$FD$G&I##T M$M&GI%$M %" DJ"S$G%&P$ N$"R$%JT &' %C$ H&P$ DJ$G$M&'N T$IJF3 #IJN$#T
"' FDIG$ GLJP$F) >'$ "H %C$ H&JF% I'M R"F% &RD"J%I'% Q"JbF MLJ&'N C&F %$'LJ$ I%
!"#"N'I &F C&F VV,*#')0<H")*%===EE,+'%J"MLG%&"'))). fAJ$R"'I3 14K/g I## "H 120 DIN$F
#"'N3 FTF%$RI%&GI##T $UD"L'M&'N J$FL#%F I'M '"%&"'F "' %C$F$ GLJP$F H"L'M &'
+%I#T I'M IEJ"IM &' %C"F$ T$IJF) +% Q"L#M E$ %JI'F#I%$M &'%" ]$JRI' ET ALJ%[$
Q&%C "%C$J Q"JbF ET AJ$R"'I3 I'M DLE#&FC$M &' 14K7) :R"'N C&F R"J$ PI#L$M
QJ&%&'NF MLJ&'N C&F %$'LJ$ I% !"#"N'I Q$ CIP$ %" J$R$RE$J VVN<--% #'(5+)'1(4
H")*" /%)1%#'"&$%==EE ,U* P%)1%#'"&(- V'(*5+)'1(#")*5 ===. fAJ$R"'I3 14K26K7g &'
%Q" '"%$F) ^&F $U%$'F&P$ I'M FTF%$RI%&G F%LMT &' %C$F$ Q"JbF "' E&JI%&"'I#
%JI'FH"JRI%&"'F I'M %C$&J &'PIJ&I'% DJ"D$J%&$F &F %C$ J$IF"' QCT %C$F$ %JI'F6
H"JRI%&"'F CIP$ E$$' b'"Q' F&'G$ %C$'3 I'M '"% "'#T &' +%I#T3 IF O'%1)*"(*
#'(*5+)'1(#")*5) : 'I%LJI# "L%NJ"Q%C "H %C$ %Q" IE"P$6R$'%&"'$M DLE#&GI%&"'F
QIF %C$ #I%$J DLE#&GI%&"' VVD'%-"1"*('" )))WW ,D'%-"1"*('"%5))). fAJ$R"'I3 14KKg3

,/. FM (- O'%1)*( 5#%55) &$% 0)77"(1) 5% -( /%)1%#'"( :')"%##";( $( :)#<#) 0"5&%*0%'%
0(- /'(0) 0" TT/%)1%#'"( 5<:%'")'%EE ( W<%--) (::('%*#%1%*#% :"<M <1"-% 0" 1(#%'"(
:'):%0%<#"&(=
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QC$J$ C$ F$% C&RF$#H %C$ M&HH&GL#% %IFb "H N$'$JI#&[&'N %C$ DJ$P&"LF J$FL#%F "'
%CJ$$6M&R$'F&"'I# FDIG$) C$ QJ&%$F &' %C$ DJ$HIG$j VVV$% +"'5# &)*&%:# 3(5 #$(# )+
0%1)*5#'(#"*/ 58*#$%#"&(--8 #$% 1)5# %55%*#"(- :'):)5"#")*5 )+ $"/$%' /%)1%#'8
#$(# :%'#("* #) #$% #$%)'8 )+ 5<'+(&%5 )+ (*8 )'0%'2 (*0 ('% %X:)<*0%0 (*(-84
#"&(--8 )' )*-8 1%*#")*%0 "* :(55"*/ "* #$% 3)'95 )+ N(-1)*2 O(8-%82 N#%"*%'2
O-%75&$2)))WW =C&F Q"Jb I'M %C$ H"##"Q&'N "'$ Q"L#M I#F" E$ %JI'F#I%$M ET ALJ%[$)

=C$ DLE#&GI%&"' QC&GC EJ&'NF AJ$R"'I &'%$J'I%&"'I# J$G"N'&%&"'3 C"Q$P$J3 &F
C&F I%Y1)"'% 0% P%Y)1%#'"% === TT fAJ$R"'I3 14K4g) ZIJ%&G&DI%&'N &' %C$ &'%$J'I6
%&"'I# G"RD$%&%&"' "H %C$ ?"TI# :GIM$RT "H 9G&$'G$ "H !$J#&'3 I''"L'G$M &' 14Ke3
AJ$R"'I M$R"'F%JI%$M %C$ J$FL#%F D"F%L#I%$M &' lIG"E 9%$&'$JWF DLE#&GI%&"'
Z7%' 0"% +-([&$%' 0'"##%* P'(0%5 &' 147K I'M %C$' Q$'% HIJ%C$J Q&%C C&F "Q'
"J&N&'I# J$FL#%F) =C&F DLE#&GI%&"' Q"' C&R %C$ H&JF% DJ&[$3 $U6I$kL" Q&%C 9%LJR) +%
&F &'%$J$F%&'N %" '"%$ %CI% %C&F FLGG$FF &RR$M&I%$#T $IJ'$M C&R ,9$D%$RE$J 14KK.
I' IDD"&'%R$'% IF I' "HH&G$J "H %C$ >JM&'$ M$& 9I'%& *ILJ&[&" $ ;I[[IJ" ,>JM$J "H
9I&'%F *ILJ&G$ I'M ;I[IJLF3 I P$JT "#M "JM$J "H GC&PI#JT. %" F$$ VV(* ,#(-"(*
&%-%7'(#%0 (-5) "* #$% 7(##-%5 (*0 ;"&#)'"%5 )+ 5&"%*&%WW ,2.) +% &F N$'$JI##T IG6
b'"Q#$MN$M %CI% %C$ E$F% D$J&"M &' AJ$R"'IWF J$F$IJGC QIF %C$ %&R$ FD$'% &'
!"#"N'I3 I#%C"LNC &% #IF%$M "'#T I H$Q T$IJF) !T 14KK3 AJ$R"'I CIM I#J$IMT #$H%
!"#"N'I H"J %C$ +F%&%L%" =$G'&G" 9LD$J&"J$ M& *&#I'" ,'"Q Z"#&%$G'&G" M& *&#I'".)

+' %C$ R$I'%&R$3 &' >G%"E$J 14K/3 @LN$'&" !$#%JIR& QIF IDD"&'%$M $U%JI6
"JM&'IJT DJ"H$FF"J ,e. "H A"RD#$R$'%IJT :#N$EJI)

:% %C$ %&R$ "H C&F IDD"&'%R$'% !$#%JIR& CIM DLE#&FC$M I H&H%T6DIN$ IJ%&G#$ I'M
%Q" #$FF$J Q"JbF3 EL% CIM '"% $IJ'$M I M$NJ$$ "H I'T b&'M) =C&F QIF $'"LNC3
C"Q$P$J3 H"J OJI'G$FG" !J&"FGC&3 QC" b'$Q C&R Q$##3 %" FD"'F"J C&F IDD"&'%R$'%
%" !"#"N'I) +' 14K2 !$#%JIR& CIM I#J$IMT #$H% !"#"N'I H"J Z&FI_ H"JRI##T3 %C&F QIF
'"% I %JI'FH$J EL% I DJ"R"%&"' %" HL## DJ"H$FF"J "H ]$"M$FT I% %C$ ('&P$JF&%T "H
Z&FI) +' D#IG$ "H !$#%JIR&3 %C$ %C$' $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J I% AIN#&IJ&3 Z&$%J"
!"FGC&3 QIF IDD"&'%$M $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J "H A"RD#$R$'%IJT :#N$EJI IF
Q$## IF :'I#T%&GI# ]$"R$%JT ,7.) !"FGC& ,E"J' &' 1422. Q"L#M M&$ &' !"#"N'I &'
1445_ MLJ&'N C&F L'&'%$JJLD%$M F%IT &' !"#"N'I C$ M&M '"% DJ"MLG$ I NJ$I% M$I#3
EL% C$#M RI'T G"LJF$F &' M&HH$J$'% IJ$IF "H N$"R$%JT3 %" %C$ NJ$I% FI%&FHIG%&"' "H
%C$ F%LM$'%F I'M HIGL#%T_ C$ CIM E$$' I F%LM$'% "H !J&"FGC&3 I'M CIM I#J$IMT E$$'
QIJR#T J$G"RR$'M$M H"J !"#"N'I ET E"%C !J&"FGC& I'M AJ$R"'I IF $IJ#T IF
14K1) !$#%JIR& Q"L#M J$RI&' &' Z&FI H"J %CJ$$ T$IJF) =C$J$ C&F HJ&$'M @'J&G"
!$%%& %ILNC% ^&NC$J :'I#TF&F I'M ]$"R$%JT_ Q$ FC"L#M I#F" J$GI## %C$ %CJ$$ #"'N

,2. ,- *)1% "#(-"(*) &%-%7'(#) (*&$% *%--% 7(##(/-"% % *%--% ;"##)'"% 0%--( 5&"%*H(=
,e. =C$ D"F&%&"' "H VVDJ"H$FF"J$ F%JI"JM&'IJ&"m QIF '"% F%IE#$ I'M QIF N$'$JI##T N&P$'

E$H"J$ %CI% "H VVDJ"H$FF"J$ "JM&'IJ&"m_ %C$ #I%%$J D"F&%&"' NIP$ F%IE&#&%T I'M I FI#IJT
G"'F&M$JIE#T C&NC$J)

,7. N#'()'0"*('") 0" >-/%7'( O)1:-%1%*#('% &)* -E"*&('"&) %H"(*0") 0%--( P%)1%#'"(
>*(-"#"&(=
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P&F&%F %CI% ?&$RI'' RIM$ %" +%I#T E$%Q$$' 14K/6KK3 Q&%C $U%$'M$M F%ITF &' Z&FI)
!$#%JIR& Q"L#M J$%LJ' %" !"#"N'I IF DJ"H$FF"J "H ?I%&"'I# *$GCI'&GF &' >G%"E$J
14KK3 I H$Q R"'%CF IH%$J ?&$RI''WF M$I%C)

!$#%JIR& Q"L#M J$RI&' &' !"#"N'I L'%&# 1452 QC$' C$ M$G&M$M %" IGG$D% %C$
GCI&J "H *$GCI'&GF &' ?"R$) =C$ Q"JbF QJ&%%$' ET !$#%JIR& QC&#$ I% !"#"N'I IJ$
IR"'N %C$ R"F% &RD"J%I'% "H C&F FG&$'%&H&G GIJ$$J) +' !"#"N'I C$ QJ"%$ C&F HI6
R"LF VVN(//") 0" "*#%':'%#(H")*% 0%--( /%)1%#'"( *)*4%<&-"0%(EE ,F55(8 )* #$%
"*#%':'%#(#")* )+ *)*4F<&-"0%(* P%)1%#'8. f!$#%JIR&3 14K-61g I'M VVG( #%)'"(
+)*0(1%*#(-%==EE ,J<*0(1%*#(- #$%)'8)). f!$#%JIR&3 14K-6/g)

]$%%&'N EIGb %" %C$ *I%C$RI%&GF OIGL#%T3 H"J %C$ IGIM$R&G T$IJ 14K/6K2
!"#"N'IWF HIGL#%T G"L#M E"IF% ;L&N& AJ$R"'I3 @LN$'&" !$#%JIR&3 d"R$'&G"
AC$#&'& ,IDD"&'%$M RLGC $IJ#&$J3 &' 1471.) =C$ %CJ$$ DJ"H$FF"JF Q$J$ N""M
HJ&$'MF I'M C$#M "'$ I'"%C$J &' NJ$I% D$JF"'I# IF Q$## IF FG&$'%&H&G $F%$$R) ="
%C&F NJ"LD3 Q$ GI' I#F" IMM *I%%$" O&"J&'& ,14/561-01.3 %C$ &##LF%J&"LF GIJ%"6
NJIDC$J I'M C&F%"J&I' "H GIJ%"NJIDCT3 ;"J$'[" ?$FD&NC& ,14/e6144-.3 %C$ HIR"LF
IF%J"'"R$J3 NJ$I%#T $F%$$R$M I#F" ET 9GC&IDIJ$##& I'M hL&J&G" O&#"DI'%& ,141/6
14-e.3 I C&NC#T "J&N&'I# D$JF"'I#&%T QC"3 HJ"R C&F GCI&J "H :DD#&$M *$GCI'&GF3
%ILNC% IDD#&$M CTMJIL#&GF3 I G"LJF$ G"'G$&P$M H"J F%LM$'%F "H $'N&'$$J&'N) >'$
G"L#M %C&'b "H I F"J% "H R&JIG#$j &' #$FF %CI' %CJ$$ T$IJF3 HJ"R I F&%LI%&"' "H NJIP$
Q$Ib'$FF3 RI%C$RI%&GF I% !"#"N'I E$GIR$ %C$ #$IM&'N FGC""# "' %C$ D$'&'FL#I
I'M %C&F QIF #IJN$#T %CI'bF %" I D"#&%&GI# IG%&"' %CI% QIF I G"RD#$%$ FLGG$FF)

!L% &% QIF '"% %" E$) =C$ D$J&"M E$%Q$$' %C$ F$G"'M I'M %C&JM QIJF "H +%I#&I'
&'M$D$'M$'G$ QIF I M&HH&GL#% %&R$ I'M %C$J$ Q$J$ G#$IJ F&N'F "H %C&F I% !"#"N'I3
H"J $UIRD#$3 &' AJ$R"'IWF &'IE&#&%T %" IGG$D% G"'M&%&"'F %C$J$) ^&F M&FFI%&FHIG%&"'
&F "EP&"LF &' C&F #$%%$JF3 QC$J$ C$ G"RD#I&'F E&%%$J#T I'M $UDJ$FF$F CIJFC#T '$6
NI%&P$ "D&'&"'F IE"L% %C$ F&%LI%&"') + kL"%$ C$J$ EJ&$H#T HJ"R I #$%%$J QJ&%%$' &'
O$EJLIJT 14K1 %" @'J&G" !$%%& VVV$% 0%/'(0(#")* K3"#$ '%5:%&# #) 1(#$%1(#"&(-
5#<0"%5L "*#) 3$"&$ #$"5 <*";%'5"#8 $(5 +(--%*2 +)' 1(*8 '%(5)*52 "5 5<&$ #$(# ,
5%% 18 3)'9 (5 (-1)5# +<#"-%2 "* 5:"#% )+ #$% %X&%--%*# W<(-"#8 )+ #$% 5#<0%*#5=
I)'%);%'2 #$% 1"5%'(7-% &)*0"#")*5 (*0 /)#$"& '%/<-(#")*5 )+ #$% -"7'('8 0) *)#
1(9% "# :)55"7-% +)' 1% #) 5#<08 (5 , <5%0 #) 0) "* D(;"( (*0 I"-(*=WW ,K.)

n$IJF #I%$J3 &' 14K43 !$#%JIR& $GC"$F C&R ,GH) f!J&NIN#&I3 d& 9&$'"3 /010g3 HJ"R
%C$ IJGC&P$ "H %C$ *I[[&'& +'F%&%L%$ "H ]$'"I. QJ&%&'N %" AJ$R"'I VV, 5%% (* "*%:#
'%&#)' (*0 ( -('/% *<17%' )+ "/*)'(*# )' <*$(::8 :')+%55)'5 K*)# #) 5</('4&)(#
"#L= V$% +%3 ;(-"0 )*%5 "*&-<0% 5%;%'(- 3$) 5#"*9 ( 7"# )+ '%:<7-"&(*= V$"5 "5 7(02 ,

,K. GE(7"%H")*% "* &<" %M &(0<#( :%' #(*#% &(<5%2 W<%5#( <*";%'5"#(M K'"5:%##) (/-" 5#<0"
1(#%1(#"&"L %M #(-% &$% ") ;%0) -E):%'( 1"( W<(5" "*<#"-%2 1(-/'(0) -E)##"1) 7<)* ;(-)'%
0%" /");(*"= S" :"<M -% 1"5%'% &)*0"H")*" % " /)#"&" '%/)-(1%*#" 0%--( 7"7-")#%&( *)* 1"
&)*5%*#)*) W<%/-" 5#<0"2 0" &<" 1E%') (7"#<(#) ( D(;"( %0 ( I"-(*)= =C$ %JI'F#I%&"' &F
%Ib$' HJ"R f!J&NIN#&I3 d& 9&$'"g)
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(01"#\ 7<# -%#E5 7% $)*%5#2 7%#3%%* ( '%:<7-"&(* :')+%55)' (*0 (* (552 3$"&$ 0)
8)< &)*5"0%' #) 7% #$% 1)'% 0(*/%')<5 #%(&$%'oWW ,5.

=C$ $'%CLF&IFR H"J %C$ J$L'&H&GI%&"' "H I#R"F% %C$ $'%&J$ D$'&'FL#I QIF IG6
G"RDI'&$M H"J F"R$ ET %C$ M&FIDD"&'%R$'% "H F$$&'N %CI% +%I#T QIF '"% M$P$#6
"D&'N %C$ QIT %C$T Q"L#M CIP$ QI'%$M3 &' IMM&%&"' %" %C$ M&FIDD"&'%R$'% "H %C"F$
QC" CIM '"% QI'%$M I J$L'&H&$M +%I#T &' %C$ H&JF% D#IG$)

`CI% QIF N"&'N "'o OL## DJ"H$FF"JF Q$J$ J$kL&J$M %" FQ$IJ I##$N&I'G$ %" %C$
b&'N I'M C&F MT'IF%T) d"R$'&G" AC$#&'& I'M ;"J$'[" ?$FD&NC& Q$J$ '"% DJ$6
DIJ$M %" %Ib$ FLGC I' "I%C3 "' IGG"L'% "H %C$&J I##$N&I'G$ %" %C$ Z"D$) B"J QIF
O&#"DI'%&3 H"J C&F J$DLE#&G &M$IF) +% F$$R$M3 &' 14K03 %CI% I DJIG%&GI# F"#L%&"' CIM
E$$' H"L'M3 IF H"##"QF) *IR&I'& &'%$JDJ$%$M %C$ "I%C IF I' "E#&NI%&"' "'#T "H HL##
DJ"H$FF"JF_ C$ QIF %C$J$H"J$ Q&##&'N %" VVM$R"%$WW ,&H %CI% &F %C$ J&NC% Q"JM. %C$ HL##
DJ"H$FF"JF %" %C$ D"F&%&"' "H $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"JF Q&%C HL## FI#IJT EL% Q&%C"L%
%C$ "I%C3 I'M F$%%#$M %C$ RI%%$J %CI% QIT) +' 14Ke3 QC$' %C$ @MLGI%&"' *&'&F%$J
QIF ]&LF$DD$ BI%"#&3 HJ"R *$FF&'I3 L'M$J ZJ&R$ *&'&F%$J ;IRIJR"JI3 C&F &'6
%$JDJ$%I%&"' "H %C$ "E#&NI%&"' %" FQ$IJ I##$N&I'G$ E$GIR$ R"J$ J$F%J&G%&P$ I'M
G"'F$kL$'%#T AC$#&'&3 ?$FD&NC& I'M O&#"DI'%&3 Q$J$ H&J$M H"J %C$&J G"C$J$'G$) +%
FC"L#M E$ '"%$M %CI% "'#T H"LJ "H %C$ HL## DJ"H$FF"JF J$HLF$M %" FQ$IJ I##$N&I'G$ I%
!"#"N'I I'M %CI% %C$ H"LJ%C3 %C$ [""#"N&F% I'M R&'$JI#"N&F% !&I'G"'&3 QIF I#F" "'
%C$ *I%C$RI%&GF OIGL#%T) :% %C$ &'F&F%$'G$ "H C&F F%LM$'%F3 O&#"DI'%&3 QIF "H6
H$J$M %C$ D"F&%&"' "H VV#$G%LJ$JWW &' 14KK3 EL% &' 14K4 C&F D"#&%&GI# E$#&$HF DJ"RD%$M
C&R %" #$IP$ %C&F D"F&%&"' IF Q$##) +' I RLGC6E$#I%$M M&FD#IT "H J$R"JF$3 E"%C
O&#"DI'%& I'M ?$FD&NC& Q$J$ IDD"&'%$M VVC"'"JIJT DJ"H$FF"JFWW &' 1454_ %C$ "%C$J
%Q" $UD$##$M DJ"H$FF"JF M&$M I% IE"L% %C$ FIR$ %&R$ &' 1454) `$ FC"L#M I#F" '"%$
%CI% O&#"DI'%& CIM I#J$IMT E$$' IDD"&'%$M DJ"H$FF"J "H *$GCI'&GF I'M
^TMJIL#&GF &' 14e43 I'M M&FR&FF$M H"##"Q&'N C&F DIJ%&GL#IJ#T IG%&P$ DIJ%&G&DI%&"'
&' %C$ ?"RI' ?$DLE#&G &' 14e-)

:H%$J %C$ IDD"&'%R$'% "H !$#%JIR& &' 14K/ I'M L'%&# 14523 %C$J$ Q$J$ '" "%C$J
IDD"&'%R$'%F IF&M$ HJ"R %CI% "H !"FGC&) =CLF3 IH%$J 14Ke3 %C$ %$IGC&'N F%IHH QIF
J$MLG$M I'M E"%C &'F%JLG%&"' I'M J$F$IJGC FLHH$J$M NJ$I%#T) !$#%JIR&WF J$%LJ' &'
14KK QIF "HHF$% ET %C$ IEF$'G$ "H AJ$R"'I3 QC" Q"L#M N" %" %$IGC I% %C$ ^&NC$J
=$GC'&GI# +'F%&%L%$ "H *&#I') ^$ H"JRI##T RI&'%I&'$M C&F D"F&%&"' &' !"#"N'I3
C"Q$P$J3 F" %CI% %C$ L'&P$JF&%T G"L#M '"% M&FD"F$ "H C&F GCI&J)

+' >G%"E$J 1452 !$#%JIR& R"P$M %" ?"R$_ &' C&F D#IG$3 A$FIJ$ ?I[[IE"'& QIF
EJ"LNC% &' HJ"R ?"R$) +' 145e ?I[[IE"'& QIF GI##$M EIGb %" ?"R$ %" M&J$G% %C$
+'F%&%L%$ "H ^TMJIL#&GF I% %C$ #"GI# 9GC""# "H :DD#&GI%&"' H"J @'N&'$$JF)

,5. ]%0) <* '%##)'% "*%##)2 %0 <* /'(* *<1%') 0" :')+%55)'" "/*)'(*#" ) #'"5#" ,*)*
0)'"(1) -% :"--)-%L= ^%- :"&&)-) *<1%') 0%" ;(-%*#" &% *% 5)*) (-&<*" &$% :<HH(*) <* :)E
0" '%:<77-"&(= FM <*1(-%2 -) &)*+%55)\ 1(2 5"(1) 5"*&%'"2 +'( <* :')+%55)'% '%:<77-"&(*) %
<* :')+%55)'% (5"*) W<(-% '%:<#" :"<M :%'*"&")5) (--E"*5%/*(1%*#)oWW
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:% %C&F D"&'% I GLJ&"LF I'M H"JN"%%$' $D&F"M$ RIT E$ "H F"R$ &'%$J$F%3 I#F"
E$GILF$ "H &%F L'LFLI# IFD$G%F)

>' /- :LNLF% 145e3 %C$ G&%T G"L'G&# "H !"#"N'I3 QJ&%$F %" %C$ ?$G%"J %CI% &% CIM
E$$' VV"*+)'1%0 78 #$% :'%55 )+ #$% #'(*5+%' )+ C(HH(7)*" #) C)1%\ "+ #$"5 5$)<-0
7% &)*+"'1%02 8)< 5$)<-0 (# -%(5# 7'"*/ 6%-#'(1" 7(&9WW ,4.)

=C$ ?$G%"J J$D#&$F "' / 9$D%$RE$J %CI'b&'N %C$ G"L'G&# H"J CIP&'N $UDJ$FF$M
VV#$% 0"5(::');(- )+ #$% %*#"'% &"#8 "* 5%%"*/ #$% Z*";%'5"#8 '%0<&%0 #) -"##-% 1)'%
#$(* ( '("-')(0 5#(#")* 3$%'% #$% D')+%55)'5 ('% 5%*# +)' #$%"' #'"(- :%'")02 #$%*
&(--%0 #) (*)#$%' <*";%'5"#8 (# #$% +"'5# )::)'#<*"#82 *)# +)' '%(5)*5 )+ 5#<082 7<#
#) +)--)3 :('#"&<-(' "0%(-5 (*0 <*0%'1"*% #$% +)<*0(#")*5 )+ #$"5 (*&"%*#
5&$))-)WW VV>5 '%/('05 6%-#'(1" "# "5 <*#$"*9(7-%WW ,-.) ^$ $UDJ$FF$F %C$ C"D$ %CI%
"%C$JF GI' E$ GI##$M I'M GI' VV$%-: -%55%* #$% /'(;"#8 )+ #$% -)55 )+ #$% %X&%--%*#
C(HH(7)*"WW ,10.)

=C$ G"L'G&#3 $'G"LJIN$M ET %C$ #$%%$J3 %C$' QJ&%$F %" %C$ ZJ&R$ *&'&F%$J
*IJG" *&'NC$%%& ,14146144K.3 QC" QIF HJ"R !"#"N'I3 $UDJ$FF&'N %C$ FIR$
DJ$"GGLDI%&"')

=C$ &'%$J&R R&'&F%$J ]$J"#IR" AI'%$##& J$D#&$F "' /1 9$D%$RE$J 145e %CI%
%C$ VV&(-- #) #$% N&$))- )+ >::-"&(#")* "* C)1% K)+ C(HH(7)*"L "5 *)#$"*/ 1)'%
#$(* #$% &)*+"'1(#")* )+ ( :')R%&# #$(# $(5 -)*/ 7%%* "* #$% )++"*/ (*0 3(5 (-4
1)5# "1:)55"7-% #) 0%*8WW ,11.) :% %C$ FIR$ %&R$3 C$ Q"L#M M" QCI%$P$J C$ G"L#M %"
IDD"&'% I'"%C$J HL## DJ"H$FF"J "H ?I%&"'I# *$GCI'&GF)

:'M F"3 &' d$G$RE$J "H %CI% FIR$ T$IJ O$JM&'I'M" ZI"#" ?LHH&'& ,14/261-04.
QIF %JI'FH$JJ$M HJ"R %C$ ACI&J "H d&HH$J$'%&I# I'M +'%$NJI# AI#GL#LF "H *"M$'I
%" %CI% "H ?I%&"'I# *$GCI'&GF &' !"#"N'I) ^$ Q"L#M DJ"MLG$ IE"L% H&H%T DLE6
#&GI%&"'F "' PIJ&"LF FLES$G%F3 Q&%C I DJ$PI#$'G$ "H Q"JbF "H N$"R$%JT3 R$GCI'&GF
I'M C&F%"JT) ^$ QIF %C$ H&JF% M&J$G%"J "H %C$ N&<)-( 0" I(/"5#%') KN&$))- )+
F0<&(#")*L2 I'M Q"L#M E$ GCI&JRI' "H %C$ OIGL#%T "H 9G&$'G$F I'M %C$ "'#T
RI%C$RI%&G&I' %" E$ ?$G%"J "H %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I IH%$J I''$UI%&"')

:H%$J '"%&'N %CI% %C$ VVDJIG%&GI# G"LJF$ H"J $'N&'$$JF3WW QC&#$ &% GI' E$ FC"Q' %"
E$ LF$HL# H"J %C$ %JI&'&'N "H INJ"'"R&F%F3 &F G$J%I&'#T '"% IE#$ %" DJ$DIJ$ N""M

,4. 0" %55%'% 5#(#( "*+)'1(#( 0(--( 5#(1:( 0%- #'(5+%'"1%*#) 0" C(HH(7)*" ( C)1(\ 5%
W<%5#) 0);%55% %55%'% &)*+%'1(#)2 (-1%*) 5" :');;%0( ( +(' #)'*('% 6%-#'(1"=

,-. 0"5(::');(H")*% 0%--E"*#%'( &"##(M *%- ;%0%'% -EZ*";%'5"#(M *)5#'( '"0)##( W<(5" (0
%55%'% <*( 5#(H")*% +%'');"('"( );% " D')+%55)'" 5" 1(*0(*) ( +('% -% -)') :');%2 :%'
'"&$"(1('-" "* (-#'( <*";%'5"#(M (--( :'"1( )&&(5")*% *)* /"(M :%' -E)::)'#<*"#(M 0%/-"
5#<0"2 1( :%' 5%/<"'% :('#"&)-('" :'):)5"#"2 % 1"*('% -% +)*0(1%*#( 0" W<%5#) (*#"&)
5#<0"))))) ,* W<(*#) (- 6%-#'(1" *)* ;" %M 0( :%*5(';"=

,10. +(' 5%*#"'% 1%*) /'(;% -( :%'0"#( 0%--E%/'%/") C(HH(7)*"=
,11. '"&$"(1) :'%55) -( N&<)-( 0E >::-"&(H")*% 0" C)1( K0" C(HH(7)*"L *)* %M W<"*0"

&$% "- &)*+%'"1%*#) 0" <* 0"5%/*) /"(M 0( #%1:) +)'1(#) %0 %'( W<(5" "1:)55"7"-% +('*% (
1%*))
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$'N&'$$JF3 Q$ G"R$3 IH%$J PIJ&"LF I'M $UCILF%&'N $P$'%F3 %" 14553 Q&%C %C$ $F6
%IE#&FCR$'% "H %C$ N&<)-( 0" >::-"&(H")*% :%' ,*/%/*%'" ,N&$))- )+ >::-"&(#")*
+)' F*/"*%%'5.3 FLDD"J%$M ET I #"GI# G"'F"J%&LR "H QC&GC %C$ RL'&G&DI#&%T3 DJ"6
P&'G$ I'M "%C$J #"GI# IN$'G&$F IJ$ R$RE$JF) =C&F QIF DJ"EIE#T %C$ R"F% IDDJ"6
DJ&I%$ I'FQ$J %" %C$ C$R"JJCIN$ "H FGC"#IJF R&NJI%&'N %" %C$ 9GC""# &' ?"R$3 I'M
&RR$M&I%$#T $'G"L'%$J$M %C$ C"F%&#&%T "H $P$JT"'$ &' ?"R$) +% &F D$JCIDF &'6
M&GI%&P$ %CI% &% QIF '"% L'%&# 14-5 %CI% %C$ 9GC""# QIF I##"Q$M %" IMM %C$ %&%#$ "H
VV?"TI#WW %" &%F 'IR$) A$FIJ$?I[[IE"'& GIR$ EIGb %"!"#"N'I HJ"R lI'LIJT 13 14553
%" "GGLDT %C$ GCI&J "H +'H&'&%$F&RI# AI#GL#LF I'M QIF IDD"&'%$M %" DJ"P&M$ H"J
$F%IE#&FC&'N %C$ '$Q FGC""#) +' B"P$RE$J "H %CI% T$IJ3 14553 %C$ 9GC""# QIF "H6
H&G&I##T $F%IE#&FC$M I'M ?I[[IE"'&3 CIP&'N %JI'FH$JJ$M %" %C$ GCI&J "H ^TMJIL#&GF3
QIF &%F M&J$G%"J)

A$FIJ$ ?I[[IE"'& ,14/5614-2. CIM NJIMLI%$M Q&%C I M$NJ$$ &' %C$"J$%&GI#
$'N&'$$J&'N IF Q$## IF RI%C$RI%&GF I'M DCTF&GF HJ"R %C$ ('&P$JF&%T "H *"M$'I
IH%$J I%%$'M&'N %C$ 9GL"#I M$& AIM$%%& *I%$RI%&G& Z&"'&$J& ,I *"M$'$F$ L'&6
P$JF&%T &'F%&%L%$ %" DJ$DIJ$ F%LM$'%F &' $'N&'$$J&'N I'M IJGC&%$G%LJ$.) ^&F FG&6
$'%&H&G DJ"MLG%&"' G"'G$'%JI%$M "' DJ"E#$RF "H %C$"J$%&GI# CTMJIL#&GF I'M3
$FD$G&I##T &' C&F #I%$J #&H$3 I#F" $UD$J&R$'%I# CTMJIL#&GF)

=C$ $F%IE#&FCR$'% "H %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"' "H !"#"N'I #$M %" %C$ GJ$I%&"'
"H '$Q GCI&JF)

+' :LNLF% 1455 ;L&N& d"'I%& ,14eK61-2/.3 H"JR$J HL## DJ"H$FF"J "H ZCTF&GF I%
%C$ ^&NC$J =$GC'&GI# +'F%&%L%$ "H *&#I' QIF IDD"&'%$M $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J
"H =$GC'&GI# ZCTF&GF I% %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"' "H !"#"N'I) +' 145- C$ Q"L#M
I#F" E$G"R$ $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J "H *I%C$RI%&GI# ZCTF&GF I% %C$ "H 9G&$'G$F)
d"'I%&3 F$#H6%ILNC% DJ&"J %" C&F L'&P$JF&%T F%LM&$F3 Q"' %C$ ;IPIN'I DJ&[$ I'M
NJIMLI%$M HJ"R %C$ 9GL"#I M& *IN&F%$J" I% %C$ B"JRI# 9GC""# "H Z&FI3 QC$J$ C$
QIF %C$' IFF&F%I'% %" ?&GGIJM" O$#&G& ,141-61-0/.) ^$ DJ"MLG$M IE"L% H&H%T DLE6
#&GI%&"'F "' $#IF%&G&%T ,Q&%C &RD"J%I'% G"'%J&EL%&"'F %" %C$ *$'IEJ$I =C$"J$R.3
"' @#$G%J"RIN'$%&FR3 I'M "' P$G%"J&I# H&$#MF3 QC&GC C$ QIF "'$ "H %C$ H&JF% %"
%$IGC &' +%I#T) ^$ QIF I' $UG$##$'% %$IGC$J I'M QJ"%$3 IR"'N "%C$JF3 VV>::<*#"
0"0(##"&" 5<--( #%)'"( 0%--( '%-(#";"#(MEE K'%-(#";"#(M '"5#'%##(L KTT^)#%5 )* #%(&$"*/
#$% #$%)'8 )+ '%-(#";"#8EE K5:%&"(- '%-(#";"#8.. &' 1-//)

:'"%C$J GI##3 &' :LNLF% 14553 QIF %" Z&$%J" ?&GGIJM& ,14/4614-4. I DJ"H$FF"J "H
ZJIG%&GI# ]$"R$%JT I% %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"') ?&GGIJM&3 QC" QIF "J&N&'I##T
HJ"R *"M$'I3 CIM %ILNC% =C$"J$%&GI# I'M ZJIG%&GI# ]$"M$F&GF I'M #I%$J
:'I#T%&GI# ]$"R$%JT I% *"M$'I) ^$ CIM NJIMLI%$M HJ"R %CI% ('&P$JF&%T IH%$J
I%%$'M&'N %C$ 9GL"#I M$& *I%$RI%&G& Z&"'&$J&) ^$ DLE#&FC$M I NJ$I% M$I# "'
PIJ&"LF FLES$G%F I'M I#F" DJIG%&G$M %C$ $'N&'$$J&'N DJ"H$FF&"' H"J RI'T T$IJF &'
*"M$'I) ^$ &F RI&'#T J$R$RE$J$M %"MIT H"J C&F IG%&P&%T IF I C&F%"J&I' "H
RI%C$RI%&GF) Z$JCIDF C&F R"F% HIR"LF Q"Jb &F %C$ VV6"7-")#%&( 1(#%1(#"&(
"#(-"(*( 0(--% )'"/"*" 0%--( 5#(1:( 5"*) (" :'"1" (**" 0%- 5%&)-) _,_WW ,,#(-"(*
1(#$%1(#"&(- -"7'('8 +')1 #$% )'"/"*5 )+ :'"*#"*/ #) #$% ?`#$ &%*#<'8. &' %Q"
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P"#LR$F3 G"RD#$%$M #I%$J ET PIJ&"LF IDD$'M&G$F3 G"JJ$G%&"'F I'M IMM&%&"'F3 IF
Q$## IF C&F VVO%**" 5<--( 5#)'"( 0%--( /%)0%5"( "* ,#(-"( 0(--% :'"1% %:)&$% +"*
)-#'% (--( 1%#(M 0%- 5%&)-) _,_WW ,!J&$H "P$JP&$Q "H %C$ ^&F%"JT "H ]$"M$FT &' +%I#T
HJ"R %C$ $IJ#T $D"GCF L'%&# %C$ R&M61-%C G$'%LJT.3 QC&GC C$ QJ"%$ QC&#$ C$ QIF I%
%C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I)

`$ GI''"% N" R"J$ M$$D#T &'%" %C$ M$%I&#F "H %C$ $P$'%F I% %C$ 9GC""# "H
:DD#&GI%&"' %C"LNC %C$T G"L#M E$ "H &'%$J$F% %" LF3 '"% "'#T H"J %C$ D"F&%&"'F "H %C$
%JIM&%&"'I# RI%C$RI%&GF G"LJF$3 EL% I#F" H"J %C"F$ "H ]$"M$FT I'M ^TMJIL#&GF)

>LJ H"GLF C$J$3 C"Q$P$J3 &F %C$ OIGL#%T "H 9G&$'G$F QC&GC G"'%&'L$M %" E$ I
F"J% "H JI&#J"IM F%I%&"') +' 1457 %C$ T"L'N 9IJM&'&I' OJI'G$FG" O#"J$F MW:JGI&F
,1420614-0. QIF GI##$M HJ"R %C$ GCI&J "H +'H&'&%$F&RI# AI#GL#LF &' AIN#&IJ& %"
J$D#IG$ ?I[[IE"'&3 EL% %C$ H"##"Q&'N T$IJ C$ Q"L#M J$%LJ' %" AIN#&IJ& &' I F"J% "H
$UGCI'N$ Q&%C :'%"'&" OI&F ,14e161-/7. I#F" HJ"R AIN#&IJ&) OI&F QIF IDD"&'%$M
$U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J "H :#N$EJI I'M :'I#T%&GI# ]$"R$%JT I% !"#"N'I I'M
IFF&N'$M %C$ GCI&J "H ]JIDC&G 9%I%&GF) ^$ Q"L#M %C$' DIFF %" +'H&'&%$F&RI#
AI#GL#LF3 EL% %CJ$$ T$IJF IH%$J C&F IDD"&'%R$'% C$ Q$'% EIGb %" AIN#&IJ&) `C&#$
I% !"#"N'I C$ QJ"%$ &'%$J$F%&'N Q"JbF "' G#IFF&GI# I'I#TF&F I'M IJNLR$'%F "H
M&HH$J$'%&I# N$"R$%JT)

=C$ J$D"J% "H ?$G%"J ;L&N& AI#"J& H"J %C$ IGIM$R&G T$IJ 145K655 QIF M$P"%$M3
%" I #IJN$ $U%$'%3 %" %C$ M&HH&GL#% F&%LI%&"' "H *I%C$RI%&GF I% !"#"N'I3 QC$J$ &%
QIF $P&M$'%#T %C$ Q$Ib D"&'% "H %C$ QC"#$ L'&P$JF&%T)

?&GGIJM" M$ ZI"#&F QIF GI##$M %" %C$ GCI&J "H :#N$EJI I'M ]$"R$%JT &' 1454
,C$ CIM E$$' IFF&F%I'%3 E$H"J$ %C$'3 &' ?"R$.3 EL% &' 1440 C$ Q"L#M E$ IDD"&'%$M
ET G"RD$%&%&"' %" %C$ GCI&J "H ^&NC$J ]$"R$%JT &' ZIP&I)

9" &' 1440 !"#"N'I QIF &' I M&HH&GL#% D"F&%&"' INI&' IH%$J %C$ F&RL#%I'$"LF
%JI'FH$JF "H OI&F I'M d$ ZI"#&F)

`$ GI' %JT %" FLRRIJ&[$ %C&F D$J&"M 14K0640 Q&%C I H$Q G"'F&M$JI%&"'F) +%
F%IJ%F Q&%C I D$J&"M "H &'H#L$'G$ ,"'$ R&NC% S"b&'N#T GI## &% I VVG"#"'&[I%&"'WW. "' %C$
DIJ% "H ZIP&I QC&GC EJ"LNC% %C$ RI%C$RI%&G&I'F AJ$R"'I3 !$#%JIR& I'M !"FGC&3
I## %JI&'$M I% ZIP&I3 %" !"#"N'I) ;I%$J %C$J$ QIF I D$J&"M "H &'%$'F$ $UGCI'N$F
Q&%C AIN#&IJ& I'M H&'I##T I F"J% "H VV*"M$'$F$ G"#"'&[I%&"'WW ,?LHH&'&3 ?I[[IE"'&3
?&GGIJM&. "H %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"' &' !"#"N'I) =C$ G"'%J&EL%&"' "H #"GI##T
%JI&'$M RI%C$RI%&G&I'F QIF I#R"F% '&#)

@P&M$'%#T3 H"J DLJ$RI%C$RI%&G&I'F !"#"N'IQIF '"% I GC"&G$ D"F%&'N3 I#%C"LNC
&% QIF I% !"#"N'I %CI% AJ$R"'I QJ"%$ C&F E$F% Q"JbF3 I'M !$#%JIR& I#F" CIF I P$JT
IG%&P$ D$J&"M %C$J$ FG&$'%&H&GI##T3 RLGC R"J$ F" %CI' I% Z&FI) `$ CIP$ %" IMM3
C"Q$P$J3 IF HLJ%C$J DJ""H "H QCI% Q$ CIP$ FI&M %CI% QC$' %C$ GCI&J "H ^&NC$J
:'I#TF&F E$GIR$ HJ$$ &' 14553 I'M &' 1454 %CI% "H *I%C$RI%&GI# ZCTF&GF ,%C$ "'#T
IDD#&GI'%3 !JL'" ZIM$##$%%& CIP&'N Q&%CMJIQ' IH%$J E$&'N IDD"&'%$M <&F&%&'N
ZJ"H$FF"J "H ?I%&"'I# *$GCI'&GF &' ZI#$JR".3 '"% I F&'N#$ GI'M&MI%$ IDD#&$M)

O"J F$P$JI# T$IJF3 !"#"N'I CIM E$$' G"'F&M$J$M Q&%C F"R$ J$NIJM3 EL% %CI%
I## GIR$ %" I' $'M) =C$ H$$#&'N I#R"F% "H "HH$'F$ $UD$J&$'G$M ET %C$ G&%T IH%$J
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?I[[IE"'&WF %JI'FH$J QIF SLF%&H&$M) +' %C$ #"'N JL'3 %C$ H&'$F% RI%C$RI%&G&I'F
QC" DIFF$M %CJ"LNC !"#"N'I I## $'M$M LD3 IJ"L'M 145e3 I% %C$ 9GC""# "H
:DD#&GI%&"' &' ?"R$3 Q&%C"L% H"JN$%%&'N %CI% AC$#&'& I'M ?$FD&NC& Q$J$ I#F" &'
?"R$3 %C"LNC &' M&HH$J$'% F&%LI%&"'F)

>'$ R&NC% IFb C"Q &% QIF %CI% F" RI'T FGC"#IJF C&NC#T F$'F&%&P$ %" %C$&J G&P&G
I'M &'F%&%L%&"'I# ML%&$F G"L#M FC"Q F" #&%%#$ &'%$J$F% &' %C$ #"GI# &'F%&%L%&"'F)
BI%LJI##T3 %C$' IF '"Q3 D$JF"'I# IRE&%&"' D#IT$M I DIJ%) =C$J$ RIT E$ I'"%C$J
J$IF"'3 C"Q$P$J) +' %C$ $IJ#T T$IJF Q$ $UIR&'$M3 %C$F$ IDD"&'%R$'%F Q$J$
N$'$JI##T RIM$ ET "JM$J "H %C$ R&'&F%JT3 Q&%C"L% G"RD$%&%&"' I'M Q&%C"L% GI##F)
+' %C&F QIT3 %C$ DJ"H$FF"JF H$#% I ML%T %" J$FD"'M R"J$ %" %C$ 'I%&"'I# &'%$J$F%3
J$DJ$F$'%$M ET %C$ R&'&F%JT3 JI%C$J %CI' %C$ #"GI# &'%$J$F%F) +H %C&F &'%$JDJ$%I%&"'
FC"L#M E$ G"JJ$G%3 %C$ R&'&F%$JF Q"L#M CIP$ %" %Ib$ %C$ E#IR$ H"J %C$ RI'T
%JI'FH$JF HJ"R !"#"N'I) @HH$G%&P$#T3 I GIJ$HL# J$IM&'N "H %C$ J$G"JMF DJ"P$F &%3 I%
#$IF% &' F"R$ GIF$F) `C$' AJ$R"'I QIF VV"JM$J$MWW %" *&#I'3 %C$ R&'&F%$J
d"R$'&G" !$J%& QJ"%$ %CI% ^&NC$J ]$"R$%JT I% !"#"N'I QIF '" #"'N$J I J$6
kL&J$M G"LJF$3 QC&#$ VV,* #$% C)8(- a"/$%' V%&$*"&(- ,*5#"#<#% )+ I"-(*2 0%5#"*%0
#) :'%:('% #$% +"*%5# %*/"*%%'5 (*0 5#')*/%5# 1(#$%1(#"&"(*52 #$% *%%05 )+ #$%
5#<0%*#5 '%+-%&# #$% &)*#'"7<#")* )+ #$(# #%(&$"*/ :');"0%0 78 ( #): :')+%55)' -"9%
O'%1)*(WW ,1/.)

`C$' !$#%JIR& QIF %JI'FH$JJ$M %" ?"RI3 %C$ R&'&F%$J I% %C$ %&R$3 :'%"'&"
9G&I#"SI3 QJ"%$ "' /0 >G%"E$J 1452 VVV$% I"*"5#'8 $%5"#(#%0 +)' 5)1% #"1%2
/'%(#-8 '%/'%##"*/ #$% *%%0 #) '%1);% 5<&$ ( +"*% 1(* +')1 8)<' Z*";%'5"#8= 6<#
#$%* "# +%-# "# &)<-0 :');"0% ( ;(-"0 '%:-(&%1%*# +)' #$% &$("' -%+# ;(&(*# 78
6%-#'(1"= F++%&#";%-82 D')+%55)' O%5('% C(HH(7)*"==)WW ,12. Z$JCIDF %CI% &F I#F"
QCT QC$' ?I[[IE"'& QIF %JI'FH$JJ$M "'#T I T$IJ #I%$J3 !"#"N'I H$#% GC$I%$M)

`CI% &F $P$' R"J$ &RD"J%I'%3 Q$ CIP$ %" IMM3 &F %CI% &' I## %C"F$ T$IJF
!"#"N'I M&M '"% RI'IN$ %" IQIJM I M$NJ$$ &' RI%C$RI%&GF %" I F&'N#$ F%LM$'%3
E$GILF$ &% QIF L'IE#$ %" C"#M %C$ H"LJ%C T$IJ G"LJF$F)

hL&%$ HJ$kL$'%#T &' AJ$R"'IWF #$%%$JF3 I#"'NF&M$ C&F GJ&%&G&FRF "H G$J%I&'
G"##$INL$F3 Q$ J$IM DJI&F$F H"J C&F T"L'N F%LM$'%F) :% #$IF% %Q" 'IR$F "H
F%LM$'%F &' %C$ D$J&"M Q$ IJ$ $UIR&'&'N F%I'M "L%) + J$H$J %" @LN$'&" !$J%&'&
I'M ]J$N"J&" ?&GG& ALJEIF%J") !$J%&'& CIM %C$ N""M #LGb %" E$ IE#$ %" H"##"Q
%C$ #IF% #$FF"' "H ^&NC$J ]$"R$%JT C$#M ET AJ$R"'I QC" QJ"%$ "H C&R &' *IT

,1/. ^%- C= ,5#"#<#) V%&*"&) N<:%'")'% 0" I"-(*) 0%5#"*(#) ( :'%:('('% ;(-%*#"
"*/%/*%'" % ')7<5#" 1(#%1(#"&"2 -% %5"/%*H% 0%/-" 5#<0%*#" '"%&&$"%//)*) -E(//"<*#( 0"
W<%--E"*5%/*(1%*#) "1:('#"#) 0( <* <)1) ;(-%*#% W<(-% %M "- O'%1)*(=

,12. ,- I"*"5#%') '"1(5% ( 0"' ;%') (-&<* #%1:) 0<77")5)2 (55(" 5:"(&%*0)5" 0" #)/-"%'%
( &)0%5#( Z*";%'5"#(M <* &)5bM &$"(') <)1)= N% *)* &$% $( :)" &'%0<#) 0" :)#%' :');;%0%'%
#(-% :('#"#)2 %55%*0)5" :'%5%*#(#( -E)::)'#<*"#(M 0" :');;%0%'% &)*#%1:)'(*%(1%*#% % *%-
1)0) :"<M &)*;%*%;)-% (--( &(##%0'( &$% (;'%77% &)5#bM -(5&"(#( ;(&(*#% "- 6%-#'(1"= S" +(##"
"- :')+= &(;= O%5('% C(HH(7)*"==)WW
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14KK &' I #$%%$J %" AC$#&'& VV$% 9%:# <: 3"#$ %;%'8#$"*/WW ,1e. ,f@'$I3 ]I%%"g._ %CI%
FIR$ lL'$3 !$J%&'& $'J"##$M IF I P"#L'%$$J I'M H"LNC% &' I ]IJ&EI#M& G"JDF '$IJ
=J$'%"_ &' B"P$RE$J C$ DIFF$M %C$ $UIR&'I%&"' "H ^&NC$J ]$"R$%JT Q&%C
AJ$R"'I3 !$#%JIR& I'M d"R$'&G" Z&I'& "' %C$ $UIR&'&'N G"RR&%%$$3 Q&%C I
NJIM$ "H 20 "L% "H 20 I'M M&F%&'NL&FC$M C"'"JF) ^$ Q"L#M %C$' N" %" Z&FI %"
H&'&FC %C$ #IF% T$IJ) ]J$N"J&" ?&GG& QIF IMR&%%$M %" %C$ F$G"'M T$IJ3 &' P&$Q "H
%C$ F%LM&$F C$ CIM I#J$IMT G"RD#$%$M I% %C$ L'&P$JF&%T &' ?"R$) ^$ F%LM&$M I%
!"#"N'I H"J %Q" T$IJF I'M IH%$J DIFF&'N %C$ %C&JM T$IJ QIF IMR&%%$M %" %C$
B"JRI# 9GC""# "H Z&FI) + FC"L#M '"%$ C$J$ %CI% RI'T T"L'N RI%C$RI%&GF
F%LM$'%F I% !"#"N'I &'%$JJLD%$M %C$&J F%LM&$F &' !"#"N'I %" G"'%&'L$ I% %C$
B"JRI# 9GC""# "H Z&FI) *IJ&" Z&$J&3 H"J "'$3 I%%$'M$M I% !"#"N'I H"J SLF% "'$
T$IJ &' %C$ IGIM$R&G T$IJ 14406413 %C$' $'%$J$M %C$ F$G"'M T$IJ I% Z&FI)
;I%$J3 I'"%C$J $UIRD#$ &F %CI% "H ]&LF$DD$ <&%I#&3 QC" FQ&%GC$M %" %C$ B"JRI#
9GC""# &' 14-5 IH%$J %Q" T$IJF &' !"#"N'I_ &% F$$RF %CI% %C&F GLF%"R QIF IG6
%LI##T $'G"LJIN$M ET %C$ DJ"H$FF"JF I% !"#"N'I)

N%&)*0 :%'")0=

;$% LF J$%LJ' '"Q %" %C$ N$'$JI# F&%LI%&"' I% %C$ OIGL#%T "H 9G&$'G$F) `$ CIP$
F$$' %CI% &' 1440 OI&F I'M d$ ZI"#&F #$H% !"#"N'I I% %C$ FIR$ %&R$) `C&#$
*I%C$RI%&GI# ZCTF&GF QIF IE#$ %" G"'%&'L$ Q&%C %C$ D"FF&E#$ I&M "H %C$ DJ"H$FF"JF
"H %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"'3 N$"R$%JT J&Fb$M CIP&'N "'#T I F&'N#$ GCI&J3 Z&$%J"
!"FGC&3 ELJM$'$M Q&%C $UG$FF&P$ %$IGC&'N "E#&NI%&"'F) :'I#TF&F QIF &' $P$'
Q"JF$ FCID$) `$ FC"L#M J$GI## %CI% `$&$JF%JIFF CIM E$$' I% !$J#&' F&'G$ 1475
I'M %CI% %C$F$ Q$J$ %C$ R"F% &'%$'F$ T$IJF "H C&F NJ$I% FGC""#3 EL% &% &F $U%J$R$#T
M&HH&GL#% %" H&'M I'T %JIG$ "H C&F R$%C"MF I% !"#"N'I)

=C&F %&R$3 C"Q$P$J3 %C$J$ &F I D"F&%&P$ %LJ' "H $P$'%F QC$' %CI% P$JT FIR$
T$IJ3 14403 A$FIJ$ :J[$#IY ,14e561-1/. QIF GI##$M %" !"#"N'I H"##"Q$M3 I H$Q
R"'%CF #I%$J3 ET 9I#PI%"J$ Z&'GC$J#$ ,147261-2K.) :J[$#IY CIM NJIMLI%$M HJ"R
Z&FI &' 14K- IF I F%LM$'% "H %C$ B"JRI# 9GC""#) O"J F"R$ %&R$ C$ CIM %ILNC% &'
F$G"'MIJT FGC""#F3 Q"' I FGC"#IJFC&D H"J IMPI'G$M %JI&'&'N IEJ"IM QC&GC C$
M$G&M$M %" H"JN"3 I'M E$$' IDD"&'%$M %" ZI#$JR" %" %C$ GCI&J "H :#N$EJI) :%
!"#"N'I C$ Q"L#M %$IGC +'H&'&%$F&RI# AI#GL#LF I'M Q"L#M J$RI&' %C$J$ L'%&# C&F
M$I%C &' 1-1/) =C&F $UG$##$'% %$IGC$J CIM IR"'N C&F F%LM$'%F ;$"'&MI ="'$##&3
O&#&DD" 9&E&JI'& ,144061-75. I'M "%C$JF) >'$ "H C&F R"F% &RD"J%I'% Q"JbF QIF %C$
DID$J N<--( 5%'"% 0" +<*H")*" ,f:J[$#IYg VV>' F$J&$F "H HL'G%&"'FWW. DLE#&FC$M &'
14--) ^$ &F Q$## b'"Q' H"J C&F Q"JbF I&R&'N %" DJ"P$ %C$ d&J&GC#$% ZJ&'G&D#$ ET I
M&J$G% R$%C"M)

,1e. $( #%*<#) 0"%#') ( #<##)=
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O&'I##T3 HJ"R %C$ IGIM$R&G T$IJ 14416 4/ !"#"N'I QIF IE#$ %" G"RD#$%$ %C$
H"LJ6T$IJ GLJJ&GL#LR "H F%LM&$F H"J I M$NJ$$ &' *I%C$RI%&GF) O"J T$IJF3 :J[$#IY
Q"L#M C"#M %C$ G"LJF$ &' ^&NC$J :'I#TF&F I'M Z&'GC$J#$ %CI% "H ^&NC$J ]$"R$%JT)

+' 1444 !"#"N'I QIF %C$ F&%$ "H I ('&P$JFI# @UD"F&%&"' I'M G$#$EJI%&"'F "H %C$
$&NC%C G$'%$''&I# "H %C$ ('&P$JF&%T) =C$ RI%C$RI%&G&I'F F$$R %" CIP$ E$$' b$D%
JI%C$J "L% "H F&NC% MLJ&'N %C$ G$#$EJI%&"'3 EL% "' %CI% "GGIF&"' %C$ OIGL#%T "H
9G&$'G$F3 $P&M$'%#T I% %C$ DJ"RD%&'N "H %C$ RI%C$RI%&G&I'F3 IQIJM$M F$P$JI#
M$NJ$$F VVC"'"J&F GILFIWW %" FLGC #LR&'IJ&$F IF :J%CLJ AIT#$T3 ACIJ#$F ^$JR&%$3
O$#&U \#$&'3 ;$"D"#M \J"'$Gb$J3 ]"F%I *&%%IN6;$HH#$J3 BI%CI'&$# ZJ&'NFC$&R3
;"JM \$#P&' I'M \IJ# `$&$JF%JIFF)

=CI% FIR$ T$IJ3 14443 d"R$'&G" *"'%$FI'" ,14K261-20.3 "'$ "H AJ$R"'IWF
F%LM$'%F3 QIF GI##$M ET G"RD$%&%&"' %" %C$ GCI&J "H ZJ"S$G%&P$ I'M d$FGJ&D%&P$
]$"R$%JT ,]$"R$%J&I ZJ"&$%%&PI $ M$FGJ&%%&PI G"' M&F$N'".3 %" QC&GC C$ GIR$
HJ"R ?"R$_ *"'%$FI'" Q"L#M E$ %JI'FH$JJ$M $IJ#T &' d$G$RE$J 14-2 IH%$J
Q&''&'N I G"RD$%&%&"' H"J %C$ GCI&J "H ]$"R$%JT &' BID#$F I'M M&M '"% CIP$ %&R$
%" #$IP$ %I'N&E#$ F&N'F) +' 14-e I P$JT T"L'N O$M$J&N" @'J&kL$F ,145161-eK. QIF
IDD"&'%$M %" %C$ GCI&J_ C$ QIF IDD"&'%$M $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J HJ"R 14-K) =C$
IDD"&'%R$'% QIF '"% Q&%C"L% F"R$ DJ"E#$RF G"'F&M$J&'N %CI% I'"%C$J &##LF%J&"LF
N$"R$%J&G&I'3 *IJ&" Z&$J& ,14K061-12.3 QC" CIM I#F" F%LM&$M EJ&$H#T I% !"#"N'I
QIF &'%$J$F%$M &' %C$ FIR$ D"F&%&"' ,GH) f*IJGC&F"%%"3 9R&%Cg3 GC) 1)173 V$%
6)-)/*( (++("'.) @'J&kL$F QC" DJ"MLG$M QCI% Q$J$ D$JCIDF C&F R"F% &'%$J6
$F%&'N Q"JbF "' N$"R$%JT3 CIM "%C$J &'%$J$F%F JI'N&'N HIJ E$T"'M N$"R$%JT)
O"J $UIRD#$3 &' :DJ&# 1-11 @'J&kL$F QIF %C$ "JNI'&[$J I'M ACI&JRI' "H %C$
+'%$J'I%&"'I# A"'NJ$FF "H ZC&#"F"DCT3 C$#M &' !"#"N'I) @'J&kL$F RIJb$M I
DJ"H"L'M GCI'N$ &' J$F$IJGC I'M %$IGC&'N &' !"#"N'I) `$ GI''"% N" R"J$ &'%"
M$%I&# "' %C&F &RD"J%I'% D$JF"'I#&%T3 C"Q$P$J G"'F&M$JIE#$ &'H"JRI%&"' IE"L%
C&R GI' E$ H"L'M &' %C$ P"#LR$ R$'%&"'$M DJ$P&"LF#T fA"$'g. ,17.)

O"J RI%C$RI%&GI# DCTF&GF Q$ CIP$ %" J$R$RE$J %C$ GI## %" Z&$%J" !LJNI%%&
,14K461-24.3 HJ"R *$FF&'I3 &' 1-04_ C$ CIM Q"Jb$M &' ?"R$ L'M$J %C$ NL&MI'G$
"H @LN$'&" !$#%JIR& I'M <I#$'%&'" A$JJL%&) !LJNI%%& QIF I' IGG#I&R$M RI%C$6

,17. +' %C$ P"#LR$ fA"$'g %C$ FG&$'%&H&G D$JF"'I#&%&$F "H %C$ H"##"Q&'N RI%C$RI%&G&I'F
QC" Q"Jb$M &' !"#"N'I IJ$ $FD$G&I##T &##LF%JI%$Mj (N" :RI#M&3 @LN$'&" !$#%JIR&3 @'J&G"
!"RD&I'&3 ?"E$J%" !"'"#I3 Z&$%J" !LJNI%%&3 ;IRE$J%" AI%%IEJ&NI3 ]&I'HJI'G" A&RR&'"3
;L&N& AJ$R"'I3 O$M$J&N" @'J&kL$F3 dIJ&" ]JIHH&3 !$DD" ;$P&3 9I#PI%"J$ Z&'GC$J#$3 !JL'"
Z&'&3 !$'&IR&'" 9$NJ$3 ;$"'&MI ="'$##&3 =L##&" <&"#I3 ]&LF$DD$ <&%I#&3 ]&L#&" <&PI'%&
,I#DCIE$%&GI# "JM$J.) =C$ G"'%J&EL%"JF IJ$ B&G"#I :JG"[[&3 *IJ&I =$J$FI !"JNI%"3
(RE$J%" !"%%I[[&'&3 :#M" !J&NIN#&I3 A&J" A&#&E$J%"3 9I#PI%"J$ A"$'3 9&R"'$%%I d&
9&$'"3 *ILJ" OIEJ&[&"3 ZI"#" OJ$NLN#&I3 ZI"#I ]IJ&"3 ;&P&I ]&IGIJM&3 9I'MJ" ]JIHH&3
:'N$#" ]L$JJINN&"3 *&GC$# ]L&##$R"%3 @JRI''" ;I'G"'$##&3 ]IEJ&$#$ ;"##&3 @J&bI
;LG&I'"3 OJI'G$FG" *I&'IJM&3 Z&$%J" BIF%IF&3 ]&I''" ZIN'&'&3 A#IJI 9&#P&I ?"$J"3
@'J&G" ?"N"JI3 +J$'$ 9IEEIM&'&3 @RRI 9I#$'% M$# A"#"RE"3 @M"IJM" 9$J'$F&3 dI'&$#
A) 9%JLDDI3 ?"FFI'I =I[[&"#&3 9$JN&" <$'%LJ&'& ,I#DCIE$%&GI# "JM$J.)
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RI%&GI# DCTF&G&F% QC" I#F" Q"Jb$M &' %C$ H&$#M "H IF%J"'"RT) +H :J[$#IY I% !"#"N'I
J$DJ$F$'%$M QCI% Q$ GI' '"Q GI## ?$I# :'I#TF&F3 Z&'GC$J#$ J$DJ$F$'%$M A"RD#$U
:'I#TF&F) ;&b$ :J[$#IY C$ QIF I NJIMLI%$ "H %C$ B"JRI# 9GC""#3 Q&%C I M$NJ$$ &'
*I%C$RI%&GI# ZCTF&GF HJ"R Z&FI Q&%C @'J&G" !$%%&3 I'M CIM %ILNC% &' %C$ F$G6
"'MIJT FGC""#F "H ZIP&I G"##IE"JI%&'N3 I% %CI% %&R$3 Q&%C AIF"JI%&_ C$ CIM Q"' I
D"F&%&"' H"J IMPI'G$M %JI&'&'N &' !$J#&' L'M$J `$&$JF%JIFF &' %C$ IGIM$R&G T$IJ
145465-3 I'M QIF %C$' IDD"&'%$M $U%JI"JM&'IJT DJ"H$FF"J I% ZI#$JR") ^$ Q"L#M
E$ GI##$M %" !"#"N'I &' d$G$RE$J 1440 IF ZJ"H$FF"J "H :#N$EJI I'M :'I#T%&G
]$"R$%JT) +' 1-1/3 "' :J[$#IYWF M$I%C3 C$ Q"L#M %JI'FH$J %" +'H&'&%$F&RI#
AI#GL#LF) :#J$IMT ET 1-00 C$ CIM I#J$IMT DLE#&FC$M 107 Q"JbF) :% %C$ $'M "H C&F
GIJ$$J3 E$%Q$$' IJ%&G#$F3 E""bF3 $%G) C&F FG&$'%&H&G DLE#&GI%&"'F %"%I#$M IJ"L'M /50)

=C$ %&R$ C$ FD$'% &' !$J#&' CIM I NJ$I% &'H#L$'G$ "' C&R_ C$ DLE#&FC$M %C$ J$6
$#IE"JI%$M %$U% "H %C$ G"LJF$ "H &'%J"MLG%&"' %" %C$ %C$"JT "H I'I#T%&G HL'G%&"'F
C$#M &' !$J#&' ET `$&$JF%JIFF) ^$ F%LM&$M %C$ M$P$#"DR$'% "H I'I#T%&G HL'G%&"'F
&' F$J&$F "H DIJ%&GL#IJ HL'G%&"'F I'M %CLF $'G"L'%$J$M M$#&GI%$ '$Q DJ"E#$RF "H
G"'P$JN$'G$3 QC&GC C$ F"#P$M ET "J&N&'I# R$%C"MF "H L'kL$F%&"'IE#$ &'%$J$F% I'M
'"P$#%T) +' 14-56-4 C$ &'%J"MLG$M %C$ '"%&"' "H (0R)"*# ):%'(#)' "H I N&P$' #&'$IJ
"D$JI%"J "' F"R$ P$G%"J FDIG$F "H I'I#T%&G HL'G%&"'F) ^&F F%LM&$F Q$J$ '"%&G$M ET
:) ^LJQ&%[ QC"3 I% %C$ F$G"'M G"'H$J$'G$ "H %C$ pLJ&GC G"'NJ$FF M$P"%$M %" %C$
M$P$#"DR$'% "H %C$ %C$"JT "H I'I#T%&G HL'G%&"'F3 R$'%&"'F <"#%$JJIWF #&'$ HL'G6
%&"'F I'M "EF$JP$F C"Q Z&'GC$J#$3 ;$P& A&P&%I I'M !"LJ#$% Q$J$ I#F" R"P&'N "'
%C&F #&'$ "H %C"LNC% QC&GC F%LM&$M %C$ VVHL'G%&"'F "H HL'G%&"'FWW ,1K.)

Z&'GC$J#$WF F%LM&$F %C$' #$M C&R %" I FTF%$RI%&G F%LMT "H %C$ %C$"JT "H M&F6
%J&EL%&P$ "D$JI%&"'F I'M %C$&J IDD#&GI%&"'F %" I'I#TF&F3 QC&GC C$ M&FGLFF$F &' C&F
E""b f:RI#M&3 Z&'GC$J#$g3 QJ&%%$' Q&%C C&F F%LM$'% (N" :RI#M&) =C$F$ Q"JbF
J$P$I# %CI% C$ GI' E$ G"'F&M$J$M I DJ$GLJF"J "H %C$ %C$"JT "H G"RD#$U #&'$IJ
"D$JI%"JF) ^$ %C$' F%LM&$M I 'LRE$J "H "%C$J DJ"E#$RF3 FLGC IF DJ"E#$RF "H
&%$JI%&"') OJ"R %C$ =Q$'%&$F3 QC&#$ G"'%&'L&'N C&F FG&$'%&H&G IG%&P&%T3 C$ M$P"%$M
G"'F&M$JIE#$ %&R$ %" J$F"#P&'N DJ"E#$RF "H I' "JNI'&[I%&"'I# I'M D"#&%&GI# 'I%LJ$
&' #"GI#3 'I%&"'I# I'M &'%$J'I%&"'I# J$F$IJGC) +% QIF Z&'GC$J#$ QC" H"L'M$M %C$
(*+ I'M QIF &%F H&JF% DJ$F&M$'%_ C$ QIF %C$ H"L'M$J I'M H&JF% M&J$G%"J "H %C$ (*+
EL##$%&' I'M %C$*I%C$RI%&GF +'F%&%L%$ "H !"#"N'I) B"'$ "H %C$F$ $HH"J%F QIF $IFT)
+' 1-/e I% %C$ +'%$J'I%&"'I# A"'NJ$FF "H *I%C$RI%&G&I'F &' ="J"'%"3 QC$J$ %C$T
Q$J$ M&FGLFF&'N %C$ D"FF&E&#&%T "H J$IMR&FF&"' "H RI%C$RI%&G&I'F HJ"R ]$JRI'T3

,1K. ])* 1(#$%1(#"5&$4:$85"9(-"5&$%* ])'5#%--<*/%* (<5/%$%*0 /%-(*/# a%''
])-#%''( 0(H<2 J<*9#")*%* ;)* G"*"%* H< <*#%'5<&$%*2 0=$= 5)-&$% >7$([*/"/9%"5#/%5%#H%2
3%-&$%' R%0%' G"*"% "1 C(<1% %"*%* 7%5#"11#%* 9)1:-%X%* c($-%*3%'# H<)'0*%*= F"*%
([$*-"&$% ,0%%*7"-0<*/ -"%/# *%<%'%* Z*#%'5<&$<*/%* ;)* D"*&$%'-%2 G%;"4O";"#( <*0
6)<'-%# H< P'<*0%= a"%' 3%'0%* 5)-&$% P%5%#H% 7%#'(&$#%#2 0"% (<5 %"*%' 7%-"%7"/
(*/%*)11%*%* J<*9#")* %"*% *%<% J<*9#")* %*#5#%$%* -(55%*= I(* $(# %52 "* %"*%1
$)[$%'%* N"11% 0%5 !)'#%52 1"# J<*9#")*%* ;)* J<*9#")*%* H< #$<*) ,f^LJQ&%[g3 D) 10K.
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:LF%J&I3 !L#NIJ&I I'M ^L'NIJT %" %C$ +*( ,+'%$J'I%&"'I# *I%C$RI%&GI# ('&"'.
G"'NJ$FF$F3 QC&GC C$ I%%$'M$M IF FD$Ib$J I% "'$ "H %C$ N$'$JI# G"'H$J$'G$F3 C$
%""b I D"F&%&"' HIP"JIE#$ %" J$IMR&FF&"' I'M &' 1-/K QIF IDD"&'%$M %" "JNI'&[$
%C$ &'%$J'I%&"'I# G"'NJ$FF I% !"#"N'I &' 1-/4) Z&'GC$J#$ &F %C$ "'#T +%I#&I' %CLF
HIJ %" CIP$ E$$' DJ$F&M$'% "H %C$ +*() :F&M$ HJ"R %C$ M&HH&GL#% DJ"E#$RF "H "J6
NI'&[I%&"'3 C$ I#F" HIG$M F$J&"LF D"#&%&GI# DJ"E#$RF &' P&$Q "H %C$ J$#LG%I'G$ "H
F$P$JI# ]$JRI' RI%C$RI%&G&I'F %" DIJ%&G&DI%$ &' %C$ A"'NJ$FF3 QC$J$ %C$T
G"'%&'L$M %" H$$# "F%JIG&[$M3 I'M "H %C$ "EF%&'IGT "H "%C$JF QC" Q$J$ $HH$G%&P$#T
INI&'F% %C$&J J$IMR&FF&"') :&M$M ET C&F G"##$INL$ I% !"#"N'I3 (RE$J%" ZLDD&'&
,144e61-eK. FGC"#IJ "H CTMJIL#&GF3 d&J$G%"J "H %C$ 9GC""# "H :DD#&GI%&"'3 Z&'GC$J#$
RI'IN$M %" b$$D I H&JR C"#M "' %C$ F&%LI%&"' I'M J$F"#P$M %C$ DJ"E#$R ET CIP&'N
I## %C$ DIJ%&G&DI'%F &' %C$ A"'NJ$FF &'P&%$M ET %C$ ('&P$JF&%T "H !"#"N'I) >%C$J
DJ"E#$RF G"'G$J'$M J$#I%&"'F E$%Q$$' %C$ (*+ I'M %C$ AB? ,A"'F&N#&"
BI[&"'I#$ M$##$ ?&G$JGC$.) =C$ FG&$'%&H&G G"RR&%%$$ "H %C$ (*+ QIF I#F" %C$
RI%C$RI%&GI# G"RR&%%$$ "H %C$ AB?) +% QIF M$G&M$M %CI% %C&F G"RR&%%$$ FC"L#M
E$ &'M$D$'M$'% "H %C$ (*+ I'M %CLF &% QIF D"FF&E#$ %" DJ"G$$M Q&%C %C$ "JNI6
'&[I%&"' "H %C$ A"'NJ$FF3 Q&%C"L% "EF%IG#$F3 EL% I#F" Q&%C"L% I'T FLDD"J% HJ"R
%C$ AB?) =C$ G"'NJ$FF I% QC&GC Z&'GC$J#$ CIM E$$' GI##$M %" DJ$F&M$'% CIM IF
P&G$ DJ$F&M$'%F3 IR"'N "%C$JF3 ^IMIRIJM I'M ^&#E$J%3 I'M QIF I NJ$I% FLGG$FF
HJ"R %C$ FG&$'%&H&G I'M "JNI'&[I%&"'I# F%I'MD"&'%3 IF DJ"P$' ET %C$ P"#LR$F %C$'
DLE#&FC$M_ %C$J$ Q$J$ 5K ]$JRI' I'M 71 OJ$'GC RI%C$RI%&G&I'F3 Q&%C I %"%I# "H
R"J$ %CI' 13100 DIJ%&G&DI'%F)

+' %C$ R$I'%&R$3 &' 1-/23 %" E$ $UIG%3 O$M$J&N" @'J&kL$F3 CIM N"'$ %" %$IGC &'
?"R$ J$D#IG$M3 I% %C$ J$kL$F% "H AIF%$#'L"P"3 ET @'J&G" !"RD&I'& ,144-61-57.3
%C$' I% %C$ Z"#&%$G'&G" M& *&#I'"_ !"RD&I'& Q"L#M F%IT &' !"#"N'I "'#T H"LJ
T$IJF3 C"Q$P$J3 L'%&# B"P$RE$J 1-/53 DJ"MLG&'N IE"L% %C&J%T DLE#&GI%&"'F &' %CI%
%&R$) OJ"R 1-21 C$ Q"L#M E$ J$D#IG$M ET I T"L'N ,/4. !$'&IR&'" 9$NJ$ ,1-026
1-55.3 GI##$M %" %C$ GCI&J "H ^&NC$J ]$"R$%JT) >' %C$ M$I%C "H :J[$#IY &' 1-1/3 Q$
&RR$M&I%$#T F$$ '$Q G"LJF$F3 QC&GC ;$"'&MI ="'$##& QIF IFb$M %" %$IGC ,14476
1-eK. IF3 IH%$J %C$ `"J#M `IJ + I'M C&F GI## %" ZIJRI3 C$ Q"L#M E$ &' !"#"N'I &'
1-// Q&%C %C$ GCI&J "H ^&NC$J :'I#TF&F) ="'$##& Q"L#M #$IP$ !"#"N'I H"J Z&FI HJ"R
%C$ IGIM$R&G T$IJ 1-206213 J$D#IG$M &' !"#"N'I ET ]&LF$DD$ <&%I#& ,145761-2/.
IE"P$ I## %CJ"LNC %C$ &'%$JG$FF&"' "H !$DD" ;$P& ,145761-K1. QC"3 &' %C$ R$I'6
%&R$3 &' 1-/43 CIM E$$' GI##$M %" %C$ GCI&J "H VV@#$R$'%F "H %C$ =C$"JT "H
OL'G%&"'FWW) <&%I#& M&$M &' 1-2/ I'M QIF J$D#IG$M %CI% FIR$ IGIM$R&G T$IJ 1-2/622
ET ;L&N& OI'%IDD&$Y ,1-0161-7K. QC" Q"L#M "'#T %$IGC EJ&$H#T &' !"#"N'I3 C"Q6
$P$J3 "' IGG"L'% "H C&F DJ"#"'N$M F%ITF IEJ"IM)

:% %C$ %&R$ "H %C$ GI## %" !"#"N'I3 !$DD" ;$P& QIF I% %C$ D$Ib "H C&F GIJ$$J)
^$ CIM I#J$IMT IGC&$P$M &RD"J%I'% J$FL#%F &' *I%C$RI%&GI# :'I#TF&F Q&%C I Q$##6
b'"Q' Q"Jb "' %C$ DJ&'G&D#$ "H d&J&GC#$% ,1-0K.3 &' :#N$EJI&G ]$"R$%JT Q&%C C&F
J$FL#%F J$NIJM&'N %C$ F&'NL#IJ&%T "H I#N$EJI&G FLJHIG$F3 &' 'LRE$J %C$"JT3 IF Q$##
IF &' *I%C$RI%&GI# ;"N&G) =C$ G#"FLJ$ "H %C$ OIGL#%T "H AC$R&F%JT I% ZIJRI3 "H
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QC&GC C$ QIF GCI&JRI'3 H"JG$M C&R %" R"P$) :% !"#"N'I3 C$ %ILNC% M&HH$J$'%&I#
$kLI%&"'F3 RI%C$RI%&GI# #"N&G I'M3 H"J %C$ H&JF% %&R$3 C$ F%LM&$M DJ"E#$RF "H %C$
%C$"JT "H "'$ I'M F$P$JI# G"RD#$U PIJ&IE#$F) ^$ I#F" QJ"%$ C&F Q$##6b'"Q'
%J$I%&F$ "H *I%C$RI%&GI# :'I#TF&F QC&#$ I% !"#"N'I) ]&LF$DD$ <&%I#& GIR$ %"
!"#"N'I QC$' C$ CIM I#J$IMT E$$' F%J&Gb$' ET C$R&D#$N&I I'M CIM "'#T %Q"
T$IJF "H Q"Jb IC$IM "H C&R) +' %C"F$ T$IJF3 C"Q$P$J3 C$ QIF P$JT IG%&P$3 Q&%C
F%LM&$F &' M&HH$J$'%&I# N$"R$%JT &' ^&#E$J% FDIG$F3 I'M $U%$'M$M C&F J$F$IJGC %"
kL$F%&"'F "H %C$ DCTF&GI# GCIJIG%$J I'M F%JLG%LJ$ "H RI%%$J_ C&F %J$I%&F$ "' %C$
%C$"JT "H %C$ HL'G%&"'F "H J$I# PIJ&IE#$F QIF '"% H&'&FC$M I'M Q"L#M #I%$J E$
G"RD#$%$M ET ]&"PI''& 9I'F"'$ ,144461-5-.)

;$"'&MI ="'$##& CIM J$G$&P$M C&F FG&$'%&H&G %JI&'&'N I% !"#"N'I_ E$H"J$ E$&'N
GI##$M %" %$IGC %C$J$ C$ CIM E$$' DJ"H$FF"J I% %C$ L'&P$JF&%&$F "H AIN#&IJ& I'M
ZIJRI I'M CIM $UD$J&$'G$M G"'F&M$JIE#$ CIJMFC&D MLJ&'N %C$ QIJ) `C&#$ I%
!"#"N'I C&F RI&' J$F$IJGC QIF "' %C$ AI#GL#LF "H <IJ&I%&"'F) `C$' C$ #$H%
!"#"N'I C$ CIM DJ"MLG$M IE"L% '&'$%T DLE#&GI%&"'F3 &'G#LM&'N C&F &RD"J%I'%
%J$I%&F$ "' V'"/)*)1%#'"& N%'"%5 ,pI'&GC$##&3 1-/4.) =C"LNC P$JT T"L'N3
!$'&IR&'" 9$NJ$ GIR$ %" !"#"N'I CIP&'N I#J$IMT DLE#&FC$M R"J$ %CI' H"J%T
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Alessio Corti: Polinomi di Laurent estremali e
varietà di Fano

Alessio Corti
Department of Mathematics, Imperial College London

email: a.corti@imperial.ac.uk

Sunto

La conferenza è un’introduzione al mio lavoro in corso con T. Coates, S. Galkin,
V. Golyshev, A. Kasprzyk.

La teoria di Hodge associa a un polinomio di Laurent f un’operatore differen-
ziale Lf , detto operatore di Picard-Fuchs; f si dice estremale se l’operatore Lf ha
minima ramificazione. Dopo una rapida introduzione alla teoria descrivo l’esempio
dei polinomi di Minkowski.

Spiego brevemente come la coomologia quantica associa a una varietà di Fano
X un’operatore differenziale QX , che congetturo essere di minima ramificazione.

Il polinomio di Laurent f è duale della varietà di FanoX se Lf = QX . Discuterò
quanto sappiamo in dimensione 3, e traccerò un programma di classificazione delle
4-varietà di Fano basato sulla classificazione delle Lf di polinomi di Minkowski in
4 variabili.
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Boris Dubrovin: Comportamento critico delle
soluzioni delle equazioni hamiltoniane alle derivate

parziali

Boris Dubrovin
S.I.S.S.A., Trieste

email: dubrovin@sissa.it

Sunto

Le soluzioni che soddisfano le equazioni di evoluzione alle derivate parziali con i
dati iniziali “slow varying” in assenza degli effetti dissipativi subiscono una specie di
“transizione di fase” dal comportamento regolare a quello oscillatorio. La struttura
asintotica delle soluzioni all’interno della zona oscillatoria è stata studiata sia dai
fisici, come A. Gurevich e L. Pitaevskii, sia dai matematici, come S. Novikov,
P. Lax et al. Invece per stabilire le “matching rules” tra la zona regolare e quella
oscillatoria bisogna descrivere la soluzione generica nel punto di transizione. Nella
nostra analisi di questo problema applicheremo tecniche dalla teoria delle matrici
random nonché dalla teoria delle stringhe.
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Franco Flandoli: Interazione tra noise e singolarità
nelle equazioni alle derivate parziali

Franco Flandoli
Dipartimento di Matematica Applicata, Università di Pisa

email: flandoli@dma.unipi.it

Sunto

È ben noto che l’aggiunta di rumore migliora le proprietà di buona posizione
delle equazioni differenziali ordinarie della forma dXt = b (Xt) dt+dWt, con teoremi
di esistenza unicità e proprietà di flusso stocastico continuo anche solo per b ∈
Lp
(
Rd
)
con p > d, e addirittura con un flusso di diffeomorfismi se b è hölderiano.

Lo studio di analoghe questioni per equazioni alle derivate parziali è molto
più difficile. Negli ultimi anni sono stati ottenuti risultati di unicità per alcune
PDE perturbate da rumore, in situazioni in cui l’equazione deterministica manca
di unicità. L’esempio in cui la teoria è più completa è l’equazione del trasporto
lineare

∂u

∂t
+ b ·Du = 0, u|t=0 = u0

dove, in ipotesi su b deboli come quelle citate sopra, ci sono esempi di non unicità ed
esempi di singolarità che nascono da dati iniziali regolari. Con opportune pertur-
bazioni stocastiche questa equazione diventa ben posta nella classe delle soluzioni
deboli di tipo L∞

(
[0, T ]× Rd

)
(sotto opportune ipotesi sulla divergenza di b). Se

inoltre u0 è C1
(
Rd
)
e b è hölderiano, allora la soluzione è C1

(
Rd
)
, ovvero non si

sviluppano singolarità, sempre sotto l’effetto del rumore.
Mentre si possono elencare alcuni altri risultati di unicità dovuti alla presenza

del rumore per equazioni diverse da quelle del trasporto lineare, meno chiaro è
l’effetto del rumore sulla nascita di singolarità. Nel caso delle equazioni lineari del
trasporto e di continuità, esso ha un effetto regolarizzante (cioè previene l’insorgenza
di certe singolarità), ma già per l’equazione di Burgers questo non è più vero.
Sembra invece esserci spazio per risultati positivi per le equazioni di Eulero in
dimensione 2 e per le equazioni di Vlasov-Poisson. In entrambi i casi, se ci si limita
alle soluzioni distribuzionali concentrate in un numero finito di punti (che sono
suscettibili di uno studio lagrangiano particolarmente semplice), si ottengono dei
miglioramenti rispetto ai risultati ed i controesempi della teoria deterministica, in
particolare il collasso di particelle che accade per particolari configurazioni non può
più avvenire.
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Giovanni Forni: Il flusso orociclico: un esempio di
sistema dinamico parabolico

Giovanni Forni
Department of Mathematics, University of Maryland

email: gforni@math.umd.edu

Sunto

I sistemi dinamici differenziabili si possono classificare in modo approssimativo
in tre classi secondo la velocità di divergenza di orbite (infinitesimalmente) vicine:
nei sistemi iperbolici (o almeno parzialmente iperbolici), più studiati e meglio com-
presi, orbite distinte si allontano in generale a velocità esponenziale; la dinamica è
allora fortemente caotica; un esempio fondamentale di sistema iperbolico è dato dal
flusso geodetico sul fibrato tangente unitario di una varietà Riemanniana compatta
di curvatura negativa. All’estremo opposto, si situano i ‘moti regolari’ che appaiono
nella teoria Kolmogorov-Arnold-Moser; in questo caso le orbite non divergono affat-
to o ‘molto lentamente’. Un sistema di questo tipo può essere chiamato ‘ellittico’.
Un esempio fondamentale di sistema ellittico è il flusso o la mappa di traslazione
su un toro.

Un sistema dinamico è approssimativamente classificato come parabolico in tut-
ti i casi in cui le orbite divergono a velocità polinomiale. Il flusso orociclico stabi-
le/instabile sul fibrato tangente unitario di una superficie è il sistema dinamico defi-
nito dal trasporto di ogni vettore tangente unitario lungo la curva stabile/instabile
del flusso geodetico con velocità unitaria. Le proiezioni delle orbite dei flussi oroci-
clici sulla superficie sono orocicli nel senso ordinario. I flussi orociclici sono esempi
classici di flussi parabolici. Le caratteristiche più salienti della dinamica parabolica
sono l’unicità ergodica, la proprietà di entropia nulla, la proprietà di mescolamento
con decadimento polinomiale delle correlazioni.

Nella prima parte di questa conferenza ci proponiamo di descrivere alcuni fra i
principali esempi fin qui studiati di flussi parabolici e di motivare il loro interesse in
applicazioni a problemi di meccanica, geometria e teoria dei numeri. Questi esempi
includono i biliardi poligonali, i flussi nilpotenti, e i flussi orociclici. Nella seconda
parte ci concentreremo sul flusso orociclico (nel caso di una superficie iperbolica
compatta) e descriveremo alcuni aspetti della dinamica con particolare attenzione ai
risultati recenti. Questo esame ci permetterà di mettere a confronto certe proprietà
della dinamica parabolica con le proprietà corrispondenti della dinamica iperbolica
e ellittica. Il nostro esame si concentrerà in particolare sulla teoria dell’equazione
coomologica e sul comportamento asintotico delle medie ergodiche. In particolare,
risponderemo a una questione posta da Yakov Sinai: il flusso orociclico soddisfa il
teorema del limite centrale?
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Giovanni Jona-Lasinio: Fisica e matematica: due
facce di un unico percorso

Giovanni Jona-Lasinio
Dipartimento di Fisica, Sapienza Università di Roma

email: gianni.jona@roma1.infn.it

Sunto

La matematica è il linguaggio della fisica e, dalla rivoluzione scientifica del ’600,
l’evoluzione dell’una non è comprensibile senza far riferimento all’altra.

Nel presentare all’inizio del nuovo millennio la dimostrazione della congettura
di Poincaré, Perelman afferma di essersi ispirato tra l’altro al “Gruppo di Rinor-
malizzazione”, un insieme di idee introdotte e ampiamente utilizzate dai fisici nella
seconda metà del ’900 in contesti molto lontani dalla geometria.

Nel mio intervento cercherò di illustrare questa affermazione che testimonia
ancora una volta il profondo legame tra le due discipline.
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Massimo Marinacci: Economia teorica e Analisi
funzionale

Massimo Marinacci
Dipartmento di Scienze delle Decisioni, Università Bocconi, Milano

email: massimo.marinacci@unibocconi.it

Sunto

All’interno dell’Economia teorica, la Teoria delle decisioni modella le scelte
degli agenti economici (quali individui, famiglie, imprese e governi), sia dal punto
di vista descrittivo studiando come tali scelte vengono effettivamente fatte, sia
da quello normativo proponendo come esse dovrebbero essere compiute in modo
razionale.

Sin dai suoi inizi intorno al 1870, l’Economia teorica ha posto le scelte degli
agenti come suo fondamento, su cui costruire lo studio delle loro interazioni di
mercato (Equilibrio economico generale) e strategiche (Teoria dei giochi), che sono il
fine ultimo dell’analisi economica. A differenza dello psicologo, l’economista teorico
non è interessato al comportamento umano di per sé, ma quale base per modellare
l’interazione economica tra agenti (l’Individualismo metodologico è il fondamento
epistemologico di tale approccio).

La Teoria delle decisioni studia il comportamento individuale in modo formale
tramite modelli matematici basati su assiomi comportamentali, cioè su assunzioni
sulle scelte degli agenti economici (per esempio, che esse siano transitive). Dagli
assiomi comportamentali si derivano, tramite teoremi di rappresentazione, funzioni
obiettivo che guidano le decisioni degli agenti nei loro problemi di ottimo (per
esempio, la massimizzazione del profitto per le imprese).

Dopo i fondamentali contributi di John von Neumann degli anni quaranta, la
modellizzazione matematica del comportamento individuale si basa su idee e metodi
dell’Analisi Funzionale, in particolare sui metodi di dualità. La relazione presenterà
alcuni di tali metodi, che negli ultimi venti anni hanno svolto un ruolo importante
in Teoria delle decisioni e, più in generale, in Economia teorica.
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Stefano Meda: Alcuni aspetti dell’analisi su varietà
riemanniane a crescita esponenziale di volume

Stefano Meda1

Dipartimento di Matematica e Applicazioni, Università di Milano–Bicocca
email: stefano.meda@unimib.it

Sunto

Negli ultimi tre decenni l’analisi su varietà Riemanniane ha conosciuto un no-
tevole sviluppo, che ha dato luogo a una vasta produzione scientifica. I risul-
tati ottenuti e le tecniche utilizzate dipendono, in larga misura, dalle proprietà
analitico-geometriche di volta in volta assunte sulla varietà.

In questa conferenza discuterò alcuni risultati riguardanti l’analisi su una classe
di varietà riemanniane M a crescita esponenziale di volume comprendente gli spazi
iperbolici e le loro più immediate generalizzazioni, cioè gli spazi di Damek–Ricci
e gli spazi simmetrici di tipo non compatto, nonché, ad esempio, le varietà di
Cartan–Hadamard con curvatura negativa.

La maggior parte dei risultati di cui farò menzione hanno per oggetto l’ope-
ratore di Laplace–Beltrami L su M e illustrano il fatto che proprietà geometriche
delle varietà considerate influenzano in modo marcato le proprietà analitiche di L,
le quali, in molti casi, risultano significativamente differenti dalle corrispondenti
proprietà del classico operatore di Laplace ∆ sullo spazio euclideo. Tale diversità
di comportamento è sovente conseguenza più o meno diretta della non uniforme
ellitticità di L (all’infinito).

La prima parte della conferenza sarà dedicata alla discussione delle ipote-
si geometriche che assumerò su M e all’esposizione di qualche esempio/risultato
elementare.

Nella seconda parte concentrerò l’attenzione sull’estensione alla classe di va-
rietà considerata di alcuni aspetti della classica teoria degli integrali singolari. In
particolare definirò due spazi funzionali che svolgono, nel contesto considerato, le
funzioni del classico spazio di Hardy H1(Rn) e del suo duale BMO(Rn), ne di-
scuterò le principali proprietà e ne illustrerò l’utilità nell’analisi di alcuni operatori
naturalmente associati a L, quali le trasformate di Riesz e i moltiplicatori spettrali.

Parte dei risultati che esporrò in questa conferenza è contenuta in recenti lavori
in collaborazione con Giancarlo Mauceri e Maria Vallarino.

1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN 2009 “Analisi Armonica”
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Intervento: Stefano Meda,
Alcuni aspetti dell’analisi su varietà riemanniane a crescita

esponenziale di volume,
Bollettino U. M. I. (9) IV (2012), 631–654
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Giuseppe Mingione: Aspetti non lineari della teoria
di Calderón-Zygmund

Giuseppe Mingione
Dipartimento di Matematica, Università di Parma

email: giuseppe.mingione@unipr.it

Sunto

La teoria di Calderón-Zygmund, nel caso classico, permette di dedurre in modo
ottimale le proprietà di integrabilità e differenziabilità delle soluzioni di equazioni
ellittiche e paraboliche lineari in termini della regolarità dei dati assegnati a priori.
Presenterò una serie di risultati che concorrono a formare un analogo non lineare
della teoria lineare classica.

Intervento: Giuseppe Mingione,
La teoria di Calderón-Zygmund dal caso lineare a quello non lineare,

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 269–297



!"##$%%&'" ()*) +)
,-. !" ,/012.3 /4-5/-6

#$ %&'()$ *) +$,*&('-./01234.* *$, 5$6' ,).&$(&

$ 74&,,' .'. ,).&$(&

7+(89::9 *+;7+<;9

8'33$()'9 5 !" #$%&'" (' )"*($&%+,-./012,( 3$& $42"5'%,' $**'##'67$ $ 3"&"8%*'67$ *'-
,$"&' "11$##$ 2, ","*%0% ,%, *',$"&$ 67$ 9' $: ",("#% 1", 1",% ($*',$",(% 9$13&$
3'2: 67'"&"1$,#$ ,$0*' 2*#'1' ",,'; <' 9$02'#% 9' ('962#%,% "*62,' &'92*#"#' ="*'(' ',
42$9#% "18'#%;

:) 5 ;)<$2$=)'.& >(&,)3).$(&

=>$?%" %$?%" @&A@$'B$ C#& D@C"E$'%& FG$ G" %@D%%D%" '$##D E&D F"'H$@$'ID
C$'$@D#$ D##J>#%&E" K"'C@$??" B$##J('&"'$ *D%$ED%&FD +%D#&D'D3 %$'>%"?& D
!"#"C'D #" ?F"@?" 8$%%$EL@$ /011) MAA@"H&%%" N>&'B& B& N>$?%D "FFD?&"'$ A$@
%$'%D@$ >'J"A$@DI&"'$ A$@ E$ '>"OD ,P.3 N>$##D B& ?F@&O$@$ H&'D#E$'%$ >' #DO"@" &'
&%D#&D'") ;"' FG$ N>$?%" ?& #$CG& DB >'D B$##$ C$'%&#& @&FG&$?%$ B$C#& "@CD'&IID%"@&
$ B$C#& $B&%"@& B$# !(*+3 ED G" A$'?D%" FG$ B"A" OD@&$ E$E"@&$ ?F@&%%$ &' &'5
C#$?$ H"??$ #J"@D B& $?A@&E$@?& D#E$'" >'D O"#%D D'FG$ &' &%D#&D'") 8$ '$ ?F@&O"'"
?$EA@$ E$'" B& #DO"@& &' &%D#&D'" $B $Q C&>?%" F"?RQ3 A$@ "OO&$ $?&C$'I$ B& F"E>5
'&FDI&"'$S &# A@$II" FG$ A$@"Q ?& ADCD $Q N>$##" "OO&"T A$@ N>D'%" @&C>D@BD #D
*D%$ED%&FD &# #&'C>DCC&" '"' ?& $O"#O$ $ @&C$'$@D ?$F"'B" & '"@ED#& @&%E& B$%%D%&
BD& FDEL&DE$'%& B$##D O&%D N>"%&B&D'D3 B&O$'%D'B" ?%D%&F" $ O&D O&D &'D%%>D#$3
"L?"#$%") ('" B$& ?&'%"E& A&>Q F#D??&F& B& N>$?%" A@"F$??" $Q A$@ $?$EA&" &# A@$5
OD#$@$3 '$##$ '"@ED#& B&?F>??&"'& A@"H$??&"'D#& %@D ED%$ED%&F& &%D#&D'&3 B& >' #&'5
C>DCC&" &L@&B" #D F>& ?%@>%%>@D C@DEED%&FD#$ B& LD?$ $Q N>$##D B$##J&%D#&D'"3 ED
?>##D N>D#$ OD''" ED' ED'" &''$?%D'B"?&3 &' ED'&$@D A&>%%"?%" B&?"@B&'D%D3 OD@&
&'C#$?&?E& ?A$??" H"@ID%& N>D#& DB $?$EA&" #D F"'&>CDI&"'$ &%D#&D'D B& O$@L&
?%@D'&$@& " #J&%D#&D'&IIDI&"'$ B& %$@E&'& D'C#"H"'&) UD ED'FD'ID B& %$@E&'"#"C&D
#$CD%D D'FGJ$??D D##D ?$EA@$ A&>Q @DBD A@D%&FD B$##D ?F@&%%>@D ?F&$'%&H&FD &' &%D#&D'"3
A"@%D D##J&EA@"OO&?DI&"'$ #&'C>&?%&FD3 D##D %@DB>I&"'$ B&?%@D%%D3 $3 &'H&'$3 D##D
ED'FD'ID B& F"EA&>%$IID $?%$%&FD N>D'B" '"' DBB&@&%%>@D B& F"@@$%%$IID C@DE5
ED%&FD#$) ;"' ?& A>"Q DO$@$ %>%%" BJD#%@D AD@%$3 ED "C'& %D'%" N>D#FG$ #DO"@" &'
&%D#&D'" '"' ?D@$LL$ ED#$ ?F@&O$@#"3 F"?RQ3 A$@ DCC&"@'D@$ #D #&'C>D ED D'FG$ H"@?$
A$@ VVED'%$'$@?& &' D##$'DE$'%"JJ)

## @$?%" B$##JD@%&F"#"3 B&?%DFFD'B"?& D'FG$ '$##D A@$?$'%DI&"'$ BD##J>?>D#$ E"B"
B& ?F@&O$@$ #DO"@& B& @D??$C'D 5 '$ G" C&DQ ?F@&%%& D#%@& ?> N>$?%& D@C"E$'%& 5 ?$C>$

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 161



&'O$F$ DLLD?%D'ID H$B$#E$'%$ #J"@B&'$ $ #D ?$#$I&"'$ B$C#& D@C"E$'%& A@$?$'%D%&
D# K"'C@$??" (*+3 ?$'ID %$'%D@$ $?AD'?&"'& " F"'%@DI&"'&3 ED D%%$'$'B"?& D#5
#J$?A"?&I&"'$ "@&C&'D#$ B$C#& D@C"E$'%& $ DB >'D >?D'ID "@ED& B&E$'%&FD%D3 FG$
O$B$ &# %$?%" ?F@&%%" F"E$ VV%@D?F@&I&"'$ B$##D F"'H$@$'IDJJ) +# @$?%" B$# #DO"@" ?D@DQ
?F@&%%" &' A@&ED A$@?"'D A#>@D#$)

?) 5 ", >&()'*' 5,$66)5'

;$##JDEL&%" B$##$ $N>DI&"'& D##$ B$@&OD%$ AD@I&D#& #D %$"@&D B& KD#B$@"W'5XYCE>'B
F#D??&FD @&?A"'B$ D B"ED'B$ F"E$ VVZD%D >'J$N>DI&"'$ $##&%%&FD " AD@DL"#&FD *',$"&$3
$Q A"??&L&#$ B$%$@E&'D@$ &'E"B" "%%&ED#$ #J&'%$C@DL&#&%DQ B$##$ ?"#>I&"'& &' H>'I&"'$ B&
N>$##D B$# BD%"[JJ) :$@ H&??D@$ #$ &B$$3 $Q "AA"@%>'" F"'?&B$@D@$ >' A@"L#$EDE"B$##"3
FG$ L$' H>'C$ BD AD@DB&CED A$@ N>$##&3 A&>Q C$'$@D#&3 FG$ O$@@D''" F"'?&B$@D%& B&
?$C>&%") K"'?&B$@&DE" D##"@D #D F#D??&FD $N>DI&"'$ B& :"&??"'

!"2 # ! !$/"1%

&'!, F"' , & /) ;$# FD?" A&>Q C$'$@D#$ &' F>& @&?>#%D%& ?&C'&H&FD%&O& ?"'" B&?A"'&L&#& ?&
A>"Q F"'?&B$@D@$ &# FD?" &' F>& ! @DAA@$?$'%& >'DE&?>@D3E$'%@$ A$@ ?$EA#&F&%DQ N>& F&
#&E&%$@$E" D F"'?&B$@D@$ &# FD?" &' F>& ! ' )(

6 ,!,. $ D B$?F@&O$@$ F"E$ ?& "%%$'C"'"
?%&E$ " 3&'%&') +# FD?" &' F>& ! ?&D >'D E&?>@D A>"Q A"& $??$@$ HDF&#E$'%$ %@D%%D%"
%@DE&%$ >?>D#& A@"F$B&E$'%& B& DAA@"??&EDI&"'$ 5 ?& O$BD DB $?$EA&" #D 8$I&"'$ \
A&>Q &' LD??") ]"@'&DE" D##"@D D##J$N>DI&"'$ E"B$##" ,/)1.) UD %$"@&D F#D??&FD B&
KD#B$@"W'5XYCE>'B DHH$@ED #D OD#&B&%DQ B$##D ?%&ED " 3&'%&'

)</2)!4 ! )!)!4 ?$ 1!4!( "$/"/%

=>&'B&3 '$# FD?" C$'$@D#$ DLL&DE"

! ' !4 #*</2 ' !4 ?$ 1!4!( "$/"2%

UD A@$F$B$'%$ &EA#&FDI&"'$ ?E$%%$ B& OD#$@$ '$& FD?& #&E&%$ 4 # 1!() +'"#%@$3
"??$@O&DE" FG$ #D ,/)2. $Q B&E$'?&"'D#E$'%$ F"@@$%%D $ "%%&ED#$T ?%&DE" "%%$'$'B"
?>##J^$??&D'" #D ?%$??D &'H"@EDI&"'$ FG$ DLL&DE" ?># UDA#DF&D'"3 FG$ $Q #D ?"EED
B$##$ B$@&OD%$ ?$F"'B$ A>@$) Z&DE" D##"@D >'J"FFG&D%D D A"??&L&#& ?%@D%$C&$ B&5
E"?%@D%&O$ B$##D ,/)/.) UJDAA@"FF&" F#D??&F" HD >?" B$##$ H"@E>#$ F#D??&FG$ B&
@DAA@$?$'%DI&"'$) :&>Q A@$F&?DE$'%$3 ?& >?D #D @DAA@$?$'%DI&"'$ O&D '>F#$" B&
F"'O"#>I&"'$

2,>. # ! ?,>! /. (!,/.$/"_%

B"O$ ?, + . $Q #D H>'I&"'$ B& 7@$$'

?,>! /. ,
->! /-/!, ?$ , & 2

#"C ->! /- ?$ , # / "

!
$/"\%

/60 7+(89::9 *+;7+<;9

162 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



8& "??$@O& 5 A$@ >' D%%&E" #&E&%&DE"F& D# FD?" , & 2 5 FG$ &# '>F#$" ->-/!, $Q #"5
FD#E$'%$ &'%$C@DL&#$S N>&'B& "??$@O&DE" ?>L&%" FG$ $O$'%>D#& H"@E>#$ B& EDC5
C&"@DI&"'$ A$@ #D 23 &' %$@E&'& B$# BD%" !3 ?& A"??"'" "%%$'$@$ >?D'B" N>$?%" HD%%"3
$ ?$EA#&F& EDCC&"@DI&"'& N>D'%&%D%&O$ ?># '>F#$" B& F"'O"#>I&"'$) +' D#%@$ AD@"#$3
A"??&DE" #&E&%D@F& D ?%>B&D@$ N>D'%" $Q C@D'B$ ?, + . $ ?> N>$?%" A>'%" %"@'$@$E"
A&>Q %D@B&3 '$##D 8$I&"'$ 4)

MB$??"3 B&HH$@$'I&D'B" #D ,/)_. B>$ O"#%$ ?"%%" &# ?$C'" B& &'%$C@D#$3 ?& D@@&OD
D##D '>"OD H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$

</2,>. , ! @,>! /. (!,/.$/"4%

B"O$ ?%DO"#%D -@,>.-! ->-!, $Q >' '>F#$" '"' #"FD#E$'%$ &'%$C@DL&#$) UJD'D#&?&
B$##D %@D?H"@EDI&"'$ 'D%>@D#E$'%$ &'B"%%D BD##D ,/)4. B&O$'%D N>&'B& A&>Q B$#&FD%D3
$ ?& @&FG&$B$ >' A@"F$B&E$'%" A&>Q @DHH&'D%"T '"' LD?%D'B" #$ ?>$ A@"A@&$%DQ B&
F@$?F&%D ?& >?$@DQ &# HD%%" FG$ &# '>F#$" @, + . ?"BB&?HD F"E>'N>$ B$##$ A@"A@&$%DQ B&
FD'F$##DI&"'$ FG$ O$@@D''" $?A#&F&%D%$ E$B&D'%$ >' "AA"@%>'" A@"F$B&E$'%" B&
E&F@"#"FD#&IIDI&"'$) +' D#%@$ AD@"#$3 &# E"%%" ?$EL@D $??$@$T VV=>D'B" #$ A@"A@&$%DQ
B& F@$?F&%D '"' LD?%D'"3 ?& F$@FG&'" N>$##$ B& FD'F$##DI&"'$JJ) =>$?%" %&A" B& DA5
A@"FF&" $Q "CC& >' AD@DB&CED '$##D E"B$@'D D'D#&?& '"' #&'$D@$T "O$ ?& A@$?$'%&
>'D ?&%>DI&"'$ B"O$ ?& "??$@OD >'D VVF@$?F&%D F@&%&FDJJ FG$ '"' F"'?$'%$ B& "%%$'$@$
@&?>#%D%& LD?D'B"?& ?"#" ?>##JD'D#&?& B& N>D'%" #$ N>D'%&%DQ &' C&"F" VV?"'" C@D'B&JJ3 ?&
AD??D D "%%$'$@$ @&?>#%D%& ?F"OD'B" #D A@$?$'ID B& "AA"@%>'$ FD'F$##DI&"'&3 FG$ A"&
?& @&O$#D'" &EED'FDL&#E$'%$ #J&'C@$B&$'%$ H"'BDE$'%D#$) 8& "??$@OD'" H$'"E$'&
B$# C$'$@$ '$##D %$"@&D B$##$ EDAA$ D@E"'&FG$3 '$##J&'%$C@DL&#&%DQ A$@ F"EA$'?D5
I&"'$ B$& B$%$@E&'D'%&3 '$##JD'D#&?& B& A@"L#$E& &'OD@&D'%& A$@ %@D?H"@EDI&"'&
F"'H"@E& 5 @DFF"ED'B&DE" D N>$?%" A@"A"?&%" B& BD@$ >'J"FFG&D%D D# @$F$'%$
#DO"@" B& `&O&$Q@$ a66b) =>$##D FG$ ?%&DE" "??$@OD'B" &' N>$?%" FD?" ?$EL@D $??$@$
>'D B$##$ A@&E$ 5 ?$ '"' A@"A@&" #D A@&ED &' D??"#>%" 5 F&@F"?%D'ID &' F>& %D#$
A>'%" B& O&?%D O&$'$ ?$C>&%" &' E"B" $?A#&F&%")

c$'&DE" DB$??" D& B$%%DC#&T #D ,/)4. ?A&'C$ DAA>'%" D F"'?&B$@D@$ #D %@D5
?H"@EDI&"'$ &'%$C@D#$

).,!.,>. !# ! @,>! /. (!,/. !

B$H&'&%D &'&I&D#E$'%$ ?> H>'I&"'& #&?F$ D ?>AA"@%" F"EAD%%") 8& "??$@OD "@D FG$ &#
'>F#$" @, + . ?"BB&?HD #$ ?$C>$'%& A@"A@&$%DQT

)@)!/ . )"@)!( / A !$/"6%

B"O$ "@ $Q #D %@D?H"@ED%D B& d">@&$@ B& @, + .) =>$?%"3 $ &# F#D??&F" %$"@$ED B&
:#D'FG$@$#3 A$@E$%%"'" B& B$B>@@$ #D #&E&%D%$IID B& )., + . ?> !/

)).,!.)!/ ! )!)!/ "$/"e%

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /61

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 163



MB$??"3 $FF" *$ 6",6$**"5'%,'T OD#$ #D F"'B&I&"'$ ,B$%%D B& ^"g@ED'B$@.

!
->-&/-/-

-@,>! /.! @,>.- (> / A A$@ "C'& / ' !,$/"-%

FG$ $Q O$@&H&FD%D A$@ >'D F$@%D F"?%D'%$ H&'&%D A) (?D'B" ,/)6.5,/)-.3 $ A"& >?D'B"
D@C"E$'%& B& &'%$@A"#DI&"'$ $ B>D#&%DQ >?>D#&3 ?& A>"Q DB$??" B&E"?%@D@$ FG$

)).,!.)!4 ! )!)!4 ?$ 1!4!($/"10%

$ FG$ &' >#%&ED D'D#&?& OD#$ #D ,/)/.) UJDAA@"FF&" DAA$'D B$?F@&%%" $Q ?%D%" "@&C&5
'D@&DE$'%$ &'%@"B"%%" $ ?$C>&%" '$& F#D??&F& #DO"@& a/03 /1b3 B"O$ #D F"'B&I&"'$ B&
FD'F$##DI&"'$ ,/)-. O$'&OD BD%D &' >'D H"@ED E$'" C$'$@D#$3 A&>Q DBD%%D D# '>F#$"
F"'?&B$@D%" &' ,/)4.) +# FD?" 4 # 1 @&ED'$ H>"@&3 A"&FG$W &' C$'$@D#$ #D ,/)/. '"'
OD#$) =>$##" FG$ &' @$D#%DQ OD#$ $Q A&>Q B$L"#$ ED '"' $Q E$'" &EA"@%D'%$ $ &'HD%%&
O&$'$ >?D%" F"E$ LD?$ A$@ & A@"F$B&E$'%& &'%$@A"#D%&O& FG$ A"& A"@%D'" D##D ,/)10.S
A$@ N>$?%" DLL&DE" L&?"C'" B& &'%@"B>@@$ C#& ?ADI& B& *D@F&'h&$i&FI ,?ADI& B&
U$L$?C>$ B$L"#&.)

Z9d+;+X+<;9 /)1) 5 B'" # & 1 $ " 0 !, 2, ',9'$1$ 1'92&"8'*$C 2," D2,5'%,$
1'92&"8'*$ E ! " 1 !F "33"&#'$,$ " 2#,"!!F. 3 2#,". 9$ $ 9%*% 9$

?>A
#&0

##-4> ' " ! -E- # #5- #! )E)#2#,".!( "$/"11%

=>$?%& ?ADI& ?"'" AD@%&F"#D@E$'%$ DBD%%& D ?%>B&D@$ ?&%>DI&"'& #&E&%$3 $B &'
AD@%&F"#D@$ & A@"L#$E& FG$ F"&'O"#C"'" A"%$'I&D#& ;$i%"'&D'&3 F"E$ N>$##& FG$
?%&DE" D'D#&IID'B" N>& $ F"E$ N>$##& FG$ &'%$@O$'C"'" '$##JD'D#&?& B$& A@"L#$E&
F"' BD%" E&?>@D) :$@ $?$EA&"3 ?& GD

1

->-,$#
' 2#,A,0! 1.. 6 !#,A,0! 1..

A$@ "C'& # & 1" +' C$'$@D#$ ?& "%%&$'$

!# 7#! 2# 7#! !
#!$ A$@ "C'& $ # 0 "$/"1/%

A$@ N>D'%" @&C>D@BD #D A@&ED &'F#>?&"'$ &' ,/)1/.3 $ A$@ #D E"%&ODI&"'$ ?%$??D B$##D
B$H&'&I&"'$ &' ,/)11.3 LD?%D "??$@OD@$ FG$

-4-E- # #5- # !
4-E-##5

(> / !
4-E-##5

-E-#

##
(> / )E)#!#

##

F"?&FFG$W )E)2# / )E)!# " MLL&DE" D##"@D FG$ &# FD?" #&E&%$ B$##D ,/)10. $Q BD%" BD

)).,!.)21 ! )!)!1$/"12%

/6/ 7+(89::9 *+;7+<;9

164 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



$3 &' >#%&ED D'D#&?&3

)</2)21 ! )!)!1 "

+' @$D#%DQ3 F"E$ C&DQ DFF$''D%" ?"A@D3 #D B&E"?%@DI&"'$ B$##D ,/)10. ?& "%%&$'$
A@"A@&" &EA&$CD'B" #D ,/)e. &' F"EL&'DI&"'$ F"' #D ,/)12.T >?D'B" #D F#D??&FD &'5
%$@A"#DI&"'$ B& *D@F&'h&$i&FI ?& "%%&$'$ #D OD#&B&%DQ B$##D ,/)10. A$@ 1!4!/)
+'H&'$3 >?D'B" #D B>D#&%DQ 5 @&F"@B&DE" FG$ &# A@"L#$ED $Q #&'$D@$ 5 ?& "%%&$'$ #D
,/)10. D'FG$ A$@ /!4!()

K"'F#>B$'B"3 ?$EL@D FG&D@" FG$ #JDAA@"FF&" B$?F@&%%" ?"A@D ?& LD?D ?> >'
A@"C@DEED FG$ B&A$'B$ H"@%$E$'%$ BD##D #&'$D@&%DQ B$# A@"L#$ED F"'?&B$@D%"3 $
DBB&@&%%>@D BD##D ?>D H"@ED $?A#&F&%D) `&D??>E$'B"3 DLL&DE" &# ?$C>$'%$T

:`<7`M**M KX1 ,K#D??&F" B"A" KD#B$@"Q' j XYCE>'B.

8 8& >?D #D ?%@>%%>@D B$##J$N>DI&"'$ A$@ "%%$'$@$ >'D H"@E>#D B& @DA5
A@$?$'%DI&"'$ &'%$C@D#$)

8 8& ?%>B&D #J"A$@D%"@$ &'%$C@D#$ &'B"%%" BD %D#$ H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$
D'D#&IID'B" #$ A@"A@&$%DQ B& FD'F$##DI&"'$ B$# '>F#$" A$@ "%%$'$@$ #D ,/)12.)

8 8& >?D &'H&'$ #J&'%$@A"#DI&"'$ $ #D B>D#&%DQ A$@ "%%$'$@$ #D ,/)10. BD##D F"E5
L&'DI&"'$ B& ,/)e. $ ,/)12.)

/)1 5 G, "33&%66'% 3'2: 0$,$&"*$

UD @&F$%%D B$?F@&%%D '$##D ?$I&"'$ A@$F$B$'%$ A@"A"'$ >' A&D%%" >' A"J A$5
?D'%$T A@&ED #J>?" B& >'D H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$ >?D%D A$@ DLLD'B"'D@$
#J$N>DI&"'$ B& AD@%$'ID3 A"& #JD'D#&?& B& >'D %@D?H"@EDI&"'$ &'%$C@D#$ $ B$##$
FD'F$##DI&"'& B$# ?>" '>F#$" $3 &'H&'$3 #J>?" B& %$"@$E& B& &'%$@A"#DI&"'$ $ B& E$%"B&
B& B>D#&%DQ) 8D@$LL$ N>&'B& D>?A&FDL&#$ DO$@$ >'D B&E"?%@DI&"'$ A&>Q #$CD%D D##D
%$"@&D B$##$ $N>DI&"'& D##$ B$@&OD%$ AD@I&D#&3 FG$ >%&#&IID??$ EDCD@& ?%@>E$'%&
F&@F"?F@&%%& D##JDEL&%" B$##D %$"@&D ?%$??D) =>$?%" D##$CC$@&E$'%" $Q &'HD%%& A"??&5
L&#$ $ &'&I&DE" N>& D B$?F@&O$@$ >' A$@F"@?" (' ($9#&2##2&"5'%,$ ($* H&%0&"11"
).I FG$ A"@%$@DQ D##D H&'$ DB >'D B&E"?%@DI&"'$ $??$'I&D#E$'%$ $#$E$'%D@$ B$&
A@&'F&AD#& @&?>#%D%&3 D'FG$ A$@ $N>DI&"'& '"' #&'$D@&3 FG$ '"' HD >?" $?A#&F&%" B$C#&
?%@>E$'%& B& M'D#&?& M@E"'&FD A@$?$'%& '$# :@"C@DEED KX1) Z& N>$?%& ?& F"'5
?$@O$@DQ A$@"Q3 $ &'$O&%DL&#E$'%$3 #" ?A&@&%") =>$?%" A$@F"@?" %@"O$@DQ #D ?>D F"'5
F#>?&"'$ '$# :@"C@DEED KX_ B$?F@&%%" A&>Q &' LD??" '$##D 8$I&"'$ _)1)

+# A@&E" %$'%D%&O" &' N>$?%D B&@$I&"'$ @&?D#$ D# #DO"@" B& KDEAD'D%" $
8%DEADFFG&D a//b) +' >#%&ED D'D#&?&3 & A@&E& B>$ A>'%& B$# :@"C@DEED KX1 O$'5
C"'" ?D#%D%&3 $ ?& >?D ?"#%D'%" #D B>D#&%DQ $ >' A&>Q $HH&FDF$ @&?>#%D%" B& &'%$@A"#DI&"'$
"%%$'>%" &' ae13 e/b) Z$?F@&O$@$E" N>$?%" A@"F$B&E$'%" A$@ >' A@"L#$ED #$C5
C$@E$'%$ B&HH$@$'%$3 ED FG$ A@$?$'%D3 A$@ N>$##" FG$ F& &'%$@$??D3 #$ ?%$??$ FD5
@D%%$@&?%&FG$ B& N>$##" DHH@"'%D%" '$##D ?$I&"'$ A@$F$B$'%$) :&>Q A@$F&?DE$'%$

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /62

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 165



F"'?&B$@&DE" #J$N>DI&"'$

"2 # B&OJ$/"1_%

A$@ #$ ?"#>I&"'& B$##D N>D#$ O"C#&DE" ?%DL&#&@$ >'D EDCC&"@DI&"'$ B&E$'?&"5
'D#E$'%$ "%%&ED#$ B$# %&A"

)<2)!4 ! )J)!4 N>D'B" 1!4!( "$/"1\%

U" ?FG$ED B$##D ?$I&"'$ A@$F$B$'%$ ?& A>"Q D'F"@D ?$C>&@$3 F"E$ ?& B&F$OD3
?$EA#&F$E$'%$ ?"?%&%>$'B" ! F"' B&OJ &' ,/)_.3 B$@&OD'B" 2," 9%*" =%*#" ?"%%" D#
?$C'" B& &'%$C@D#$ $ A"& &'%$C@D'B" A$@ AD@%& A$@ DO$@$ >' "A$@D%"@$ &'%$C@D#$3
B$# %&A" )., + .3 FG$ DC&?F$ ?> J $ '"' ?> B&OJ) =>& A@$'B&DE" A$@"Q >'JD#%@D
?%@DBD3 F"'?&B$@D'B" #J"A$@D%"@$3 AD#$?$E$'%$ #&'$D@$3 B$H&'&%" BD

K!J 91<2 B"O$ 2 $ #D ?"#>I&"'$ B& ,/)1_. "

UJ"A$@D%"@$ O&$'$ B$H&'&%" &' @$D#%DQ ?A$F&H&FD'B" >' DA$@%" B& @&H$@&E$'%" ?>HH&5
F&$'%$E$'%$ @$C"#D@$3 $O$'%>D#E$'%$ A@$'B$'B" D'FG$!,3 $ >' BD%" D# L"@B"3 &'
N>$?%" FD?" A@$'B&DE" N>$##" '>##" A$@ H&??D@$ #$ &B$$) *"#%&A#&FD'B" #D ,/)1_. $
&'%$C@D'B" A$@ AD@%& ?& "%%&$'$ HDF&#E$'%$ #D ?%&ED

)K,J.)!/ ! )J)!/ "$/"14%

+' C$'$@D#$3 #D ?%&ED )K,J.)!( ! )J)!( '"' OD#$T ?& "%%&$'$ &'O$F$

)K,J.)!*< ! )J)!($/"16%

B"O$ !*< $Q >'" ?ADI&" H>'I&"'D#$ FG$ B$?F@&O$@$E" N>D#FG$ @&CD A&>Q &' LD??")
MB$??" &# A>'%" $Q FG$ !*< $Q >'" ?ADI&" %33%&#2,"1$,#$ ='6',% " !( (" 6%,-
9$,#'&$ (' ',#$&3%*"&$ ,/)14. $ ,/)16. 6%1$ 9$ D%99$ 3&%3&'% !(3 D##D H&'$ "%%$'$'B"

)K,J.)!4 ! )J)!4 N>D'B" / / 4!( "

=>$?%J>#%&ED EDCC&"@DI&"'$ '"' $Q '&$'%JD#%@" FG$ N>$##D '$##D ,/)1_. A$@
/ / 4!(S &# FD?" 1!4!/ O&$'$ &'H&'$ "%%$'>%" A$@ B>D#&%DQ C@DI&$ D'F"@D >'D
O"#%D D##D #&'$D@&%DQ B$# A@"L#$ED) K"E$ ?& B&F$OD A@&ED3 &# %$"@$ED B& &'%$@A"#D5
I&"'$ @&#$OD'%$ '$##D HD%%&?A$F&$ $Q ?%D%" "%%$'>%" BD 8%DEADFFG&D &' ae13 e/b3
E$'%@$ #JD@EDE$'%D@&" B& ?%&E$ &'%$C@D#& FG$ A$@E$%%$ B& "%%$'$@$ ,/)16. $Q $?5
?$'I&D#E$'%$ H@>%%" B$##JDAA@"FF&" B& KDEAD'D%" D##D @$C"#D@&%DQ) :$@ >'D L>"'D
&'%@"B>I&"'$ D N>$?%& D@C"E$'%& F& ?$'%&DE" B& @DFF"ED'BD@$ #D #$%%>@D B$#5
#J$FF$##$'%$ %@D%%D%" B& 7&>?%& a2eb)

UJDAA@"FF&" DAA$'D B$?F@&%%" A$@E$%%$ D##"@D B& ?D#%D@$ & A@&E& B>$ A>'%& B$#
A@$F$B$'%$ :@"C@DEED KX13 %@D%%$'$'B" ?"#%D'%" &# %$@I") +' AD@%&F"#D@$3 #J>?"
B$##$ FD'F$##DI&"'& ?$EL@D $??$@$ $O&%D%") +' @$D#%DQ '"' $Q F"?&T F"E$ ?A$??" FDA&%D3
N>D'B" ?& A$'?D B& $??$@?& ?LD@DIID%& B& >'" ?%@>E$'%" E"#%" &'H#>$'%$ $ &'5
C"EL@D'%$3 $??"3 " &# ?>" HD'%D?ED3 @&DAAD@$ D#%@"O$) +' N>$?%" FD?"3 >' DFF>@D%"
>?" B& A@"A@&$%DQ B& FD'F$##DI&"'$ ?& 'D?F"'B$ A@"A@&" '$##J>'&F" A>'%" FG$ '"'

/6_ 7+(89::9 *+;7+<;9

166 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



DLL&DE" ?A$F&H&FD%" N>&3 #" ?ADI&" !*<3 $ '$# ?>" >?" '$##JDEL&%" B$##D %$"@&D
B$##J&'%$@A"#DI&"'$) 9Q N>&'B& O$'>%" &# E"E$'%" B& BD@$3 B& %D#$ ?ADI&"3 #D B$H&5
'&I&"'$ A@$F&?D) Z& ?$C>&%" B$'"%&DE" F"'

A,>!L. !# 4/ ' !, ! ->! /-!L5

#D AD##D DA$@%D B& !, B& F$'%@" > $ @DCC&" L # 0 $ F"'

,=.A,>!L. !# !!
A,>!L.

=,/. (/

#D E$B&D &'%$C@D#$ B& >'D H>'I&"'$ &'%$C@DL&#$ = ?> A,>!L.) ZD%" >' DA$@%"
" 7 !, #D H>'I&"'$ = ' !1,". DAAD@%&$'$ D !*<,". ?$ $ ?"#" ?$

a=b!*< !# ?>A
A,>!L.:"!L#0

!!
A,>!L.:"

-=,/.! ,=.A,>!L.- (/!( "$/"1e%

=>$?%" ?ADI&" H>'I&"'D#$ $Q ?%D%" &'%@"B"%%" BD k"G' j ;&@$'L$@C a_eb3 FG$ '$
GD''" B$?F@&%%" D#F>'$ &EA"@%D'%& A@"A@&$%DQ3 %@D #$ N>D#&3 N>$##D FG$ A&>Q F& &'%$5
@$??D N>&3 $Q N>$##D B& &'%$C@DL&#&%DQ #&E&%$ B& %&A" $?A"'$'I&D#$

!
"

$lA ,6-=-. (>!($/"1-%

B"O$ 6 $Q >'D F"?%D'%$ FG$ B&A$'B$ BD , $3 "OO&DE$'%$3 BD##D ?$E&'"@ED a=b!*<)
ZD##D ,/)1-. ?$C>"'" %@D #JD#%@" #$ &'F#>?&"'& ,?%@$%%$.

!( 7 !*< 7 !4 A$@ "C'& 4!( "

UD ,/)1e. BDQ &' N>D#FG$ E"B" F"'%" B$# HD%%" FG$ !*< $Q >'" ?ADI&" ?>HH&5
F&$'%$E$'%$ O&F&'" D !( BD F"EA"@%D@?&3 BD# A>'%" O&?%D B$##J&'%$@A"#DI&"'$3
F"E$ !(3 E"%&OD'B" #JDHH$@EDI&"'$ HD%%D N>D#FG$ @&C" A&>Q &' D#%") UJ&'H"@5
EDI&"'$ H"'BDE$'%D#$ FG$ B&HH$@$'I&D !*< BD !( $Q D##"@D A@"A@&" F"'%$'>%D
'$##D H&'&%$IID B& a=b!*<3 FG$3 D ?>D O"#%D3 @&H$@&?F$ B$# HD%%" FG$ #$ "?F&##DI&"'&
B& = ?"'" &' N>D#FG$ E"B" F"'%@"##D%$3 &' E"B" &'%$C@D#$3 D "C'& ?FD#D) =>$?%D
&'H"@EDI&"'$ ?& @&F"EL&'D "AA"@%>'DE$'%$ F"' C#& D@C"E$'%& B& &'%$@A"#D5
I&"'$ ?O&#>AAD%& &' ae13 e/b3 BD'B" >' @&?>#%D%" FG$ F"'%&$'$ >'J&'H"@EDI&"'$
D'D#"CD D N>$##D B$# %$@I" A>'%" B$# A@"C@DEED F#D??&F" ,KX1.3 F"?%&%>$'B"'$
&' >#%&ED D'D#&?& #D F"'%@"AD@%$ '$# A@$?$'%$ F"'%$?%") MB $??$@$ A&C'"#& D'FG$
&# ?$F"'B" A>'%" B$# :@"C@DEED KX1 DEE$%%$ >' D'D#"C"3 N>$?%D O"#%D #"5
FD#$T #D H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$ O&$'$ ?"?%&%>&%D #"FD#E$'%$ BD##$ ?%&E$ "
3&'%&' A$@ $N>DI&"'& "E"C$'$$3 FG$ E"?%@D'"3 VV#"FD#E$'%$JJ3 >'J"E"C$'$&%DQ
?&E&#$ D N>$##D B$##$ H"@E>#$ B& @DAA@$?$'%DI&"'$ >?>D#&) :"??&DE" D##"@D
?&'%$%&IID@$ F"' &# ?$C>$'%$

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /6\

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 167



:`<7`M**M KX/ ,B& KDEAD'D%" $ 8%DEADFFG&D.

8 8& >?D #D #&'$D@&%DQ B$##J$N>DI&"'$3 ED '"' #D ?>D H"@ED $?A#&F&%D3 A$@ B$H&'&@$
>' "A$@D%"@$ #&'$D@$3 FG$ A$@"Q ?%DO"#%D '"' $Q B& %&A" F"'O"#>I&"'$)

8 U$ H"@E>#$ B& @DAA@$?$'%DI&"'$ O$'C"'" ?"?%&%>&%$ BD "AA"@%>'$ ?%&E$ B&
@$C"#D@&%DQ A$@ ?"#>I&"'& #"FD#& B& $N>DI&"'& "E"C$'$$ a//bS N>$?%$ A$@E$%5
%"'" B& "%%$'$@$ D#F>'$ A@"A@&$%DQ @&#$OD'%& B$##J"A$@D%"@$ ?> VV?ADI& #&E&%$JJ)

8 8& >?D'" &'H&'$ #J&'%$@A"#DI&"'$ '$##D H"@ED &'%@"B"%%D &' ae13 e/b $ #D B>D#&%DQ3
B&@$%%DE$'%$ ?>##J"A$@D%"@$)

/)/ 5 H%#$,5'"*' D&"5'%,"&'

`&%"@'&DE" L@$O$E$'%$ DB >' B&?F"@?" DFF$''D%" A"F" B"A" #D ,/)4. $ A&>Q A@$F&5
?DE$'%$ %"@'&DE" DB$??" D F"'?&B$@D@$ #D ,/)_.3 FG$ O"C#&DE" ?%DO"#%D B&HH$@$'I&D@$
D# A&>Q >'D O"#%D) UJD'D#&?& B$# '>F#$" $ B$##$ ?>$ B$@&OD%$ A"@%D D BD@$ #D ?$C>$'%$

Z9d+;+X+<;9 /)/) 5 B'" % ' ,0!,bC *M%3$&"#%&$

N%,!.,>. !# !
!,

(!,/.

->! /-,!%
!

($D','#% 3$& 42"*9'"9' 1'92&" (' A%&$* !O 9' 67'"1" 3%#$,5'"*$ (' L'$95 (' ! ('
%&(',$ %;

=>D'B" , & 2 BD##D ,/)_. B&?F$'B"'" #$ ?$C>$'%& *'1'#"5'%,' 32,#2"*'

-2,>.-! -N/,!.,>.- $ -<2,>.-! N1,-!-.,>. !$/"/0%

F"' #D ?$F"'BD B$##$ B>$ FG$ @&ED'$ &' @$D#%DQ OD#&BD D'FG$ N>D'B" , # /) U$
EDCC&"@DI&"'& A@$F$B$'%& A$@E$%%"'" B& @&F"'B>@@$ &# A@"L#$ED B$##J&'%$C@DL&#&%DQ
B$##D ?"#>I&"'$ $ B$# ?>" C@DB&$'%$ D N>$##" B$# @$#D%&O" A"%$'I&D#$ B& `&$?I)
+'HD%%&3 &# F"EA"@%DE$'%" B& N>$?%J>#%&E" $Q '"%" &' OD@& ?ADI& H>'I&"'D#& a2b) :$@
$?$EA&" ?& GD

N%!!
4 1 !

,4
,!%4 ! 4 # 1 ! %4!,$/"/1%

BD F>&3 %@DE&%$ #D ?$F"'BD B&?>C>DC#&D'ID &' ,/)/0.3 ?& "%%&$'$

)<2)
!

,4
,!4

! )!)!4 ! 4 # 1 ! 4!, "

+'"#%@$3 C@DI&$ DB >' FD?" #&E&%$ B$##D ,/)/1. &' F>& &'%$@O$'C"'" C#& ?ADI& B&
*D@F&'h&$i&FI3 OD#$ A>@$

)<2)2 ,
,!1

! )!)!1

F"' >'D ?%&ED D'D#"CD3 "%%$'>%D A$@ DAA@"??&EDI&"'$3 '$# FD?" &' F>& ! ?&D &'
C$'$@D#$ >'D E&?>@D)

/64 7+(89::9 *+;7+<;9

168 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



@) 5 ", 5$6' .'. ,).&$(& & ,$ 64$ >('A,&3$%)5)%$B

UD #&'$D@&%DQ B$##J$N>DI&"'$ B& :"&??"' ,/)1. A$@E$%%$ >'D OD@&$%DQ B& DAA@"FF&
D# A@"L#$ED B$##D @&?"#>L&#&%DQ3 $ A"& B$##D @$C"#D@&%DQ3 ED A@&ED B& %>%%" D##D B$5
H&'&I&"'$ ?%$??D B& ?"#>I&"'$T H"@E>#$ B& @DAA@$?$'%DI&"'$3 E$%"B" B& $'$@C&D
,KD#F"#" B$##$ cD@&DI&"'& " E$%"B& B& E"'"%"'&D.3 DAA@"FF& A$@ B>D#&%DQ3 E$%"B" B&
:$@@"' ,A@&'F&A&" B& ED??&E" $ DAA@"FF& %&A" O&?F"?&%DQ.) 8& %@D%%D3 &' D#%@$ AD@"#$
VVB$##J$N>DI&"'$ A$@H$%%DJJ ,F"E$ A$@ $?$EA&" DED @&A$%$@$ U>&? KDHHD@$##&.) ]D#&
DAA@"FF& %@"OD'" $?%$'?&"'$ A&>Q " E$'" B&@$%%D D# FD?" B& $N>DI&"'& $##&%%&FG$
#&'$D@& C$'$@D#&3 A$@E$%%$'B" D'FG$ >' F$@%" C@DB" B& &@@$C"#D@&%DQ ?>& F"$HH&5
F&$'%& FG$ $O$'%>D#E$'%$ ?& O"#$??$@" F"'?&B$@D@$) UD ?&%>DI&"'$ FDEL&D '$#
FD?" '"' #&'$D@$3 FG$ ?& A@$?$'%D &'O$F$ &' E"B" D??D& A&>Q A@"L#$ED%&F"3 F"E$
O$B@$E" %@D A"FG&??&E") M'B&DE" D##"@D A$@ C@DB& $ F"'?&B$@&DE" B& ?$C>&%"
$N>DI&"'& B$# %&A"

!B&O ",<2. # P$2"1%

B"O$ '* ("#% P ' ;<,". $Q >'D B&?%@&L>I&"'$ ?>##D N>D#$ HD@$E" O&D O&D B$##$ &A"%$?&
"AA"@%>'$) +# FDEA" O$%%"@&D#$ "!!, 1 !, $Q B& F#D??$ )1 $ O$@&H&FD #$ &A"%$?& B&
F@$?F&%D $B $##&%%&F&%DQ ?$C>$'%&

-",5.- . ,9/ . -5-/.1$/-%",5.- / !,9/ . -5-/.,3!1.$/

&,9/ . -5-/.,3!/.$/-#-/ / =%",5.#! #> !

"
#

$$2"/%

A$@ "C'& ?F$#%D B& 5! # ' !,3 B"O$ 9 & 0 $ 0!& / ! ?"'" 3"&"1$#&' 9#&2##2&"*'
3&$D'99"#') +' C$'$@D#$ D??>E$@$E" 3 # 13 E$'%@$ &' D#F>'$ ?&%>DI&"'&3 $ A&>Q
FG$ D#%@" A$@ DC$O"#D@$ #D A@$?$'%DI&"'$ $ #&E&%D@F& D##$ &B$$ $??$'I&D#&3 %@D%5
%$@$E" &# FD?" ?"A@DN>DB@D%&F" 3 & /) UJ$N>DI&"'$ ,2)1. O$@@DQ F"'?&B$@D%D &'
>' DA$@%" " 7 !, A$@ , & /) cD#$ #D A$'D "??$@OD@$ A@$#&E&'D@E$'%$ FG$
D#F>'& B$& @&?>#%D%& FG$ O$@@D''" @&A"@%D%& &' ?$C>&%" @&ED'C"'" OD#&B& ?"%%"
&A"%$?& E$'" C$'$@D#& B& N>$##$ &' ,2)/.3 FG$ A$@"Q BJD#%@D AD@%$ @&$?F"'" D F"5
A@&@$ %>%%& & A@&'F&AD#& FD?& E"B$##") U$ &A"%$?& ,2)/. ?"'" &' "C'& FD?" F"'5
?&B$@D%$ >?>D#& D AD@%&@$ BD##$ @&F$@FG$ &'&I&D#& B& UDBYIG$'?hDYD j (@D#J%?$OD
a4\b FG$ #$ GD''" D??>'%$ $ ?%>B&D%$ &' E"B" ?&?%$ED%&F") +# A@&'F&AD#$ FD?"
FG$ N>& DLL&DE" &' E$'%$3 ?> F>& #$ ,2)/. 9%,% ', &$"*#": 1%($**"#$3 $Q BD%"
BD##J$N>DI&"'$

!B&O ,,9/ . -<2-/.,3!/.$/<2. # P "

;$# FD?" 9 # 0 #J$N>DI&"'$ A@$F$B$'%$ B&O$'%D B$C$'$@$ $ F"&'O"#C$ #J&EA"@%D'%$
FD?" B$# 35UDA#DF&D'"

!"32 # !B&O ,-<2-3!/<2. # P

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /66

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 169



FG$ A"&3 N>D'B" P # 03 B&O$'%D D ?>D O"#%D #J$N>DI&"'$ B& 9>#$@"5UDC@D'C$ B$#
H>'I&"'D#$ OD@&DI&"'D#$

= 91 !
"

-<=-3 (> "$2"2%

M N>$?%" A>'%" #D F#D??&FD B$H&'&I&"'$ B&?%@&L>I&"'D#$ $Q

Z9d+;+X+<;9 2)1) 5 G," D2,5'%,$ 2 ' Q1!1,". $: 2," 9%*25'%,$ ('9#&'82-
5'%,"*$ (' ,2)1. 9$ $ 9%*% 9$ ",<2. ' !1

#"F,"!!
,. $ 9%(('9D"

!
"

=",<2.!<'> (> # =P! '> A$@ "C'& ' ' )(
6 ,". "$2"_%

8& "??$@O& &EE$B&D%DE$'%$ FG$ #D F"'B&I&"'$ ",<2. ' !1
#"F ?$@O$ DB D??&F>@D@$

FG$ &# E$EL@" D B$?%@D B$##J$N>DI&"'$ '$##D ,2)_. @&?>#%& H&'&%") ZD##$ ,2)/. ?$C>$ &'
AD@%&F"#D@$ FG$ #J&'%$C@DL&#&%DQ 2 ' Q1!3!1

#"F ,". D??&F>@D FG$ ",<2. ' !1
#"F)

UD A@&ED "??$@ODI&"'$ H"'BDE$'%D#$ FG$ D N>$?%" A>'%" L&?"C'D HD@$ $Q
FG$ #$ ?"#>I&"'& F"'?&B$@D%$ '$##D A@$F$B$'%$ B$H&'&I&"'$ '"' B$O"'" '$F$?5
?D@&DE$'%$ DAAD@%$'$@$ D##" ?ADI&" B& B$H&'&I&"'$ 'D%>@D#$ Q1!3,". H&??D%"
BD##$ ,2)/. 5 ?> F>& A$@ $?$EA&" &# H>'I&"'D#$ &' ,2)2. @&?>#%D H&'&%" 5 ED
A"??"'" $?&L&@$ >' E&'"@ C@DB" B& &'%$C@DL&#&%DQ) 8"#>I&"'& FG$ '"' DAAD@5
%$'C"'" D Q1!3,". $HH$%%&ODE$'%$ $?&?%"'" $ O$'C"'" FG&DED%$3 A$@ "OO&
E"%&O&3 9%*25'%,' 1%*#% ($8%*') UD #"@" A@$?$'ID $Q &'%&EDE$'%$ #$CD%D D OD@&$
N>$?%&"'& DLLD?%D'ID A@"H"'B$ ?>##D 'D%>@D B$##$ $N>DI&"'& N>& F"'?&B$@D%$3
ED '"' $Q N>$?%" &# #>"C" A$@ BD@$ >'D AD'"@DE&FD3 D'FG$ &'F"EA#$%D3 B$&
A@"L#$E& FG$ BD $??$ ?FD%>@&?F"'") `&ED'B&DE" A$@ $?$EA&" D a103 /_b A$@
>'D #D@CD B&?F>??&"'$ ?>##JD@C"E$'%") =>& F& #&E&%&DE" ?"#%D'%" D @&F"@BD@$
FG$ #$ ?"#>I&"'& E"#%" B$L"#& A"??"'" $?&?%$@$ DFFD'%" D N>$##$ >?>D#& D
VV$'$@C&D H&'&%DJJ ,F&"$Q N>$##$ FG$ DAAD@%$'C"'" D Q1!3,".. $ FG$ #$ ?"#>I&"'&
B&?%@&L>I&"'D#& '"' ?"'" &' C$'$@D#$ >'&FG$ C&DQ N>D'B" P $Q VV?$EA#&F$E$'%$JJ
>'D E&?>@D ,?& O$BD A$@ $?$EA&" a6-b.) M N>$?%" A@"A"?&%"3 O&?%" FG$ B& A@"5
L#$E& F"' BD%& E&?>@D F& "FF>A$@$E" D'FG$ &' ?$C>&%"3 $Q >%&#$ D'%&F&AD@$ FG$
,%, 9' 6%,%96$ 2," 6*"99$ D2,5'%,"*$ ', 62' &'9%*=$&$ ', 1%(% 2,'6% '*
3&%8*$1" ($**M$9'9#$,5" (' 9%*25'%,' 3$& 3&%8*$1' 6%, ("#% 1'92&") 9??$'B"
&' N>$?%D ?$B$ &'%$@$??D%& D ?%&E$ B& @$C"#D@&%DQ $ N>&'B& &' >#%&ED D'D#&?& D
A@$?$'%D@$ ?%&E$ " 3&'%&' A$@ #$ ?"#>I&"'&3 '"' %"FFG$@$E" N>& N>$?%D A@"5
L#$ED%&FD A$@ #D N>D#$ @&ED'B&DE" B& '>"O" D a103 /_b) K& #&E&%&DE" N>&'B& D
@&D??>E$@$ #D ?&%>DI&"'$3 %"FFD'B" & A>'%& A&>Q ?&C'&H&FD%&O& A$@ N>$##" FG$ N>&
F& @&C>D@BD3 F"E$ ?$C>$

8 BD >' #D%" $Q A"??&L&#$ DO$@$ >'D %$"@&D B$##J$?&?%$'ID N>D'B" &# BD%" P DA5
AD@%&$'$ D# B>D#$ B& Q1!3) +' N>$?%" FD?" $Q D'FG$ A"??&L&#$3 '$##D H"@E>#D5

/6e 7+(89::9 *+;7+<;9

170 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



I&"'$ B$L"#$ ,2)_.3 >?D@$ H>'I&"'& %$?% ' FG$ ?"'" A@"A"@I&"'D#& D##D ?"#>I&"'$
?%$??D3 ' 3 23 $ "%%$'$@$ F"?RQDC$O"#E$'%$ 9#'1$ (' $,$&0'" ,B&?>C>DC#&D'I$
B& KDFF&"AA"#&. FG$ ?"'" B& ?"#&%" &# A@&E" AD??" '$& ?>FF$??&O& A@"F$B&E$'%&
B& @$C"#D@&IIDI&"'$ B$##$ ?"#>I&"'&) +' N>$?%" FD?" & %$"@$E& B& $?&?%$'ID
B&?A"'&L&#& H"@'&?F"'" ?"#>I&"'& B& F#D??$ Q1!3 FG$ ?"'" N>&'B& 9%*25'%,' "
$,$&0'" D','#"

8 BD##JD#%@" #D%" &# N>DB@" A@$F$B$'%$ ?& B>D#&IID F"EA#$%DE$'%$ '$# FD?"
&' F>& P '"' DAAD@%$'CD D# B>D#$ B& Q1!3) ;"' $Q A"??&L&#$ DB$??" >?D@$
H>'I&"'& %$?% ' 3 2 &' ,2)_.3 $ &' N>$?%" FD?" ?& "A$@D B& ?"#&%" >?D'B"
H>'I&"'& %$?% ' "%%$'>%$ A@"&$%%D'B" #D ?"#>I&"'$ 2 ?> "AA"@%>'& ?ADI& B&
H>'I&"'& A&>Q @$C"#D@&3 B&A$'B$'%& BD P3 &' E"B" BD ?"BB&?HD@$ #D B>D#&%DQ
=P! '>) ('D O"#%D "%%$'>%$ #$ @$#D%&O$ ?%&E$ " 3&'%&' $Q A"??&L&#$ A"& "%5
%$'$@$ %$"@$E& B& $?&?%$'ID %@DE&%$ A@"F$B&E$'%& B& DAA@"??&EDI&"'$ ,?&
O$BD A$@ $?$EA&" &# FD?" &' P $Q >'D E&?>@D %@D%%D%" '$##D 8$I&"'$ \.)
K"'F#>B$'B"3 &' N>$?%" FD?" #$ ?"#>I&"'& "%%$'>%$ '"' ?"'" ?$EA@$ B&
F#D??$ Q1!33 ?"'" N>&'B& 9%*25'%,' 1%*#% ($8%*'3 $ '"' D FD?" O$'C"'"
%D#"@D FG&DED%$ 9%*25'%,' "( $,$&0'" ',D','#") cD N>& "??$@OD%" FG$
%@"OD@$ "AA"@%>'$ A@"&$I&"'& B& 2 ?> ?ADI& A&>Q @$C"#D@&3 $ &' >#%&ED
D'D#&?& F"?%@>&@$ DB$C>D%$ H>'I&"'& %$?% A$@ #D ,2)_.3 $Q &' C$'$@D#$ F"?D
%>%%JD#%@" FG$ DC$O"#$) MB $?$EA&"3 N>D'B" P $Q >'D E&?>@D ?& A"??"'"
>?D@$ ?$EA#&F& %@"'FDE$'%& B& 2 ,?& A@"&$%%D F&"$Q 2 ?> !( F"E$ &' a113
1/b.S '$# FD?" &' F>& P ?& A@$?$'%& &' H"@ED B& B&O$@C$'ID3 ?& B$O"'"
"A$@D@$ ?F$#%$ A&>Q B$#&FD%$) +' N>$?%" FD?" ?& >?D'" A@"A@&$%DQ H&'& B$##D
B$F"EA"?&I&"'$ B& ^"BC$ ,a_23 _4b. "AA>@$ %@"'FDE$'%& ?>##J"A$@D%"@$
ED??&ED#$ B$# C@DB&$'%$ ,a463 \2b.) :$@ N>$?%" @&ED'B&DE" D'FG$ D##D
8$I&"'$ _)/ A&>Q &' LD??")

+# A@$F$B$'%$ N>DB@" A"@%D N>&'B& D ?B"AA&D@$ #D %@D%%DI&"'$ ?$C>$'%$ &'
B>$ ?&%>DI&"'& B&?%&'%$) UD A@&ED ?& GD N>D'B" P DAAD@%&$'$ D# B>D#$ B& Q1!3S
&' N>$?%" FD?" ?& A@"F$B$ A"& '$##D B&E"?%@DI&"'$ B$##D @$C"#D@&%DQ A&>Q D#%D
B$##$ ?"#>I&"'&) ;$##D ?$F"'BD3 &' F>& &# N>DB@" %$"@&F" C$'$@D#$ D%%>D#E$'%$
B&?A"'&L&#$ DAAD@$ D'F"@D &'F"EA#$%"3 #D @$C"#D@&DQ ED??&ED#$ B$##$ ?"#>I&"'&
$Q D# A&>Q N>$##D Q1!3) UD B&E"?%@DI&"'$ B& N>$?%" HD%%" $Q ?A$??" #J"L&$%%&O"
H&'D#$ &' E"#%$ ?&%>DI&"'& ,?& O$BD B& '>"O" #D 8$I&"'$ _)/ A&>Q &' LD??".) ;$#
@$?%" B$# #DO"@" C#& D@C"E$'%& ?D@D''" DAA>'%" A@$?$'%D%& ?$C>$'B" N>$?%D
B&F"%"E&D)

<889`cMX+<;9 2)1) 5 U$ A@$F$B$'%& B$H&'&I&"'& B& ?"#>I&"'$3 &'?&$E$ D %>%%$ #$
F"'?&B$@DI&"'& HD%%$3 F"'%&'>D'" D OD#$@$ E>%D%&? E>%D'B&? '$# FD?" B$& ?&?%$E&3
N>D'B" F&"$Q 2!" 1 !R F"' R # 1 $ "!!R?, 1 !R?,) 9??$ ?& $?%$'B"'" &'"#%@$
D# FD?" AD@DL"#&F"3 FG$ %>%%DO&D B& ?$C>&%" O$@@DQ %@D%%D%" ?"#" '$# FD?" B& >?>D#&
?"#>I&"'& D $'$@C&D H&'&%DS ?& O$BD #D 8$I&"'$ _)1)

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /6-

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 171



C) 5 ", 5$6' 6'>($*4$,&

+' N>$?%D ?$I&"'$ %@D%%&DE" $N>DI&"'& ,$ ?&?%$E&. B$# %&A" &' ,2)1. N>D'B" P
DAAD@%&$'$ D# B>D#$ B& Q1!3,".) 8A$F&H&FD%DE$'%$ A"??&DE" D??>E$@$ FG$
P # !B&O? F"' ? FG$ $Q >' FDEA" O$%%"@&D#$ DAAD@%$'$'%$ D !3$,3!1.3 @&F"@BD'B"
?$EA@$ FG$ ?%&DE" ?>AA"'$'B" FG$ 3 # 1) <A$@D'B" &'"#%@$ >' FDEL&DE$'%" B&
OD@&DL&#$ A"??&DE" @&?F@&O$@$ P '$##D H"@ED P # !B&O ,-J-3!/J. A$@ N>D#FG$
J ' !3 &' E"B" BD CD@D'%&@$ >'D A&>Q DC$O"#$ $ F"'F&?D $?A"?&I&"'$ B$& @&?>#%D%&S
F"'?&B$@$@$E" D##"@D $N>DI&"'& B$##D H"@ED

B&O ",<2. # B&O ,-J-3!/J. ! J ' !3$_"1%

B"O$ &# FDEA" O$%%"@&D#$ ", + . O$@&H&FD #$ &A"%$?& B$?F@&%%$ '$##D ,2)/.) +# A@&E" @&5
?>#%D%" B& %&A" KD#B$@"W'5XYCE>'B A$@ $N>DI&"'& '"' #&'$D@& B$C$'$@& ?& B$O$ D
]DB$>?I +iD'&$F $B $Q &#

]9<`9*M _)1 ,a_/b.) 5 B'" 2 ' Q1!3,!,. 2," 9%*25'%,$ ('9#&'825'%,"*$ ($*-
*M$42"5'%,$

B&O ,-<2-3!/<2. # B&O ,-J-3!/J.

', !,O 6%, 3 # 1C ="*$ "**%&"

J ' !4,!,!!,.#*<2 ' !4,!,!!,. 3$& %0,' 4 & 3 "$_"/%

+# A@$F$B$'%$ %$"@$ED ?& C$'$@D#&IID3 $??$'I&D#E$'%$ F"' #$ ?%$??$ %$F'&FG$3 D#
FD?" B& $N>DI&"'& C$'$@D#& B$# %&A" ,_)1.3 B$H&'&%$ ?> DA$@%& C$'$@D#& B$# %&A"
" 7 !, ,?& O$BD A$@ $?$EA&" a13 \_b.) cD#$ &'HD%%& &# ?$C>$'%$

]9<`9*M _)/) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%, 3 # 1O 9'" 2 ' Q1!3,". 2," 9%*25'%,$
('9#&'825'%,"*$ ($**M$42"5'%,$ ,_)1. ', 2, "3$&#% " 7 !,; S**%&" ="*$

J ' !4
#"F,"!!

,.#*<2 ' !4
#"F,"!!

,. 3$& %0,' 4 & 3 "$_"2%

N,%*#&$O $9'9#$ 2," 6%9#",#$ 6 ('3$,($,#$ 9%*% (" ,! 3! &!! $ 4 #"*$ 67$ 3$& %0,'
3"**" AL 0 " (' &"00'% L # 0 ="*$ *" 9#'1" *%6"*$

!!
AL$/

-<2-4 (>

%

&

'

(
1$4

/ 6 !!
AL

,-<2- . 9.3 (>

%

&

'

(
1$3

.6 !!
AL

-J-4 (>

%

&

'

(
1$4

"$_"_%

+# FD?" O$%%"@&D#$ $Q ?%D%" &'O$F$ %@D%%D%" BD Z&!$'$B$%%" j *D'H@$B&3 FG$3
$?%$'B$'B" #$ %$F'&FG$ B& +iD'&$F3 @&$?F"'" D'FG$ D F"A@&@$ &# FD?" #&E&%$ B$##D
@$C"#D@&%DQ !*<)

/e0 7+(89::9 *+;7+<;9

172 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



]9<`9*M _)2 ,a/4b.) 5 B'" 2 ' Q1!3,!,!!R. 2," 9%*25'%,$ ('9#&'825'%,"*$
($* 9'9#$1"

B&O ,-<2-3!/<2. # B&O ,-J-3!/J.

', !,O 6%, 3 # 1 $ R & 1C ="*$ "**%&" *" ,_)/. $ ',%*#&$

J ' ATU,!,!!R?,.#*<2 ' ATU,!,!!R?,. "

cD#$ #D A$'D @&ED@FD@$ FG$ &# A@$F$B$'%$ @&?>#%D%" '"' @&ED'$ OD#&B" N>D'B" ?&
F"'?&B$@D'" ?&?%$E& C$'$@D#& B$# %&A" &' ,_)1.S &'HD%%&3 D'FG$ '$# FD?" EDCC&"@5
E$'%$ HDO"@$O"#$ &' F>& J # 03 $??& DEE$%%"'" &' C$'$@D#$ ?"#>I&"'& &##&E&%D%$3
F"E$ B&E"?%@D%" @$F$'%$E$'%$ BD 8mO$@DWh j fD' &' ae_b) `&?>#%D%& &'%$@E$B&3 $B
$??$'I&D#E$'%$ "%%&ED#&3 ?"'" ?%D%& "%%$'>%& &' a\43 \6b) UD A"??&L&#&%DQ B& B&E"5
?%@D@$ &# A@$F$B$'%$ %$"@$ED ?& #$CD &' >#%&ED D'D#&?& D##D ?%@>%%>@D E"#%" AD@%&5
F"#D@$ B$# ?&?%$ED &' N>$?%&"'$T &# FDEA" O$%%"@&D#$ ",5. !# -5-3!/5 $Q B& H"@ED
B&DC"'D#$3 $ ?& A>"Q HD%%"@&IID@$ F"E$ >' UDA#DF&D'" E"#%&A#&FD%" A$@ >' F"$HH&5
F&$'%$ FG$ B&A$'B$ &' E"B" '"' #&'$D@$ ,A"#&'"E&D#$. $ B$C$'$@$ BD# E"B>#" B$#
C@DB&$'%$) ('D ?%@>%%>@D B& N>$?%" %&A"3 ?A$??" FG&DED%D B& %&A" (G#$'L$Fh3 $Q
$??$'I&D#E$'%$ #J>'&FD '"%D FG$ A$@E$%%$ B& @&FDOD@$ @&?>#%D%& B& @$C"#D@&%DQ A$@
?&?%$E& FG$ ODBD'" "#%@$ N>$##& B& F"?&BB$%%D VV@$C"#D@&%DQ AD@I&D#$JJ3 $B $Q ?%D%D
&B$'%&H&FD%D A$@ #D A@&ED O"#%D '$# #DO"@" H"'BDE$'%D#$ ae6b) :$@ >#%$@&"@& &'H"@5
EDI&"'& F&@FD #D @$C"#D@&%DQ A$@ ?&?%$E& ?& @&ED'BD D# F#D??&F" %@D%%D%" B& 7&DN>&'%D
a26b $ D# A&>Q @$F$'%$ #DO"@" B& @D??$C'D a62b)

c$'&DE" DB$??" D B$?F@&O$@$ #D %$F'&FD "@&C&'D#$ B& +iD'&$F3 FG$ ?& A>"Q ?&'5
%$%&IID@$ '$# ?$C>$'%$

:`<7`M**M KX2 ,B& ]DB$>?I +iD'&$F a_/b.

8 8& >?D >' F"'H@"'%" #"FD#$ F"' ?"#>I&"'& B$##J$N>DI&"'$ "E"C$'$D
B&O ,-<=-3!/<=. # 03 >?D'B" #$ ?%&E$ B& @$C"#D@&%DQ #"FD#$ )1!" A$@ = A$@ "%5
%$'$@$ >' 92&&%0"#% *%6"*$ B$##D H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$ C#"LD#$ ,/)_.
OD#&BD '$# FD?" #&'$D@$

8 8& >?D'" "A$@D%"@& ED??&ED#& ,B& %&A" ?GD@A. A$@ C#"LD#&IID@$ #$ ?%&E$ "%5
%$'>%$ '$# AD??" A@$F$B$'%$3 $ ?& "%%&$'$ >'D ?%&ED A>'%>D#$ A$@ #J"A$@D%"@$
ED??&ED#$ B& <2 &' %$@E&'& B& N>$##" B& JS ?& D@@&OD N>&'B& DB >' 92&&%0"#%
0*%8"*$ B$##D H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$ #&'$D@$ FG$ >?D C#& "A$@D%"@&
ED??&ED#&

8 U$ A@"A@&$%DQ B& #&E&%D%$IID B$C#& "A$@D%"@& ED??&ED#& ,%$"@$E& B& ^D@BY j
U&%%#$i""B $ B& d$HH$@ED' j 8%$&'. A$@E$%%"'" A"& B& F"'F#>B$@$ F"' #$
?%&E$ &'%$C@D#& B$?&B$@D%$

8& '"%D &' D#%@$ AD@"#$ FG$ &# :@"C@DEED KX1 B$##D A@$F$B$'%$ ?$I&"'$ O&$'$
DLLD'B"'D%" $ ?& >%&#&IID'" B$& ?>@@"CD%& '"' #&'$D@& B$C#& ?%@>E$'%& #&'$D@& B&
M'D#&?& M@E"'&FD &' $??" >%&#&IID%&) +' AD@%&F"#D@$3 C#& &'%$C@D#& ?&'C"#D@& O$'C"'"

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /e1

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 173



DLLD'B"'D%& $ O$'C"'" @&EA&DIID%& BD##J"A$@D%"@$ ED??&ED#$ ?GD@A B& d$HH$@ED'5
8%$&'3 FG$ A$@E$%%$3 &' >' F$@%" ?$'?"3 B& F"B&H&FD@$ #D ?%$??D &'H"@EDI&"'$ DA5
A"@%D%D BDC#& &'%$C@D#& ?&'C"#D@&) 8& '"%D D'F"@D >'D F$@%D F"'%&'>&%DQ F"' &#
:@"C@DEED KX/ &' N>D'%" O$'C"'" B& '>"O" &EA&$CD%$ ?%&E$ #"FD#& A$@ $N>DI&"'&
"E"C$'$$3 N>& >?D%$ A$@"Q '"' '$# F"'%$?%" B$##J&'%$@A"#DI&"'$ ED &' N>$##" B& >'D
%$F'&FD B& F"'H@"'%" A&>Q B&@$%%D $ #"FD#$)

_)1 5 N* 6"9% 3"&"8%*'6%

;$# FD?" B& $N>DI&"'& AD@DL"#&FG$ C$'$@D#& B$# %&A"

2# ! B&O ",<2. # B&O ,-J-3!/J. ! J ' !3$_"\%

B$H&'&%$ &' >' B"E&'&" F&#&'B@&F" B$# %&A" "K !# " ? ,0!K.3 #D OD#&B&%DQ B& @&?>#%D%&
F"E$ &# ]$"@$ED _)1 $Q @&ED?%D >'D N>$?%&"'$ DA$@%D H&'" D# #DO"@" a/b3 &' F>& $Q
?%D%" H&'D#E$'%$ "%%$'>%" >' D'D#"C" $??$'I&D#E$'%$ "%%&ED#$ B$& @&?>#%D%& "@&5
C&'D#& B& +iD'&$F $ Z&!$'$B$%%" j *D'H@$B&)

]9<`9*M _)_ ,a/b.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%,

3 #
/,

,. /
!$_"4%

9'" 2 ' !3,0!K!Q1!3,".. 2," 9%*25'%,$ ($8%*$ ($**M$42"5'%,$ ,_)\.3 (%=$ " $: 2,
(%1','% (' !,; S**%&" ="*$

J ' !4
#"F,"K!!

,.#*<2 ' !4
#"F,"K!!

,. 3$& %0,' 4 & 3 "$_"6%

N,%*#&$ '* &'92*#"#% ,_)6. 6%,#',2" " ="*$&$ 3$& 9%*25'%,' 2'!3,0!K!Q1!3,"!!R..O
R & 1O ($* 9'9#$1" ($* 3-!"3*"6'",% 3"&"8%*'6%

2# ! B&O ,-<2-3!/<2. # B&O ,-J-3!/J. "

<??$@O&DE" ?>L&%" FG$ #D #&E&%DI&"'$ &'H$@&"@$ ?> 3 B$?F@&%%D &' ,_)4. $Q '$5
F$??D@&D) +'HD%%&3 C&DQ '$# FD?" B$##D ?&'C"#D $N>DI&"'$ 2# ! B&O ,-<2-3!/<2. # 03
$?&?%"'" ?"#>I&"'& DBB&@&%%>@D '"' DAAD@%$'$'%& D !4 A$@ "C'& 4 N>D'B"
3 / /,$,,. /.S A$@ >'D B&?F>??&"'$ B$# A@"L#$ED ?& @&ED'BD D a/\b)

UD %$F'&FD B&E"?%@D%&OD &'%@"B"%%D A$@ "%%$'$@$ &# @&?>#%D%" A@$F$B$'%$
F"'?$'%$ C$'$@D#&IIDI&"'& &' '>E$@"?$ B&@$I&"'&T ?& A"??"'" %@D%%D@$ DB $?$EA&"
$N>DI&"'& F"' F"$HH&F&$'%& B& %&A" VTU ,@&?A$%%" D##D OD@&DL&#$ ?ADI&D#$. $ ?&?%$E&
C$'$@D#& N>D'B" ?& &'%@"B>FD >'J"AA"@%>'D @$?%@&I&"'$ ?>##J$?A"'$'%$ 4 5 ?&
C>D@B& D'FG$ D a2_3 6eb) +# ]$"@$ED _)_ ?& $?%$'B$ D'FG$ D A@"L#$E& F"' "?%DF"#"T
&' N>$?%" FD?" #J&'%$C@DL&#&%DQ B$# C@DB&$'%$ B$##$ ?"#>I&"'& $Q #D ?%$??D B& N>$##D
B$# C@DB&$'%$ B$##J"?%DF"#" a12b $ N>$?%" @&?>#%D%" @&?>#%D '>"O" C&DQ '$# FD?"
$##&%%&F")

/e/ 7+(89::9 *+;7+<;9

174 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



c$'&DE" DB$??" D B$?F@&O$@$ L@$O$E$'%$ #$ B&HH&F"#%DQ DCC&>'%&O$3 @&?A$%%" D
N>$##$ %&A&FG$ B$# FD?" $##&%%&F"3 FG$ ?& A@$?$'%D'" N>D'B" ?& DHH@"'%D N>$##" AD5
@DL"#&F") 8D@DQ #D L>"'D "FFD?&"'$ A$@ &'%@"B>@@$ &# F"'F$%%"3 H"'BDE$'%D#$3 B&
0$%1$#&'" ',#&',9$6"3 B"O>%" D 9EED'>$#$ Z&!$'$B$%%" ,?& O$BD a/\b A$@ >'D
B$?F@&I&"'$ C$'$@D#$.) +# A@"L#$ED A@&'F&AD#$ ?& #$CD D# HD%%" FG$3 C&DQ '$# FD?"
"E"C$'$"

2# ! B&O ,-<2-3!/<2. # 0 !

#J$N>DI&"'$ F"'?&B$@D%D $Q A@&OD B& >' @&?FD#DE$'%" >'&O$@?D#$) +' D#%@D AD@"#$3
E"#%&A#&FD'B" #D ?"#>I&"'$ A$@ >'D F"?%D'%$ '"' ?& "%%&$'$ >'D ?"#>I&"'$ B$##D
?%$??D $N>DI&"'$) M ?>D O"#%D3 N>$?%" HD%%" ?& @&H#$%%$ '$##D ED'FD'ID B& ?%&E$
#"FD#& B& %&A" "E"C$'$" A$@ #$ ?"#>I&"'&T D# F"'%@D@&"3 N>$?%$ A@$?$'%D'" >' B&H$%%"
B& "E"C$'$&%DQ FG$ $Q $9"##"1$,#$ 42$**% ($**M$42"5'%,$) +'H&'$3 $??$'B" #J"E"5
C$'&%DQ B$##$ ?%&E$ #"FD#& >' &'C@$B&$'%$ $??$'I&D#$ '$# :@"C@DEED KX23 ?& $Q
&EE$B&D%DE$'%$ F"?%@$%%& D F$@FD@$ DAA@"FF& F"EA#$%DE$'%$ B&O$@?&) +# E"B" B&
"OO&D@$ D N>$?%" &'F"'O$'&$'%$ $Q D##"@D N>$##" B& "%%$'$@$ ?%&E$ #"FD#& "E"C$'$$
?> F&#&'B@& AD@%&F"#D@&3 FG$ B&A$'B"'" BD##D ?"#>I&"'& ?%$??D3 ?$F"'B" &# ?>FF&%D%"
F"'F$%%" B& 0$%1$#&'" ',#&',9$6") :&>Q A@$F&?DE$'%$ ?& F"'?&B$@D'" F&#&'B@& B$##D
H"@ED

W#
&,>0! #0. 3 A&,>0.? ,#0 ! #/!3&/! #0 . #/!3&/. !

B"O$ # # 0 ?& #$CD D##D ?"#>I&"'$ %@DE&%$ >'D @$#DI&"'$ B$# %&A" -<2- , # BD O$5
@&H&FD@?& 92**% 9#$99% 6'*',(&% W#

&,>0! #0.) ('D %D#$ F"'B&I&"'$ &' @$D#%DQ ?& @$D#&IID B&
?"#&%" >?D'B" @$#DI&"'& &'%$C@D#&3 F"E$ A$@ $?$EA&"

!!
W#

& ,>0!#0.

-<2-3 , #3 "$_"e%

+# OD'%DCC&" B& %D#$ ?F$#%D $Q DLLD?%D'ID "OO&" >'D O"#%D FG$ F& ?& @&$?FD D F"'5
O&'F$@$ B$##D OD#&B&%DQ3 " E$C#&"3 B$##J&EA#$E$'%DL&#&%DQ B$# ?$C>$'%$ @DC&"'DE$'%"
$>@&?%&F"T ?&FF"E$ -<2- , # ?> W#

&,>0! #0. D##"@D DLL&DE" D'FG$

2# ! B&O ,-<2-3!/<2. , 2# ! #3!/"2

F"?&FFG$Q3 $HH$%%>D'B" &# FDEL&" B& OD@&DL&#$ =,>! #. !# 2,>0 . &>! #0 . #/!3&/#. DL5
L&DE" N>&'B& FG$ = @&?"#O$ #J$N>DI&"'$ B$# FD#"@$

=# !"= # 0 &' A,0! 1.? ,! 1! 1.

$ F"E$ %D#$ ?"BB&?HD B$##$ ?%&E$ B& @$C"#D@&%DQ HDO"@$O"#&3 B& %&A" "E"C$'$")
*D#C@DB" #D ?>D $O&B$'%$ 'D%>@D#$IID3 @$D#&IID@$ &' %$@E&'& @&C"@"?& >'D %D#$
D@C"E$'%DI&"'$ $Q %>%%JD#%@" FG$ DC$O"#$ $ &# A@"F$??" @&FG&$B$ &# ?>A$@DE$'%" B&
OD@& A>'%& D??D& B$#&FD%&3 A@&ED B& %>%%" N>$##" B& O$@&H&FD@$3 B>@D'%$ C#& "AA"@%>'&
A@"F$B&E$'%& B& &%$@DI&"'$3 FG$ F"'B&I&"'& B$# %&A" ,_)e. O$'CD'" O$@&H&FD%$ VVDB
"C'& ?FD#DJJ ,F&"$Q N>D'B" & F&#&'B@& B$C$'$@D'" DB >' A>'%".) Z& HD%%" &# E$%"B"

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /e2

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 175



B$##D C$"E$%@&D &'%@&'?$FD F"'B>F$ DB "%%$'$@$ ?%&E$ "E"C$'$$ A$@ #$ ?"#>I&"'&S
A$@ $?$EA&"3 $Q A"??&L&#$ B&E"?%@D@$ ,?& O$BD a/\3 41b. FG$3 A$@ >'D "AA"@%>'D
F"?%D'%$ 6 B&A$'B$'%$ ?"#" BD , $ 33 OD#$

6 !!
W#

& ,>0!#0.

-<2-3!1 (> (#

%

&

'

(
1$,3!1.

/ # * -<2,>0! #0.- / # "

M##D @DB&F$ B$# E$%"B" A@"A"?%" &' a/b ?& %@"OD D##"@D >'D B$F"EA"?&I&"'$ B& %&A"
KD#B$@"W'5XYCE>'B B$C#& &'?&$E& B& #&O$##" B$# C@DB&$'%$ <23 "A$@D%D FDEL&D'B"
&# %&A" B& F&#&'B@& >?D%& D ?$F"'BD B$# #&O$##" F"'?&B$@D%") +' ?&'%$?&3 DLL&DE" &#

:`<7`M**M KX_ ,&'%@"B"%%" &' a/b.

8 K"'?&B$@D%" #J&'?&$E$ B& #&O$##" -4-<2- # #5-3 ?$ '$ $HH$%%>D >'D B$F"EA"5
?&I&"'$ &' F&#&'B@& &'%@&'?$F& B$# %&A" W#

& >?D'B" >' D@C"E$'%" B& %&A" VV%$EA"
B& >?F&%DJJ ?> >'D N>D'%&%DQ FG$ F"&'O"#C$ ?&D <2 FG$ J3 FG$ O$'C"'" A$@"Q
3$9"#' ', 1%(% ('=$&9%3 >?D'B" >' AD@DE$%@" B& A$?" T) +' D#%@$ AD@"#$3 &
@&?>#%D'%& F&#&'B@& ?"'" %D#& FG$ &' "C'>'" B& $??& ?& O$@&H&FD -<2- , # $
-J-! #$T F"' T & 1)

8 8& >?D >' F"'H@"'%" #"FD#$ F"' ?"#>I&"'& B$##J$N>DI&"'$ "E"C$'$D D??"F&D%D
=# ! B&O ,-<=-3!/<=. # 0 ?>& F&#&'B@& B$# %&A" W#

& B$%$@E&'D%& '$# AD??" A@$5
F$B$'%$ "'B$ %@D?H$@&@$ &'H"@EDI&"'$ BD <= D <23 %$'$'B" F"'%" B& N>$##D
B&?A"'&L&#$ A$@ J) U$ ?%&E$ #"FD#& B& %&A" )0!1 ?& >%&#&IID'" B& '>"O" A$@ "%5
%$'$@$ >' 92&&%0"#% *%6"*$ B$##D H"@E>#D B& @DAA@$?$'%DI&"'$ OD#&BD '$# FD?"
#&'$D@$)

8 8& F"'F#>B$ >?D'B" &# #$EED B& @&F"A@&E$'%" B& c&%D#&3 &'%$C@D'B" ?>C#&
&'?&$E& B& #&O$##" B& <2 $ J $ &'H&'$ ?F$C#&$'B" T "AA"@%>'DE$'%$ C@D'B$
A$@ "A$@D@$ B$& '$F$??D@& @&D??"@L&E$'%& '$##$ B&?>C>DC#&D'I$)

+' N>$?%" FD?" ?& $O&%D #J>?" B& "C'& ?%@>E$'%" B& M'D#&?& M@E"'&FDS &' @$D#%DQ3
C#& D@C"E$'%& B& @&F"A@&E$'%" >%&#&IID%& ?"'" C#& ?%$??& D##D LD?$ B$##D B&E"5
?%@DI&"'$ B$##$ H"@E>#$ B& #&E&%DI&"'$ OD#&B$ ?&D A$@ &'%$C@D#& ?&'C"#D@& FG$ A$@
"A$@D%"@& ED??&ED#&T $??& O$'C"'" DAA#&FD%& DB$??" B&@$%%DE$'%$ D##J$N>DI&"'$3
A$@E$%%$'B" B& >?D@$ F&#&'B@& #D F>& H"@ED FDEL&D D# OD@&D@$ B$##J&'?&$E$ B& #&O$##"
F"'?&B$@D%") +'"#%@$3 #J>?" B$##$ F"?&BB$%%$ VVC""B5# &'$N>D#&%YJJ3 %&A&FG$ B$& F"'5
%$?%& &' F>& O$'C"'" &EA&$CD%& "A$@D%"@& ED??&ED#&3 O&$'$ @&EA&DIID%" #"FD#E$'%$
F"' #D B$F"EA"?&I&"'$ ?&E>#%D'$D D B>$ #&O$##& B& <2 $ J %@DE&%$ &# AD@DE$%@" T)

+ E$%"B& &'%@"B"%%& &' a/b A$@E$%%"'" B& BD@$ >'D B&E"?%@DI&"'$ A&>Q $#$5
E$'%D@$ B& %>%%& & @&?>#%D%& $##&%%&F& A@$F$B$'%$E$'%$ $?A"?%&) +'"#%@$3 ?& A>"Q "%5
%$'$@$

8 ('D B&E"?%@DI&"'$ B$##D ?%&ED " 3&'%&' )<2)!4 ! )J)!4 N>D'B" 4 # 1 A$@
?"#>I&"'& B& "2 # B&OJ3 FG$ >?D ?"#%D'%" '* *$11" (' &'6%3&'1$,#% ('
V'#"*' $ '* 3&',6'3'% ($**" 1$('" 3$& D2,5'%,' "&1%,'67$)

/e_ 7+(89::9 *+;7+<;9

176 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



8 ('D B&E"?%@DI&"'$ B$& ]$"@$E& _)15_)2 FG$ >%&#&IID ?"#%D'%" #D %$"@&D B$##D
@$C"#D@&%DQ A$@ $N>DI&"'& $##&%%&FG$ ED '"' ?%@>E$'%& B& M'D#&?& M@E"'&FD
N>D#&3 DB $?$EA&"3 C#& "A$@D%"@& ED??&ED#&)

8 ('D B&E"?%@DI&"'$ B&@$%%D $ D#%$@'D%&OD B$# %$"@$ED "@&C&'D#$ B& KD#B$@"W' j
XYCE>'B FG$ '"' HD >?" B$& F#D??&F& %$"@$E& B& &'%$@A"#DI&"'$ $ '$D'FG$ B$##D
F#D??&FD B$F"EA"?&I&"'$ B& KD#B$@"W'5XYCE>'B3 F"E$ HD%%" O$B$@$ &' aeeb)

8 Z&E"?%@DI&"'& B& EDCC&"@$ &'%$C@DL&#&%DQ H&'" D# L"@B" A$@ ?&?%$E& $##&%%&F& $
AD@DL"#&F& &' B"E&'& F"' L"@B" H"@%$E$'%$ &@@$C"#D@$ a1\b)

<889`cMX+<;9 _)1 ,9N>DI&"'& %"%D#E$'%$ '"' #&'$D@&.) 5 (' FD?" '"' #&'$D@$
&EA"@%D'%$3 FG$ '"' @&FDB$ &' N>$##" B$##$ $N>DI&"'& N>D?&#&'$D@& &' H"@ED B&5
O$@C$'ID %@D%%D%$ ?"A@D3 $Q N>$##" B$##$ $N>DI&"'& %"%D#E$'%$ '"' #&'$D@& B$# %&A"

J,</2. # ! "$_"-%

('D %$"@&D B& %&A" KD#B$@"Q'5XYCE>'B A$@ %D#& A@"L#$E& $Q B"O>%D D KDHHD@$##&
a1e3 16b3 $ A$@E$%%$ B& "%%$'$@$ &EA#&FDI&"'& B$# %&A"

! ' !4 #*</2 ' !4 A$@ "C'& 4 & , "

UD #&E&%DI&"'$ BD# LD??" ?> 4 $Q ?"?%D'I&D#E$'%$ "%%&ED#$ ,?& O$BD a2\b. $B @&5
?>#%D $??$@$ #$CD%D D##JDAA#&FDL&#&%DQ B$# A@&'F&A&" B& M#$h?D'B@"H5!Dh$#ED'5
:>FF&) <??$@O&DE" FG$ #$ $N>DI&"'& B$# %&A" &' ,_)-. ?"'" "OO&DE$'%$ A&>Q C$5
'$@D#& B& N>$##$ N>D?&#&'$D@&3 ED '"' F"A@"'" &# FD?" B$C$'$@$ &' N>D'%" #J&5
A"%$?& B& $##&%%&F&%DQ F"'?&B$@D%D $Q B$# %&A"

J,S. A.! J,S. & &-S-/ A$@ "C'& ?F$#%D B& S!A ' !,?, F"' A & 0

B"O$ & # 03 $ &' N>$?%" ?$'?"3 >'D O"#%D DB"%%D%" #JDAA@"FF&" B$##$ ?"#>I&"'& B&
O&?F"?&%DQ 5 '$F$??D@&" A"&FG$W '"' $Q A"??&L&#$ BD@$ D %D#& $N>DI&"'& >'D H"@E>5
#DI&"'$ B$L"#$ B& ?DA"@$ B&?%@&L>I&"'D#$ 5 ?& A"??"'" $HH$%%>D@$ "AA"@%>'&
A@"F$B&E$'%& B& #&'$D@&IIDI&"'$ O&D & F"?&BB$%%& "A$@D%"@& $?%@$ED#& B& :>FF&) U$
&B$$ $?A"?%$ BD KDHHD@$##& &' a1eb3 D'F"@D LD?D%$ ?>##J>?" B$C#& "A$@D%"@& ED?5
?&ED#&3 ?"'" A"& ?%D%$ %@D?A"@%D%$ BD KDHHD@$##& j :$@D# a1-b '$# F"'%$?%" N>D5
?&#&'$D@$ B$C$'$@$ B"O$ GD''" BD%" #>"C" D B&E"?%@DI&"'& D#%$@'D%&O$ $B
$?%$'?&"'& B$& ]$"@$E& _)15_)2 ,?& O$BD A$@ $?$EA&" a13 14b.)

_)/ 5 B#'1$ 9%##% *M$93%,$,#$ ,"#2&"*$ $ 2, 3&'1% 6"9% 9%##%(2"*$

+' N>$?%D ?$I&"'$ F"E&'F&DE" D &'%$@$??D@F& D N>D#FG$ FD?" &' F>& &# BD%" P
B$##J$N>DI&"'$ ,2)1. '"' DAAD@%&$'$ D# B>D#$ B& Q1!33 $ @&A"@%&DE" D'FG$ N>D#FG$
&EA"@%D'%$ A@"L#$ED DA$@%" #D F>& 'D%>@D ?$EL@D #$CD%D D AD@$FFG&$ $ ?OD@&D%$
N>$?%&"'& @&#$OD'%& '$##JM'D#&?& E"B$@'D) K"E&'F&DE" D "??$@OD@$ FG$ &# F"'H@"'%"
%@D &# @&?>#%D%" B$# ]$"@$ED _)1 $ #D ?%&ED ,/)1\. OD#&BD A$@ #J$N>DI&"'$"2 # B&OJ

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /e\

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 177



A"@%D D F"'C$%%>@D@$ FG$ &# ]$"@$ED _)1 F"'%&'>& D OD#$@$ D'FG$ '$# FD?"
4 # 3! 1) =>$?%" @&?>#%D%" $Q ?%D%" F"'C$%%>@D%" &' a_4b $B GD F"''$??&"'& F"'
N>$?%&"'& &EA"@%D'%& F"E$ #D ?%&ED B$##D F"?%D'%$ "%%&ED#$ B$##D '"@ED B$##D
%@D?H"@ED%D B& !$>@#&'C5MG#H"@? a__b) ('D F"'C$%%>@D #$CD%D D N>$?%" A@"L#$ED3
$ D'F"@D @&A"@%D%D &' a_43 K"'n$F%>@$ 1b3 DHH$@ED FG$ ?$ 2 ' Q1!4 $Q >'D ?"#>I&"'$
E"#%" B$L"#$ B& "32 # 0 F"' 4 # 3! 13 D##"@D $??D DAAD@%&$'$ D'FG$ D Q1!33 $B $Q
N>&'B& 2," 292"*$ 9%*25'%,$ ($8%*$ "( $,$&0'" D','#") d&'" DB "CC&3 #J>'&F"
A@"C@$??" FG$ ?& F"'"?F$ &' N>$?%D B&@$I&"'$ $Q F"'%$'>%" '$& #DO"@& B& +iD'&$F j
8L"@B"'$ a_4b $ U$i&? a46b3 $ DHH$@ED #J$?&?%$'ID B& >'D N>D'%&%DQ A"?&%&OD $3 B&5
A$'B$'%$ ?"#" BD& AD@DE$%@& ?%@>%%>@D#& ,! 3! &!!3 1" "*#&'1$,#' ',('3$,($,#$
("**M$42"5'%,$ $ ("**" 9%*25'%,$ 6%,9'($&"#"3 %D#$ FG$ ?$

B&O ",<2. # 0 2 ' Q1!4 4 # 3! $

D##"@D &' @$D#%DQ OD#$ D'FG$ 2 ' Q1!3S ?& O$BD A>@$ >' @&?>#%D%" D'D#"C"3 OD#&B" A$@
EDAA$ N>D?&F"'H"@E&3 "%%$'>%" BD ]) +iD'&$F &' a_2b) UJD'D#"C" AD@DL"#&F" B&
N>$?%" @&?>#%D%" $Q ?%D%" ?>FF$??&ODE$'%$ ?%DL&#&%" BD o&''>''$' j U$i&? &' a\2b)
]D#$ N>$?%&"'$ ?& #$CD 'D%>@D#E$'%$ D##D @&?"#>L&#&%DQ B$# A@"L#$ED B& Z&@&FG#$%
N>D'B" &# BD%" '"' $Q ?>HH&F&$'%$E$'%$ @$C"#D@$) M N>$?%" A@"A"?&%" @&A"@%&DE" &#
?$C>$'%$ @&?>#%D%" B"O>%" D +iD'&$F j 8L"@B"'$)

]9<`9*M _)\ ,a_4b.) 5 B'" " 7 !, 2, "3$&#% 92DD'6'$,#$1$,#$ &$0%*"&$ $
"!!, 1 !, 2, 6"13% =$##%&'"*$ 9%(('9D"6$,#$ *$ ,2)/.) S**%&" $9'9#$ 2, ,21$&%
$ # 0O ('3$,($,#$ 9%*% (" ,! 3! &!!O #"*$ 67$ '* 3&%8*$1" (' <'&'67*$#

B&O ",<2. # B&O ,-J-3!/J. ', "

2 # 0 92 %"

!

"11$##$ 2," 9%*25'%,$ 2 ' Q1!4
0 ,". 42",(% J ' !4,"!!,. 6%, 4 ' ,3! $! 3. $.;

N,%*#&$O 3$& 2," 6%9#",#$ 6 ('3$,($,#$ 9%*% (" ,! 3! &!!O ="*$ *" 9#'1" 0*%8"*$

!
"

-<2-4 (> / 6 !
"

-J-4 (> "

UD B&E"?%@DI&"'$ H"@'&%D &' a_4b $Q E"#%" &'%$@$??D'%$3 $ @&A"?D ?> >'D A@"5
H"'BD A@"A@&$%DQ B& ?%DL&#&%DQ A$@ A$@%>@LDI&"'$ '"' #&'$D@$ B$##D F#D??&FD B$5
F"EA"?&I&"'$ B& ^"BC$) ('D A@"A@&$%DQ3 N>$?%D3 FG$ %@"OD DAA#&FDI&"'& &' F"'%$?%&
E"#%" B&O$@?& ,?& O$BD A$@ $?$EA&" a_\3 _6b.)

+ @&?>#%D%& B&?A"'&L&#& '$# FD?" B& $N>DI&"'& C$'$@D#& B$# %&A" ,_)1. $ FG$ @&5
C>D@BD'" >' BD%" FG$ '"' DAAD@%&$'$ D# B>D#$ B&Q1!3 H&'&?F"'" $??$'I&D#E$'%$
N>&) *"#%" B& A&>Q ?& A>"Q B&@$ &'O$F$ B$# FD?" &' F>& &# BD%" P '$##J$N>DI&"'$ ,2)1.
'"' ?&D &' H"@ED B& B&O$@C$'ID) (' FD?" B$# C$'$@$ $Q N>$##" B$##$ $N>DI&"'& F"'
BD%" E&?>@D3 FG$ D'B&DE" DB$??" D %@D%%D@$ $ D F>& B$B&FG&DE" #D A@"??&ED
?$I&"'$)

/e4 7+(89::9 *+;7+<;9

178 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



D) 5 E74$=)'.) 5'. *$%' 3)64($

U$ $N>DI&"'& F"' >' BD%" E&?>@D ! ,FG$ BD "@D &' A"& A@$'B$@$E" B& !"@$# $
F"' ED??D H&'&%D. ?"'" >' $?$EA&" &EA"@%D'%$ B& ?&%>DI&"'$ &' F>& ?& A>"Q F"?%@>&@$
>'D %$"@&D B$##$ ?"#>I&"'& E"#%" B$L"#& $??$'I&D#E$'%$ F"EA#$%D BD# A>'%" B& O&?%D
B$##$ ?%&E$ " 3&'%&'3 D'FG$ ?$3 F"E$ DFF$''D%" &' A@$F$B$'ID3 &# A@"L#$ED B&
%@"OD@$ >'D F#D??$ H>'I&"'D#$ &' F>& @&?"#O$@$ &' E"B" >'&F" A@"L#$E& B& Z&@&FG#$%
B$# %&A"

!B&O ",<2. # ! &' "

2 # 0 ?> %"

!
$\"1%

@&ED'$ %>%%J"@D DA$@%") ;"' F& "FF>A$@$E" &' N>$?%D ?$B$ B$# A@"L#$ED B$#5
#J>'&F&%DQ &' N>D'%" ?&DE" $??$'I&D#E$'%$ &'%$@$??D%& D ?%&E$ " 3&'%&'3 ED F&
#&E&%&DE" D @&F"@BD@$ FG$ B& ?$C>&%" %@D%%$@$E" ?"#" #$ F"?&BB$%%$ ?"#>I&"'& B&
%&A" 8<UM ,8"#>I&"'& <%%$'>%$ BD U&E&%& B& MAA@"??&EDI&"'&.) +EA#&F&%DE$'%$
B$H&'&%$ '$# H"'BDE$'%D#$ #DO"@" B& !"FFD@B" j 7D##">$g% &' a11b3 $??$ ?"'"
N>$##$ ?"#>I&"'& FG$ ?& A"??"'" "%%$'$@$ F"E$ #&E&%& B& A@"L#$E& DAA@"??&ED'%&
B$# %&A"

!B&O ",<2F. # !F &' "

2F # 0 "' %"

!
$\"/%

B"O$ A$@ F"E"B&%DQ D??>E&DE" FG$ " ?&D >' DA$@%" #&E&%D%" $ U&A?FG&%I&D'") :&>Q
A@$F&?DE$'%$3 ?& B$H&'&?F"'" #$ H>'I&"'& !F ' )( ,?& '"%& FG$ A"??&DE" ?$EA@$
D??>E$@$3 D E$'" B& A@"#>'CDE$'%& LD'D#&3 FG$ #D E&?>@D ! &'&I&D#$ ?&D B$H&'&%D ?>
%>%%" !,. F"E$ #$ F"'O"#>I&"'& B& ! F"' "AA"@%>'& '>F#$& B& F"'O"#>I&"'$ #&?F& (F3 $
A"& ?& @&?"#O$ &# A@"L#$ED ,\)/.3 %@"OD'B"3 C@DI&$ DC#& >?>D#& E$%"B& B& E"'"%"'&D
a44b3 >'D ?"#>I&"'$ 2F ' Q1!3

0 ,".) +'H&'$3 F"E$ HD%%" O$B$@$ &' a113 1/b3 ?& A>"Q B&5
E"?%@D@$ #J$?&?%$'ID B& >'D H>'I&"'$ 2 ' Q1!3!1

0 ,". %D#$ FG$ 2F 1 2 &' Q1!3!1
0 ,".S

%D#$ F"'O$@C$'ID H"@%$ A$@E$%%$ B& AD??D@$ D# #&E&%$ '$##$ $N>DI&"'& DAA@"??&ED'%&
$ 2 ?& @&O$#D $??$@$ A"& >'D ?"#>I&"'$3 &' C$'$@D#$ E"#%" B$L"#$3 B$# A@"L#$ED ,\)1.)
ZD "@D &' A"& '"& F& "FF>A$@$E" ?"#" B& N>$?%$ ?"#>I&"'&3 #D F>& >'&F&%DQ '"' $Q &'
C$'$@D#$ '"%D ?$ '"' &' ?&%>DI&"'& AD@%&F"#D@&) (' A@&E" FD?" $Q N>$##" &' F>&
! ' !1,".) (' ?$F"'B" FD?"3 H"@?$ A&>Q &'%$@$??D'%$3 $Q N>D'B" #D E&?>@D ! ?&
F"'F$'%@D &' >' A>'%"3 A&>Q A@$F&?DE$'%$ ! # )3 B"O$ ) $Q >'D B$#%D B& Z&@DF)
K"'?&B$@&DE" &'HD%%& &# A@"L#$ED

!"32 # ) &' A,0! 1.

2 # 0 "' %A,0! 1. !

!
$\"2%

F"' ) FG$ ?& F"'F$'%@D '$##J"@&C&'$) (?D'B" &' E"B" "AA"@%>'" &# A@&'F&A&" B&
ED??&E" $ & @&?>#%D%& F"'%$'>%& &' ae0b $ &' a_-b ?& A>"Q D##"@D B&E"?%@D@$ FG$ #D

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /e6

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 179



F"?&BB$%%D VV?"#>I&"'$ H"'BDE$'%D#$JJ ,H>'I&"'$ B& 7@$$' '"' #&'$D@$.

?3,>. !# 6
->-

3!,
3!1 ! 1

) *
?$ 1!3 @# ,

#"C ->- ?$ 3 # ,

!
$\"_%

$Q #J>'&FD 8<UM B$# A@"L#$ED ,\)2.3 A$@ >'D "AA"@%>'D F"?%D'%$ 6 B&A$'B$'%$ ?"#"
BD , $ 3) 8& '"%& F"E$ '$# FD?" 3 # / #D A@$F$B$'%$ H>'I&"'$ ?3, + . F"&'F&BD F"'
N>$##D B$H&'&%D &' ,/)\.) =>$?%" HD%%" $Q E"#%" @&#$OD'%$ A$@ N>D'%" D'B&DE" D
%@D%%D@$ A"&FG$W A$@E$%%$ B& F"'%@"##D@$ #J"%%&ED#&%DQ B$& @&?>#%D%& FG$ D'B@$E" D
A@$?$'%D@$ A$@ #$ 8<UM F"'H@"'%D'B"#& F"' #D @$C"#D@&%DQ $?&L&%D BD ?3, + .)

U$ H"'BDE$'%D B& >'D %$"@&D B& %&A" KD#B$@"W'5XYCE>'B A$@ & A@"L#$E& N>D5
?&#&'$D@& F"' BD%" E&?>@D ?"'" ?%D%$ $??$'I&D#E$'%$ C$%%D%$ BD !"FFD@B" j
7D##">$g% &' a113 1/b3 FG$ GD''" %@D%%D%" &# FD?" B$##D &$0%*"&'#": 8"9$3 F&"$Q B$#5
#J&'%$C@DL&#&%DQ B$# C@DB&$'%$) + @&?>#%D%& F"'%$'>%& &' a113 1/b ?"'" ?%D%& A"& ?>F5
F$??&ODE$'%$ $?%$?& &' OD@&$ B&@$I&"'& $ &# %$"@$ED ?$C>$'%$ &'F"@A"@D DB $?$EA&"
D#F>'& B$& @&?>#%D%& "%%$'>%& &' a-3 213 243 2-b)

]9<`9*M \)1 ,`$C"#D@&%DQ LD?$ A$@ BD%& E&?>@D.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%,
/ / 3 / ,O %0,' BU!S 2 ' Q1!3!1

0 ,". ($* 3&%8*$1" ,\)1. $: #"*$ 67$

-<2-3!1 ' 2 ,
,!1,". "

UJ"%%&ED#&%DQ B$# @&?>#%D%" B$# A@$F$B$'%$ ]$"@$ED \)1 ?$C>$ BD##JD'D#&?& B$##D
?"#>I&"'$ H"'BDE$'%D#$ ?3, + .3 ED %>%%DO&D @&C>D@BD ?"#%D'%" #D ?"EEDL&#&%DQ B$#
C@DB&$'%$ B$##$ ?"#>I&"'&) ZJD#%@D AD@%$ #J"A$@D%"@$ F"'?&B$@D%" '$# A@"L#$ED $Q B$#
?$F"'B" "@B&'$ $ ?D@$LL$ D>?A&FDL&#$ "%%$'$@$ N>D#FG$ @&?>#%D%" B& EDCC&"@$
@$C"#D@&%DQ3 F"E$ A$@ $?$EA&" #D B&HH$@$'I&DL&#&%DQ B$# C@DB&$'%$) K#D??&F& F"'5
%@"$?$EA& E"?%@D'" FG$ &' C$'$@D#$ "2 ' !1 '"' &EA#&FD <2 ' Q1!13 ED3 F"E$
O&?%" '$# FD?" #&'$D@$3 N>D'B" "2 ' !4 F"' 4 # 1 DLL&DE" <2 ' Q1!4) :D@$
N>&'B& $??$@F& >'D B&?%D'ID BD F"#ED@$ %@D N>$?%D F&@F"?%D'ID $ &# HD%%" FG$ '$#
FD?" B$& BD%& E&?>@D &# ]$"@$ED \)1 A"??D H"@'&@$ #J>'&F" BD%" B& @$C"#D@&%DQ B&5
?A"'&L&#$ A$@ $N>DI&"'& '"' #&'$D@&) +'HD%%&3 N>D'B" ?& AD??D BD "2 ' !4 D
"2 ' !13 N>D#F"?D3 $ D'I&3 E"#%"3 @&ED'$ $ A$@ B$?F@&O$@$ & @&?>#%D%& B&?A"'&L&#&
B"LL&DE" @&FG&DED@$ #D B$H&'&I&"'$ B& ?ADI&" B& 8"L"#$O H@DI&"'D@&")

Z9d+;+X+<;9 \)1) 5 B'" S 7 !, 2, ',9'$1$ "3$&#% $ F & 1O * ' ,0! 1.O
4 ' a1!(.C *% 93"5'% (' B%8%*$= D&"5'%,"&'% Q*!4,S!!F. 9' ($D','96$ 6%1$ '* 9%#-
#',9'$1$ ($**$ D2,5'%,' E ' !4,S!!F. #"*' 67$ *" 9$02$,#$ ,%&1" (' ?"0*'"&(%
&'92*#" D','#"

)E)Q*!4,S. !# !
S

-E-4 (>

%

&

'

(
1$4

. !
S

!
S

-E,>.! E,/.-4

->! /-,.*4 (> (/

%

&

'

(
1$4

"

/ee 7+(89::9 *+;7+<;9

180 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



7#& ?ADI& B& 8"L"#$O H@DI&"'D@& C&"FD'" >' @>"#" E"#%" &EA"@%D'%$ '$##JM'D#&?&
F"'%$EA"@D'$D $ A$@ >'D AD'"@DE&FD ?& O$BD DB $?$EA&" a20bS $??& ?"'" ?%D%&
@$F$'%$E$'%$ >?D%& BD o@&?%$'?$' $ BD##JD>%"@$ A$@ ?%DL&#&@$ ?%&E$ ?>##D B&5
E$'?&"'$ B& ^D>?B"@HH B$##J&'?&$E$ ?&'C"#D@$ B$##$ ?"#>I&"'& B& A@"L#$E& O$%%"5
@&D#& a\43 \63 62b)

+# A@"??&E" @&?>#%D%" ?%DL&#&?F$ FG$3 ED#C@DB" '"' ?& A"??D B&E"?%@D@$ FG$
<2 ' Q1!1 ,N>D'B" 3 # /.3 ?& A>"Q D'F"@D "%%$'$@$ "C'& B$@&OD%D H@DI&"'D@&D B$#
C@DB&$'%$ A@&ED B& N>$##D B& "@B&'$ >'")

]9<`9*M \)/ ,`$C"#D@&%DQ ?>A$@&"@$ A$@ BD%& E&?>@D a60b.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/.
6%, / / 3 / ,O %0,' BU!S 2 ' Q1!3!1

0 ,". ($* 3&%8*$1" ,\)1. 9%(('9D"

<2 ' Q
1!$
3!1!3!1

#"F ,"!!,. 3$& %0,' $ # 0 "$\"\%

N, 3"&#'6%*"&$O 42",(% 3 # / 9' 7"

<2 ' Q1!$!1
#"F ,"!!,. 3$& %0,' $ # 0 "

UJ"%%&ED#&%DQ B$##D ,\)\. ?$C>$ D'F"@D BD##JD'D#&?& B$##D ?"#>I&"'$ H"'BDE$'%D#$
?3, + .3 FG$ $?&L&?F$ DAA>'%" #D @$C"#D@&%DQ B$?F@&%%D &' ,\)\.) +# E"B" A&>Q @DA&B" B&
"??$@OD@$ N>$?%" HD%%" O&$'$ BD##J>?" B$##$ A@"A@&$%DQ B& &EE$@?&"'$ B$C#& ?ADI&
H@DI&"'D@&T

Q*!4
#"F &1!,4$,,!*4.

#"F N>D'B" *4!,

A$@ #$ N>D#& @&ED'B&DE" D a4b) 8$ D##"@D #D ,\)\. OD#$??$ A$@ $ # 0 DO@$EE" D'FG$
FG$ -<2-3!1 ' !,$,,!1.

#"F 3 FG$ &'O$F$ '"' OD#$ A$@ #D H>'I&"'$ B& 7@$$' ?3, + . B$5
?F@&%%D &' ,\)_.)

<??$@O&DE" &'H&'$ FG$ &# FD?" 3 / , $Q ?%D%" F"'?&B$@D%" A$@ @&B>@F& D# FD?" &'
F>& &# BD%" ,&' N>$?%" FD?" #D E&?>@D !. '"' DAAD@%$'$??$ D# B>D#$ B& Q1!3

0 S A$@ &#
FD?" 3 # , ?& @&ED'BD D a60b $ A$@ N>$##" &' F>& 3!/ D a6_b)

F) 5 GGH'(.)$3' $) 5,$66)5)II / 8%)3& >4.%4$,)

+' N>$?%J>#%&ED AD@%$ F& "FF>A&DE" B& >'J$?%$'?&"'$ A&>Q @DB&FD#$ B$##D F#D??&FD
%$"@&D B& KD#B$@"W'5XYCE>'B #&'$D@$S HD@$E" O$B$@$ F"E$ #$ ?%&E$ A>'%>D#&
,/)/0.3 DAAD@$'%$E$'%$ #$CD%$ D##D ?A$F&H&FD ?%@>%%>@D #&'$D@$ B$##J$N>DI&"'$ B&
:"&??"'3 DEE$%%D'" &' @$D#%DQ >'D F"'%@"AD@%$ '"' #&'$D@$ 'D%>@D#$ OD#&BD A$@
$N>DI&"'& B$# %&A"

!B&O ",<2. # ! "$4"1%

:$@ ?$EA#&F&%DQ3 D'FG$ &' N>$?%D ?$I&"'$ F& #&E&%$@$E" D F"'?&B$@D@$ &# FD?" 3 & /)
M'F"@D A$@ F"E"B&%DQ B& $?A"?&I&"'$ F"'?&B$@$@$E" &# FD?" B& ?%&E$ " 3&'%&'3 F&"$Q

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /e-

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 181



OD#&B$ A$@ ?"#>I&"'& D A@&"@& ?>AA"?%$ A&>Q @$C"#D@& 5 )0!)1 $FF) 5 ED FG$ '"'
B&A$'B"'" &' E"B" N>D'%&%D%&O" BD %D#$ @$C"#D@&%DQ) ]>%%" N>$?%" '"' $Q @$?%@&%%&O"
A"&FG$W3 F"E$ '"%"3 & @&?>#%D%& A$@ ?"#>I&"'& C$'$@D#& ?$C>"'" %@DE&%$ C#& >?>D#&
A@"F$B&E$'%& B& DAA@"??&EDI&"'$ F"' ?"#>I&"'& A&>Q @$C"#D@&)

:@&ED B& F"E&'F&D@$3 ?&FF"E$ &' N>D'%" ?$C>$ F"'?&B$@$@$E" D'FG$ A@"L#$E&
?> B"E&'& #&E&%D%&3 F& ?$@O$ >'J"AA"@%>'D O$@?&"'$ #"FD#&IID%D B$& A"%$'I&D#& B&
`&$?I) K"'?&B$@$@$E" N>&'B& & A"%$'I&D#& %@"'FD%&

!!%,>!L. !# !
L

0

!,A,>! +..

+,!%

(+

+
!

"??$@OD'B" FG$ !!%,>!L.! N%,!.,>. N>D'B" ! $Q >'D E&?>@D '"' '$CD%&OD) 8& O$B$
HDF&#E$'%$3 F"' >' ?$EA#&F$ D@C"E$'%" B& @&?FD#DE$'%"3 FG$ N>D'B" 3 # / #$
?%&E$ ,/)/0. '"' A"??"'" $??$@$ O$@$) K"'?&B$@&DE" &'HD%%& >'D ?"#>I&"'$ '"'
'>##D B& !B&O ,-<2-3!/<2. # !3 A"'$'B" #2 # 61$,3!1.2 $ #! # 6! F"' 6 # 03 ?& "%5
%&$'$ !B&O ,-<#2-3!/<#2. # #!S ?$ D##"@D #D A@&ED B$##$ ,/)/0. H"??$ O$@D3 DO@$EE"3
DAA#&FD'B"#D D #23 FG$ 2,>. / 6,3!/.$,3!1.N1,!.,>. BD F>&3 AD??D'B" 6 1 03 DO@$EE"
D'F"@D 2 3 0) ;$# FD?" '"' #&'$D@$ $'%@D D##"@D &' C&"F" >' D#%@" %&A" B& A"%$'I&D#$3
FG$ &'F"@A"@D #J&'H"@EDI&"'$ ?>##J$?A"'$'%$ B& @&?FD#DE$'%" B$# A@"L#$ED3 F&"$Q
1$,3! 1.3 $ FG$ B&O$'%D F"E$ %D#$ >' A"%$'I&D#$ '"' #&'$D@$)

Z9d+;+X+<;9 4)1) 5 B'" ! 2,"1'92&" (' A%&$* ($D','#" 92!,C '* 3%#$,5'"*$ ('
Q%*DD "!

%!3 9' ($D','96$ 6%1$

"!
%!3,>!L. !# !

L

0

-!-,A,>! +..
+,!%3

+ ,1$,3!1. (+

+
! % ' ,0!,$3b

3$& %0,' > ' !, $ 0!L / (;

+ A"%$'I&D#& B& p"#HH ?"'" ?%D%& A$@ #D A@&ED O"#%D ?%>B&D%& '$# H"'BDE$'%D#$
#DO"@" B& ^DO&' j *DIJYD a_0b $ ?>FF$??&ODE$'%$ &' a\b $ a_1b) ;$# FD?" 3 # / $??&
F"&'F&B"'" "OO&DE$'%$ F"' & A"%$'I&D#& B& `&$?I3 E$'%@$ '$# FD?" 3 # /! 1$, ,$
N>&'B& N>$##" FG$ F& &'%$@$??D A"&FG$W N>& F& ?&DE" #&E&%D%& D# FD?" 3 & /. #D F@$?F&%D
B$& A"%$'I&D#& B& p"#HH A>"Q $??$@$ B$?F@&%%D A>'%>D#E$'%$ %@DE&%$ & A"%$'I&D#& B&
`&$?IT

"!
%!3,>!(.! N%

-
aN%,-!-.b1$,3!1..,>. #! #%!3,-!-.,>. "

=>$?%" HD%%" B& LD?$ $Q ?%D%" B&E"?%@D%" &' a_0b $ &'HD%%& #D N>D'%&%DQ #%!3 B$H&'&?F$
>' D#%@" A"%$'I&D#$ '"' #&'$D@$ FG$ O&$'$ >?>D#E$'%$ FG&DED%" &' #$%%$@D%>@D
A"%$'I&D#$ B& ^DO&'5*DIJYD ,?& O$BD a/2b.)

o&#A$#Dg&'$' j *D#YW a\13 \/b ?"'" ?%D%& & A@&E& D B&E"?%@D@$ #D A"??&L&#&%DQ B&
$?%$'B$@$ #D A@&ED ?%&ED &' ,/)/0. D ?"#>I&"'& B& $N>DI&"'& '"' #&'$D@& A"??&5
L&#E$'%$ B$C$'$@&)

/-0 7+(89::9 *+;7+<;9

182 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



]9<`9*M 4)1) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%, / / 3 / ,O 9'" 2 ' )0,". :Q1!3,".
2," 9%*25'%,$ ($8%*$ ($**M$42"5'%,$ ,4)1.3 (%=$ ! $: 2,"1'92&" (' A%&$* (' 1"99"
D','#"; X9'9#$ 2," 6%9#",#$ 63 6,,! 3! &!!.# 0 #"*$ 67$ 3$& %0,' 3"**" A,>!L.0"
="*$ *" 9#'1" 32,#2"*$

-2,>.- / 6"!
1!3,>!L.. 6 !!

A,>!L.

,-2- .L9. (/ "$4"/%

:$@ OD@& DAA@"FF& D# A@$F$B$'%$ @&?>#%D%" ?& O$BD a\13 \/3 e43 \\3 2/b) 8& '"%&
&'"#%@$ F"E$ A$@ 3 # / @&?>#%& "!

1!3 3 !-!-/ $ N>&'B& #D A@&ED ?%&ED '$##D ,/)/0.3 A$@
A@"L#$E& B$H&'&%& &' !, $ A$@ ?"#>I&"'& 2 ' !1,!,.3 ?$C>D BD##D ,4)/. AD??D'B"
L 1 () UD ?%&ED ,4)/. @&?>#%D B& H"'BDE$'%D#$ &EA"@%D'ID &' OD@&$ N>$?%&"'& FG$
@&C>D@BD'" #D @$C"#D@&%DQ H&'$ B$##$ ?"#>I&"'& B& $N>DI&"'& N>D?&#&'$D@&T C#& ?%$??&
o&#A$#Dg&'$'j*D#YW #JGD''" >?D%D A$@ B&E"?%@D@$ #D '$F$??&%DQ B$# F@&%$@&" B&p&$'$@
A$@ $N>DI&"'& C$'$@D#& ,#D ?>D ?>HH&F&$'ID $@D ?%D%D B&E"?%@D%D BD*DIJYDE"#%& D''&
A@&ED &' a4-b.S >#%$@&"@& DAA#&FDI&"'& ?& %@"OD'" A$@ $?$EA&" '$& #DO"@& B& :G>F j
c$@L&%?hY a6\3 64b) 8& '"%& F"E$ &# ]$"@$ED 4)13 BD%D #D '"'#&'$D@&%DQ B$# F"'%$?%"3 ?&D
F"EA#$%DE$'%$ '"' LD'D#$ C&DQ '$# FD?" 3 # /)

UD N>$?%&"'$ B$##$ ?%&E$ A"%$'I&D#& A$@ &# C@DB&$'%$ $Q ?%D%D DHH@"'%D%D A$@ #D
A@&ED O"#%D &' a6/b3 B"O$ $Q ?%D%" %@D%%D%" &# FD?" 3 # / B$?F@&%%" '$#

]9<`9*M 4)/ ,a6/b.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%, 3 # /O 9'" 2 ' )1,". 2," 9%*2-
5'%,$ ('9#&'825'%,"*$ ($**M$42"5'%,$ ,4)1.3 (%=$ ! $: 2,"1'92&" (' A%&$* ('1"99"
D','#"; S**%&" $9'9#$ 2," 6%9#",#$ 6 ('3$,($,#$ 9%*% (" ,! &!! #"*$ 67$ *" 9#'1"
32,#2"*$

-<,2,>.- / 6!-!-1 ,>!L.. 6 !!
A,>!L.

-<,2- (/

="*$ 3$& %0,' 96$*#" ($**" 6%13%,$,#$ ($* 0&"('$,#$ , ' 41! $ $ $ !,5 $ 3$& %0,'
3"**" A,>!L. 0 ";

UJ$?%$'?&"'$ B$# A@$F$B$'%$ @&?>#%D%" D F"'%$?%& B$C$'$@& ?& $Q @$D#&IID%D D%5
%@DO$@?" B&O$@?& AD??& ?>FF$??&O&) MB >'D A@&ED "FFG&D%D3 ?& A"%@$LL$ A$'?D@$ FG$
& A"%$'I&D#& B& p"#HH C&"FG&'" >' @>"#" B$F&?&O" D'FG$ A$@ N>D'%" @&C>D@BD #$ ?%&E$
C@DB&$'%$) +' $HH$%%& &# A@&E" @&?>#%D%" A$@ $N>DI&"'& B$C$'$@& ,3 # /. $Q ?%D%"
"%%$'>%" &' a2/b B"O$ $Q ?%D%D B&E"?%@D%D #D ?$C>$'%$ B&?>C>DC#&D'ID A>'%>D#$

-<2,>.-!"!
1$3!3,>!L.. !!

A,>!L.

,-<2- . 9. (/$4"2%

OD#&BD A$@ "C'& AD##D A,>!L. 0 ") M'F"@D >'D O"#%D3 N>D'B" 3 # /3 #D A@$F$B$'%$
?%&ED F"?%&%>&?F$ >'D O$@?&"'$ #"FD#$ B$##D ?%&ED C@DB&$'%$ #&'$D@$ FG$ DAAD@$ &'
,/)/0. $ ?& @&F"##$CD D N>$##D B$# ]$"@$ED 4)/) +'"#%@$3 N>D'B" 2 ' Q1!1,!,. D##"@D

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /-1

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 183



#D ?$F"'BD ?%&ED &' ,/)/0. ?$C>$ BD##D ,4)2. A$@ 3 # / ,ED'BD'B" L 1 (.) UD
?%&ED ,4)2. ?& @&O$#D "%%&ED#$ &' E"#%$ ?&%>DI&"'&3 F"E$ A$@ $?$EA&" '$# FD?"
H"'BDE$'%D#$ &' F>& ! $Q >'D E&?>@D B& Z&@DF FG$ ?& F"'F$'%@D &' >' A>'%" >0) +'
N>$?%" FD?"3 A@$'B$'B" > @# >0 &' ,4)2. DLL&DE" FG$ A@&E" $ ?$F"'B" E$EL@" ?&
$N>&OD#C"'" ,?& O$BD a2/3 `$ED@h 4)/b.) K&"'"'"?%D'%$3 #D ?%&ED ,4)2. '"' $Q D'F"@D
N>D'%" B& E$C#&" ?& A"??D HD@$ $3 F"E$ O$B@$E" %@D A"FG$ @&CG$3 A&>%%"?%" &'D5
?A$%%D%DE$'%$ D'FG$ '$# FD?" B$C$'$@$ & A"%$'I&D#& #&'$D@& B& `&$?I %"@'D'" D
C&"FD@$ >' @>"#" H"'BDE$'%D#$)

9?DE&'&DE" N>&'B& #J$N>DI&"'$

!B&O ,-<2-3!/<2. # !$4"_%

BD >' D#%@" A>'%" B& O&?%D3 "??$@OD'B" F"E$ N>$?%D ?& A"??D "OO&DE$'%$ #$C5
C$@$ F"E$ >'J$N>DI&"'$ '"' #&'$D@$ '$# C@DB&$'%$3 ED D'FG$ F"E$ 2,M$42"-
5'%,$ *',$"&$ ,$* 6"13% =$##%&'"*$ ,%, *',$"&$ ($* 0&"('$,#$ -<2-3!/<2)
Z$F"EA"'&DE"#D D##"@D '$# ?&?%$ED

!B&O = # ! ! = # -<2-3!/<2 "$4"\%

MB$??"3 $Q '"%" FG$ #D A@&ED $N>DI&"'$ '$##D @&CD A@$F$B$'%$ ?& A>"Q @&?"#O$@$
>?D'B" A"%$'I&D#& B& %&A" `&$?IS %>%%DO&D3 #D @&?"#>L&#&%DQ '"' $Q >'&O"FD a1_b3 &' D#%@$
AD@"#$3 '"' DLL&DE" #D ?&F>@$IID FG$ #D ?"#>I&"'$ %@"OD%D ?&D B$##D H"@ED @&FG&$?%D
'$##D ,4)\.) +EEDC&'&DE" A$@ >' D%%&E" FG$ #D ,4)\. ?&D O$@D3 D##"@D &'O$@%$'B"
H"@ED#E$'%$ B&O = # ! O&D A"%$'I&D#& B& `&$?I A"??&DE" &EEDC&'D@$ #D OD#&B&%DQ B&
>'D ?%&ED B$# %&A" -=- # -<2-3!1 ! N1,!.,>.) =>$?%" @DC&"'DE$'%" $>@&?%&F" $Q D??D&
F"@DCC&"?"3 A"&FG$W >?D &EA#&F&%DE$'%$ @DC&"'DE$'%& FG$3 L$'FG$W B&E$'?&"5
'D#E$'%$ F"@@$%%&3 HD''" A$@'" ?> @&?>#%D%& FG$ ?"'" &' C$'$@D#$ HD#?&) ]>%%DO&D #$
F"?$ ?& @&F"EL&'D'" A$@ &# E$C#&" $ #JD?A$%%" B&E$'?&"'D#$ @&?>#%D A@$OD#$@$S
A&>%%"?%" ?"@A@$'B$'%$E$'%$ OD#$ &'HD%%& &#

]9<`9*M 4)2 ,a423 4_b.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%, 3 & / O 9'" 2 ' )1,". 2,"
9%*25'%,$ ('9#&'825'%,"*$ ($**M$42"5'%,$ ,4)1.3 (%=$ ! $: 2," 1'92&" (' A%&$* ('
1"99" D','#" ($D','#" 92 "; S**%&" $9'9#$ 2," 6%9#",#$ 6O ('3$,($,#$ 9%*% ("
,! 3! &!!O #"*$ 67$ *" 9#'1" 32,#2"*$

-<2,>.-3!1 / 6!-!-1 ,>!L.. 6 !!
A,>!L.

,-<2- . 9. (/

%

&

'

(
3!1

="*$ 3$& %0,' 3"**" A,>!L. 0 ";

8& "%%&$'$ N>&'B& &#

K<`<UUM`+< 4)1) 5 B'" 2 ' Q1!3,!,. 2," 9%*25'%,$ ('9#&'825'%,"*$ ($**M$-
42"5'%,$ ,4)_. (%=$ ! $: 2," 1'92&" (' A%&$* (' 1"99" D','#" ($D','#" 92 !,;

/-/ 7+(89::9 *+;7+<;9

184 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



S**%&" *" 9$02$,#$ 9#'1" 32,#2"*$ ="*$ 3$& 2," 6%9#",#$ ('3$,($,#$ 9%*% (" , $
3O $ 3$& 42"9' %0,' > ' !,

-<2,>.-3!1 / 6 !
!,

(-!-,/.
->! /-,!1

"

<??$@O&DE" FG$ #D ?%&ED B$# ]$"@$ED 4)2 $?%$'B$ N>$##D &' ,4)2. A"&FG$W ?& GD

!-!-1 ,>!L.! "!
1$3!3,>! /L.

/ 03!1
N>D'B" 3 & / "

+# HD%%" ?"@A@$'B$'%$3 '$# ]$"@$ED 4)2 $ '$# K"@"##D@&" 4)13 $Q FG$ #D ?%&ED A>'%>D#$
C@DB&$'%$ $Q DB$??" F"?%@>&%D F"' >' 3%#$,5'"*$ *',$"&$ FG$3 F"E$ %D#$3 '"' B&5
A$'B$ BD 3) +' D#%@$ AD@"#$3 BD# A>'%" B& O&?%D B$##$ ?%&E$ C@DB&$'%$ '"' ?& @&#$OD'"
B&HH$@$'I$ %@D &# UDA#DF&D'" $ &# 35UDA#DF&D'") 8$ O"C#&DE"3 BD%" &# FD@D%%$@$ B$5
C$'$@$ B$# 35UDA#DF&D'"3 $Q D'F"@D A&>Q ?"@A@$'B$'%$ @&#$OD@$ FG$ %D#$ D'D#"C&D B&
F"EA"@%DE$'%" ?& $?%$'B$ H&'" D##D @$C"#D@&%DQ B& F#D??$ )13 F"E$ B$?F@&%%" '$#
?$C>$'%$

]9<`9*M 4)_ ,a423 4_b.) 5 R$**$ '3%#$9' ,2)/. 6%, 3 & / O 9'" 2 ' Q1!3,". 2,"
9%*25'%,$ ('9#&'825'%,"*$ ($**M$42"5'%,$ ,4)1.3 (%=$ ! $: 2," 1'92&" (' A%&$* ('
1"99" D','#" ($D','#" 92 "; B$

#&E
L10

!-!-1 ,>!L. # 0 2,'D%&1$1$,#$ &'93$##% " >! *%6"*1$,#$ ', " !

"**%&" '* 0&"('$,#$ <2 ($**" 9%*25'%,$ $: 6%,#',2% ', ";

+# ]$"@$ED 4)2 DEE$%%$ ?OD@&D%$ DAA#&FDI&"'& $B D'FG$ >'D O$@?&"'$ A$@
$N>DI&"'& D F"$HH&F&$'%& E&?>@DL&#& A$@ #D N>D#$ @&ED'B&DE" D a61b ,?& O$BD D'FG$
a6_3 ]G$"@$E 4)1b $ a/eb. $B $?%$'?&"'& D FD?& &'%$@E$B& a\e3 \-b) 9??" &EA#&FD $
E&C#&"@D %>%%& & @&?>#%D%& '"%& B& @$C"#D@&%DQ B$# C@DB&$'%$ A$@ #J$N>DI&"'$ E"B$##"
,4)_. &' ?ADI& &'OD@&D'%& A$@ @&"@B&'DE$'%") +'"#%@$3 D#F>'& FD?& #&E&%$ B& B&HH&F&#$
@DCC&>'C&L&#&%DQ F"' #$ %$F'&FG$ '"%$3 A"??"'" $??$@$ "%%$'>%& DB$??" F"E$ F"5
@"##D@&" &'?&$E$ D& @&?>#%D%& C&DQ DFN>&?&%&)

U$ ?%&E$ B$# C@DB&$'%$ O&D A"%$'I&D#& @&A"@%D%$ &' N>$?%D ?$I&"'$ DEE$%%"'"
>' D'D#"C" AD@DL"#&F"3 A$@ &# N>D#$ @&ED'B&DE" D a403 413 4/3 /-3 63 eb) :$@ &# FD?"
?"%%"N>DB@D%&F" /! 1$,!3 / / @&ED'B&DE" &'O$F$ D a22b)

L',0&"5'"1$,#'; 5 U$ @&F$@FG$ B$##JD>%"@$ ?"'" @$D#&IID%$ F"' &# ?>AA"@%"
B$##J9`K C@D'% /06\62 VVc$F%"@&D# A@"L#$E?JJ) 8$'%&%& @&'C@DI&DE$'%& OD''" D
8$@$'D ;"'" A$@ &# ?>" AD@%&F"#D@$ F"'%@&L>&%" D##D L>"'D @&>?F&%D B$##D F"'H$5
@$'ID C$'$@D#$ %$'>%D D# K"'C@$??" (*+) (#%$@&"@& @&'C@DI&DE$'%& OD''" DB
MC'$?$ Z& KD?%@" $ 7&DEA&$@" :D#D%>FF& A$@ #$ "??$@ODI&"'& ?> >'D O$@?&"'$
A@$#&E&'D@$ B$# #DO"@")

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /-2

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 185



`9d9`9;K98

a1b 9) MK9`!+ 5 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# $9#'1"#$9 D%& #7$ 3,>.-!"3*"6$", 9/9#$1) k)
`$&'$ M'C) *D%G) ,K@$##$? k).3 DJC ,/00\.3 11651_e)

a/b 9) MK9`!+ 5 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# $9#'1"#$9 D%& " 6*"99 %D 3"&"8%*'6 9/9#$19) Z>h$
*D%G) k) :@F ,/006.3 /e\52/0)

a2b Z) `) MZM*83 S ,%#$ %, L'$95 3%#$,#'"*9) Z>h$ *D%G) k) C? ,1-6\.3 64\566e)
a_b Z) `) MZM*8 5 U) +) ^9Z!9`73 J2,6#'%, 93"6$9 ",( 3%#$,#'"* #7$%&/; 7@>'B#$G@$'

B$@ *D%G$ED%&?FG$' p&??$'?FGDH%$' 21_) 8A@&'C$@5c$@#DC3 !$@#&'3 1--4)
a\b Z) `) MZM*8 5 ;) 7) *9f9`83 K7',,$9 ",( Q'$,$& 6&'#$&'" D%& ,%,*',$"& 3%#$,#'"*9)

+'B&D'D ('&O) *D%G) k) ?? ,1-6/q62.3 14-51-6)
a4b `) M) MZM*8 5 k) k) d) d<(`;+9`3 B%8%*$= B3"6$9; B$6%,( $('#'%,; :>@$ D'B MAA#)

*D%G) 1_03 9#?$O&$@qMFDB$E&F :@$??3 ME?%$@BDE3 /002)
a6b :) !M`<;+ 5 k) ^M!9`*M;;3 )"*($&%+,-./012,( $9#'1"#$9 D%& 3"&"8%*'6 1$"92&$

("#" 3&%8*$19) k) Z&HH) 9N>) ?D? ,/01/.3 _1/5__6)
aeb :) !M`<;+ 5 k) ^M!9`*M;;3 R$E 0&"('$,# $9#'1"#$9 D%& 3"&"8%*'6 $42"#'%,9)

^">?%"' k) *D%G)3 &' ?%DEAD)
a-b :) !9W;+UM; 5 U) !<KKM`Z< 5 ]) 7MUU<(9g] 5 `) 7M`+9:f 5 *) :+9``9 5 k) U) cMWX=(9X3

S, !1-#7$%&/ %D $>'9#$,6$ ",( 2,'42$,$99 %D 9%*2#'%,9 %D ,%,*',$"& $**'3#'6
$42"#'%,9) M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,+c.3 ?? ,1--\.3 /_15/62)

a10b U) !<KKM`Z<3 H&%8*$1' ('DD$&$,5'"*' $**'##'6' $ 3"&"8%*'6' 6%, ("#' 1'92&$) !"##) (*+
M ,c++.3 :: ,1--6.3 _2-5_41)

a11b U) !<KKM`Z< 5 ]) 7MUU<(9g]3 R%,*',$"& $**'3#'6 ",( 3"&"8%*'6 $42"#'%,9 ',=%*=',0
1$"92&$ ("#") k) d>'F%) M'D#) JK ,1-e-.3 1_-514-)

a1/b U) !<KKM`Z< 5 ]) 7MUU<(9g]3 R%,*',$"& $**'3#'6 $42"#'%,9 E'#7 &'07#-7",( 9'($
1$"92&$9) K"EE) :D@%&D# Z&HH$@$'%&D# 9N>D%&"'?3 :K ,1--/.3 4_154\\)

a12b c) !<g79U9+; 5 d) Z(XMM` 5 7) *+;7+<;93 <$0$,$&"#$ 3&%8*$19 E'#7 '&&$02*"&
%89#"6*$9) k) `$&'$ M'C$i) *D%G) ,K@$##$? k).3 FDL ,/011.3 1065140)

a1_b k) !<(`7M+; 5 ^) !`9X+83 U, #7$ $42"#'%, B&OY # D "33*'6"#'%, #% 6%,#&%* %D 37"9$9)
k) ME$@) *D%G) 8"F) :F ,/002.3 2-25_/4)

a1\b 8) 8) !f(; 5 U) pM;73 ?&"('$,# $9#'1"#$9 D%& $**'3#'6 9/9#$19 ', ,%,-91%%#7
(%1"',9) *D%G) M'') @C: ,/00e.3 4/-54\0)

a14b 8) 8) !f(; 5 U) pM;7 5 8) X^<(3 R%,*',$"& $**'3#'6 $42"#'%,9 E'#7 !*< 6%$DD'6'$,#9
', L$'D$,8$&0 (%1"',9) k) d>'F%) M'D#) ?DL ,/006.3 14651-4)

a16b U) KMddM`9UU+3 X**'3#'6 9$6%,( %&($& $42"#'%,9) `$'B) 8$E) *D%) d&?) *&#D'"3 DJ
,1-ee.3 /\25/e_)

a1eb U) KMddM`9UU+3 N,#$&'%& " 3&'%&' $9#'1"#$9 D%& 9%*2#'%,9 %D D2**/ ,%,*',$"&
$42"#'%,9) M'') "H *D%G) ,++.3 :@L ,1-e-.3 1e-5/12)

a1-b U) KMddM`9UU+ 5 +) :9`MU3 U, Q1!3 $9#'1"#$9 D%& $**'3#'6 $42"#'%,9 ', ('=$&0$,6$
D%&1) K"EE) :>@$ MAA#) *D%G) D: ,1--e.3 15/1)

a/0b M) :) KMUZ9`<W; 5 M) Xf7*(;Z3 U, #7$ $>'9#$,6$ %D 6$&#"', 9',02*"& ',#$0&"*9) MF%D
*D%G) JJ ,1-\/.3 e\512-)

a/1b M):)KMUZ9`<W; 5M)Xf7*(;Z3U,9',02*"& ',#$0&"*9)ME$@) k)*D%G) KJ ,1-\4.3 /e-520-)
a//b 8) KM*:M;M]< 5 7) 8]M*:MKK^+M3 B2**$ 1"00'%&"5'%,' ', !3 ,$**" #$%&'" ($**$

$42"5'%,' $**'##'67$) !"##) (*+ ,+++.3 ?L ,1-4\.3 2-252--)
a/2b M) K+M;K^+3 R%,*',$"& 3%#$,#'"*9O *%6"* 9%*2#'%,9 #% $**'3#'6 $42"#'%,9 ",( &$"&&",-

0$1$,#9) M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,c.3 :L ,/011.3 22\5241)
a/_b 7) ZMU *M8< 5 d) *(`M] 5 U) <`8+;M 5 M) :`+7;9]3 L$,%&1"*'5$( 9%*2#'%,9 %D

$**'3#'6 $42"#'%,9 E'#7 0$,$&"* 1$"92&$ ("#") M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,+c.3
?J ,1---.3 6_15e0e)

/-_ 7+(89::9 *+;7+<;9

186 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



a/\b 9) Z+!9;9Z9]]<3 <$0$,$&"#$ 3"&"8%*'6 $42"#'%,9; ('&O$@?&%$l%) 8A@&'C$@5c$@#DC3
;$i f"@h3 1--2)

a/4b 9) Z+!9;9Z9]]< 5 k) k) *M;d`9Z+3U, #7$ 7'07$& ',#$0&"8'*'#/ %D #7$ 0&"('$,# %D E$"F
9%*2#'%,9 %D 6$&#"', ($0$,$&"#$ $**'3#'6 9/9#$19) ME$@) k) *D%G) ::D ,1--2.3 11065112_)

a/6b M) Z+ KM8]`<3S,'9%#&%3'6 $**'3#'6 3&%8*$19 E'#7 ,"#2&"* 0&%E#7 #$&19) *D'>?F@&A%D
*D%G) :@D ,/011.3 \/15\_2)

a/eb M) Z+ KM8]`< 5 7) :MUM](KK+3 T$"92&$ ("#" 3&%8*$19O *%E$& %&($& #$&19 ",(
',#$&3%*"#'%, $DD$6#9) M'') *D%) :>@D MAA#) ,+c. Z<+T 10)1006q?10/21501/50/6656)

a/-b M) Z+ KM8]`< 5 7) :MUM](KK+3R%,*',$"& 3"&"8%*'6 3&%8*$19 E'#7 *%E$& %&($& #$&19
",( &$*"#$( ',#$0&"* $9#'1"#$9) ;"'#&'$D@ M'D#) KD ,/01/.3 _1665_1-6)

a20b 9) Z+ ;9XXM 5 7) :MUM](KK+ 5 9) cMUZ+;<K+3 P'#677'F$&M9 02'($ #% #7$ D&"6#'%,"*
B%8%*$= 93"6$9) !>##) 8F&) ED%G)3 &' ?%DEAD)

a21b 7) Z<UX*M;; 5 ;) ^(;79`!(g^U9` 5 8) *(gUU9`3 G,'42$,$99 ",( 1">'1"*
&$02*"&'#/ D%& ,%,*',$"& $**'3#'6 9/9#$19 %D ,-!"3*"6$ #/3$ E'#7 1$"92&$ ="*2$(
&'07# 7",( 9'($) k) `$&'$ M'C$i) *D%G) ,K@$##$? k).3 D?L ,/000.3 152\)

a2/b d) Z(XMM` 5 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# $9#'1"#$9 ='" ,%,-*',$"& 3%#$,#'"*9) ME$@) k)
*D%G) :@@ ,/011.3 10-2511_-)

a22b d) Z(XMM` 5 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# $9#'1"#$9 ='" *',$"& ",( ,%,*',$"& 3%#$,#'"*9)
k) d>'F%) M'D#) ?DM ,/010.3 /-415/--e)

a2_b d) Z(XMM` 5 7) *+;7+<;9 5 o) 8]9dd9;3 H"&"8%*'6 9/9#$19 E'#7 3%*/,%1'"* 0&%E#7
",( &$02*"&'#/) *$E) ME$@) *D%G) 8"F) ?:C3 '") 100\ ,/011.3 1/e)

a2\b U) 98KM(`+MXM3 Q/!, " 3&'%&' $9#'1"#$9 D%& 9%*2#'%,9 #% D2**/ ,%,*',$"& $42"#'%,9)
+'B&D'D ('&O) *D%G) k) C? ,1--2.3 _125_/2)

a24b *) d(K^8 5 k) `9(U+;73 R%,-*',$"& $**'3#'6 9/9#$19 ',=%*=',0 1$"92&$ ("#") `$'B)
*D%) MAA#) ,6.3 :D ,1--\.3 211521-)

a26b *) 7+M=(+;]M3 T2*#'3*$ ',#$0&"*9 ', #7$ 6"*62*29 %D ="&'"#'%,9 ",( ,%,*',$"&
$**'3#'6 9/9#$19; M''D#? "H *D%G$ED%&F? 8%>B&$?3 10\) :@&'F$%"' ('&O$@?&%Y :@$??3
:@&'F$%"'3 ;k3 1-e2)

a2eb 9) 7+(8]+3 <'&$6# 1$#7%(9 ', #7$ 6"*62*29 %D ="&'"#'%,9; p"@#B 8F&$'%&H&F :>L#&?G&'C
K")3 +'F)3 `&O$@ 9BC$3 ;k3 /002)

a2-b U) 7`9K< 5 ]) +pM;+9K 5 K) 8!<`Z<;93 N,=$&#',0 #7$ 3-7"&1%,'6 %3$&"#%&)
*D'>?F@&A%D *D%G) M? ,1--6.3 /_-5/\e)

a_0b *) ^Mc+; 5 c) 7) *MXJfM3 S ,%,*',$"& 3%#$,#'"* #7$%&/) `>??) *D%G) 8>@O$Y?3 ?K
,1-6/.3 6151_e)

a_1b U) +) ^9Z!9`7 5 ]) p<Udd3 K7', 9$#9 ', ,%,*',$"& 3%#$,#'"* #7$%&/) M'') +'?%)
d">@&$@ ,7@$'"L#$.3 @@ ,1-e2.3 14151e6)

a_/b ]) +pM;+9K3 H&%Z$6#'%,9 %,#% 0&"('$,# D'$*(9 ",( !3-$9#'1"#$9 D%& ($0$,$&"#$(
$**'3#'6 %3$&"#%&9) 8%>B&D *D%G) KD ,1-e2.3 /-2521/)

a_2b ]) +pM;+9K3 3-7"&1%,'6 #$,9%&9 ",( 42"9'&$02*"& 1"33',09) M'') *D%G) ,++.3 :@F
,1--/.3 \e-54/_)

a__b ]) +pM;+9K3 R%,*',$"& )"267/-L'$1",, %3$&"#%&9 ', !,) ]@D'?) ME$@) *D%G) 8"F)
@DC ,/00/.3 1-4151--\)

a_\b ]) +pM;+9K 5 K) 8!<`Z<;93 U, #7$ ',#$0&"8'*'#/ %D #7$ ["6%8'", 2,($& 1','1"*
7/3%#7$9$9) M@FG) `D%&"') *$FG) M'D#) ::M ,1--/.3 1/-51_2)

a_4b ]) +pM;+9K 5 K) 8!<`Z<;93 Q$"F 1','1" %D ="&'"#'%,"* ',#$0&"*9) k) `$&'$ M'C$i)
*D%G) ,K@$##$ k).3 CDC ,1--_.3 1_25141)

a_6b ]) +pM;+9K 5 K) 8!<`Z<;93 L'$95 #&",9D%&19 ",( $**'3#'6 H<X9 E'#7 VTU
6%$DD'6'$,#9) k) M'D#) *D%G) KC ,1--e.3 1e25/1/)

a_eb d) k<^; 5 U) ;+`9;!9`73 U, D2,6#'%,9 %D 8%2,($( 1$", %96'**"#'%,) K"EE) :>@$
MAA#) *D%G) :C ,1-41.3 _1\5_/4)

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /-\

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 187



a_-b 8) o+K^9;M88M*f 5 U) c9`<W;3 B',02*"& 9%*2#'%,9 #% #7$ 3-!"3*"6$ $42"#'%,) *D%G)
M'') ?KD ,1-e4.3 \--541\)

a\0b ]) o+U:9UMg+;9; 5 ]) o((8+ 5 M) ](^<UM5o(kM;:MgMg3 B23$&7"&1%,'6 D2,6#'%,9 "&$
*%6"**/ &$,%&1"*'5$( 9%*2#'%,9) M'') +'?%) ^) :"&'FD@$Q3 M'D#) ;"' U&')3 ?J ,/011.3
66\56-\)

a\1b ]) o+U:9UMg+;9; 5 k) *MUfW3 <$0$,$&"#$ $**'3#'6 $42"#'%,9 E'#7 1$"92&$ ("#" ",(
,%,*',$"& 3%#$,#'"*9) M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,+c.3 :M ,1--/.3 \-15412)

a\/b ]) o+U:9UMg+;9; 5 k) *MUfW3 K7$ Q'$,$& #$9# ",( 3%#$,#'"* $9#'1"#$9 D%& 42"9'*',$"&
$**'3#'6 $42"#'%,9) MF%D *D%G) :K? ,1--_.3 1265141)

a\2b k) o+;;(;9; 5 k) U) U9p+83 V$&/ E$"F 9%*2#'%,9 %D 3"&"8%*'6 9/9#$19 %D 3-!"3*"6'",
#/3$) M@h) *D%) CL ,/00/.3 10\512/)

a\_b k) o+;;(;9; 5 8) X^<(3S *%6"* $9#'1"#$ D%& ,%,*',$"& $42"#'%,9 E'#7 ('96%,#',2%29
6%$DD'6'$,#9) K"EE) :D@%&D# Z&HH$@$'%&D# 9N>D%&"'?3 ?C ,1---.3 /0_25/04e)

a\\b `) o<`]9 5 ]) o((8+3 S ,%#$ %, #7$ Q%*DD 3%#$,#'"* $9#'1"#$ D%& 9%*2#'%,9 #% $**'3#'6
$42"#'%,9 ',=%*=',0 1$"92&$9) MBO) KD#F) cD@) @ ,/010.3 --5112)

a\4b k) o`+8]9;89; 5 7) *+;7+<;93 K7$ 9',02*"& 9$# %D 1','1" %D ',#$0&"* D2,6#'%,"*9)
M@FG) `D%&"') *$FG) M'D#) :JL ,/004.3 22152-e)

a\6b k) o`+8]9;89; 5 7) *+;7+<;93 A%2,("&/ &$02*"&'#/ ', ="&'"#'%,"* 3&%8*$19) M@FG)
`D%&"') *$FG) M'D#) :MJ ,/010.3 24-5_\\)

a\eb ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 G,'=$&9"* 3%#$,#'"* $9#'1"#$9) k) d>'F%) M'D#) ?F? ,/01/.3
_/0\5_/4-)

a\-b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 X,(3%',# ",( ',#$&1$('"#$ 3%#$,#'"* $9#'1"#$9 D%&
,%,*',$"& $42"#'%,9) !"##) (*+ ,+r.3 C ,/011.3 1_-51\6)

a40b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 R%,*',$"& 3%#$,#'"* $9#'1"#$9 ', 3"&"8%*'6 3&%8*$19)
`$'B&F"'%& U&'F$&3 *D%$ED%&FD $ MAA#&FDI&"'&3 ?? ,/011.3 141516_)

a41b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 K7$ Q%*DD 0&"('$,# 8%2,( D%& ($0$,$&"#$ 3"&"8%*'6
$42"#'%,9) k) 9>@"A) *D%G) 8"F)3 &' ?%DEAD)

a4/b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# &$02*"&'#/ D%& ,%,*',$"& 3"&"8%*'6 $42"#'%,9)
M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,c.3 &' ?%DEAD)

a42b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 !',$"& 3%#$,#'"*9 ', ,%,*',$"& 3%#$,#'"* #7$%&/) M@FG) `D%)
*$FG) M'D#) ?LK ,/012.3 /1\5/_4)

a4_b ]) o((8+ 5 7) *+;7+<;93 S 92&3&'9',0 *',$"& #/3$ $9#'1"#$ D%& ,%,*',$"& $**'3#'6
$42"#'%,9) K) `) MFDB) 8F&) :D@&?3 8$@) +3 @CM ,/011.3 ee-5e-/)

a4\b <) M) UMZfX^9;8oMfM 5 ;) ;) (`MUJ]89cM3 !',$"& ",( 42"9'*',$"& $**'3#'6
$42"#'%,9; MFDB$E&F :@$??3 ;$i f"@h5U"'B"' 1-4e)

a44b k) U9`Mf 5 k)5U) U+<;83 W2$*42$9 &$+92*"#"#9 ($ V'\= 9'F 92& *$9 3&%8*$:1$9 $**'3#'42$9
,%,*',$+"'&$9 3"& *$9 1$+#7%($9 ($T',#/-A&%E($&) !>##) 8"F) *D%G) d@D'F$3 M@ ,1-4\.3
-65106)

a46b k) U) U9p+83 U, =$&/ E$"F 9%*2#'%,9 %D 6$&#"', $**'3#'6 9/9#$19) K"EE) :D@%&D#
Z&HH$@$'%&D# 9N>D%&"'?3 :J ,1--2.3 1\1\51\26)

a4eb :) U+;Z=c+8]3 U, #7$ ($D','#'%, ",( 3&%3$&#'$9 %D 3-923$&7"&1%,'6 D2,6#'%,9) k)
`$&'$ M'C$i) *D%G) ,K@$##$? k).3 @FD ,1-e4.3 4656-)

a4-b c) *MXJfM3 K7$ 6%,#',2'#/ "# " 8%2,("&/ 3%',# %D #7$ 9%*2#'%,9 %D 42"9'-*',$"&
$**'3#'6 $42"#'%,9; ]L299'",^3 c$?%'&h U$'&'C@DB) ('&O) ?D ,1-60.3 _/5\\)

a60b 7) *+;7+<;93 K7$ )"*($&%+,-./012,( #7$%&/ D%& $**'3#'6 3&%8*$19 E'#7 1$"92&$
("#") M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#) 8F&) ,c.3 F ,/006.3 1-\5/41)

a61b 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# $9#'1"#$9 8$*%E #7$ (2"*'#/ $>3%,$,#) *D%G) M'') @CF ,/010.3
\6154/6)

a6/b 7) *+;7+<;93 ?&"('$,# 3%#$,#'"* $9#'1"#$9) k) 9>@"A) *D%G) 8"F) :@ ,/011.3
_\-5_e4)

/-4 7+(89::9 *+;7+<;9

188 [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011]



a62b 7) *+;7+<;93 L$02*"&'#/ %D 1','1"_ ", ',='#"#'%, #% #7$ <"&F B'($ %D #7$ )"*62*29
%D V"&'"#'%,9) MAA#&FD%&"'? "H *D%G$ED%&F?3 D: ,/004.3 2\\5_/\)

a6_b 7) *+;7+<;93 R%,*',$"& 1$"92&$ ("#" 3&%8*$19) *&#D' k) *D%G) KM ,/011.3 _/-5_-4)
a6\b ;) K) :^(K 5 +) 9) c9`!+]8of3 W2"9'*',$"& ",( P$99'", $42"#'%,9 %D !",$-X1($,

#/3$) M'') "H *D%G) ,++.3 :FJ ,/00e.3 e\-5-1_)
a64b ;) K) :^(K 5 +) 9) c9`!+]8of3 B',02*"& 42"9'*',$"& ",( P$99'", $42"#'%,9 ",(

',$42"*'#'$9) k) d>'F%) M'D#) ?DF ,/00-.3 1e6\51-04)
a66b ]) `+c+9Q`93 K7$ &%*$ %D 6%,9$&="#'%, *"E9 ', #7$ ","*/9'9 %D 6%,D%&1"**/ ',="&'",#

3&%8*$19) +' ]"A&F? &' E"B$@' @$C>#D@&%Y %G$"@Y ,7) *&'C&"'$ $B).) 8F) ;"@ED#$
8>A$@&"@$ /01/)

a6eb K) 8K^9c9;3 R%,-*',$"& )"*($&%+,-./012,( #7$%&/ D%& 3"&"8%*'6 9/9#$19 E'#7
92842"(&"#'6 0&%E#7) k) 9O"#) 9N>) :L ,/010.3 \-654//)

a6-b k) 89``+;3 H"#7%*%0'6"* 9%*2#'%,9 %D $**'3#'6 ('DD$&$,#'"* $42"#'%,9) M'') 8F) ;"@E)
8>A) :&?D ,+++.3 :J ,1-4_.3 2e\52e6)

ae0b k) 89``+;3 !%6"* 8$7"='%& %D 9%*2#'%,9 %D 42"9'-*',$"& $42"#'%,9) MF%D *D%G) :::
,1-4_.3 /_6520/)

ae1b 7) 8]M*:MKK^+M3 K7$ 93"6$9 A,3!#.O R,3!#. ",( ',#$&3%*"#'%,) M'') 8F) ;"@E) 8>A) :&?D
,+++.3 :M ,1-4\.3 __25_4/)

ae/b 7) 8]M*:MKK^+M3 A,3!#.-93"6$9 ",( ',#$&3%*"#'%,) K"EE) :>@$ MAA#) *D%G) :K ,1-4_.3
/-25204)

ae2b 9) *) 8]9+; 5 7) p9+883 N,#&%(26#'%, #% J%2&'$& ","*/9'9 %, X26*'($", 93"6$9;
:@&'F$%"' *D%G) 8$@)3 2/) :@&'F$%"' ('&O) :@$??3 :@&'F$%"'3 ;)k) 1-61)

ae_b c) 8mc9`MWo 5 r) fM;3 R%,-!'3967'#5 1','1'5$&9 %D 91%%#7 2,'D%&1*/ 6%,=$>
D2,6#'%,"*9) :@"F) ;D%#) MFDB) 8F&) (8M3 MMN?C ,/00/.3 1\/4-51\/64)

ae\b 7) ]MU9;]+3 X**'3#'6 $42"#'%,9 ",( &$"&&",0$1$,#9) M'' 8F) ;"@E) 8>A) :&?D K#)
8F&) ,+c.3 @ ,1-64.3 4-65616)

ae4b ;) 8) ]`(Z+;79` 5 r) k) pM;73 U, #7$ E$"F 6%,#',2'#/ %D $**'3#'6 %3$&"#%&9 ",(
"33*'6"#'%,9 #% 3%#$,#'"* #7$%&/) ME$@) k) *D%G) :?C ,/00/.3 24-5_10)

ae6b o) (^U9;!9Ko3 L$02*"&'#/ D%& " 6*"99 %D ,%,*',$"& $**'3#'6 9/9#$19) MF%D *D%G) :@J
,1-66.3 /1-5/_0)

aeeb d) fM<3 S ,$E "33&%"67 #% !3 $9#'1"#$9 D%& )"*($&%+,-./012,( #/3$ 9',02*"&
',#$0&"*9) M@FG) *D%G) ,!D?$#.3 M? ,/00-.3 12651_4)

Z&AD@%&E$'%" B& *D%$ED%&FD3 ('&O$@?&%DQ B& :D@ED
c&D#$ 7) :) (?L$@%& \2qD3 KDEA>?3 _2100 :D@ED3 +%D#Y

95ED&#T C&>?$AA$)E&'C&"'$s>'&A@)&%)

````````

L$6$'=$( [",2"&/ IaO bcIb ",( "66$3#$( T"&67 dO bcIb

UM ]9<`+M Z+ KMUZ9`<W;5Xf7*(;Z ZMU KM8< U+;9M`9 M =(9UU< ;<; U+;9M`9 /-6

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 189



190 Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Errico Presutti: Transizioni di fase, trasformazioni
di scala e strutture spaziali

Errico Presutti
Dipartimento di Matematica, Università di Roma “Tor Vergata”

email: presutti@mat.uniroma2.it

Sunto

In particolari condizioni esterne una medesima sostanza può apparire in fasi
diverse, per esempio raffreddandolo un gas può trasformarsi in liquido e con un ul-
teriore abbassamento della temperatura diventare solido: la sostanza è la stessa ma
appare in forme drasticamente diverse. La spiegazione del fenomeno nell’ambito di
una trattazione matematicamente rigorosa è stato ed è uno degli obiettivi principali
della meccanica statistica.

Tratterò una forma speciale di transizioni di fase, descritte da “un parametro
d’ordine” che nei casi che considero è la densità di massa ρ. La transizione di fase
si manifesta allora con l’esistenza di un “intervallo proibito” (ρ′, ρ′′). Se confiniamo
in una regione Λ una massa ρ|Λ|, ρ ∈ (ρ′, ρ′′), vedremo il fluido “separarsi”: in un
sottoinsieme di Λ avrà una densità ρ′, nel complemento una densità ρ′′, in modo
che la densità totale sia quella assegnata, cioè ρ.

Per quali forze inter-molecolari si ha questa separazione di fasi? e in quali forme
geometriche avviene? cosa accade all’interfaccia? Sono tutte domande naturali con
ovvie, importanti implicazioni sia di natura applicativa che teorica e di fondamento
e a cui la meccanica statistica ha saputo dare risposte, ancorché solo parziali.

La matematica coinvolta in questi studi è altrettanto interessante. Questioni
di probabilità e statistica appaiono in modo naturale, ma un ruolo fondamentale
ha anche il calcolo delle variazioni con la teoria geometrica della misura e le PDE
come cercherò di sottolineare durante la conferenza che penso di organizzare nel
modo seguente.

Inizierò trattando il caso di transizioni di fase a temperatura zero. Parlerò
poi di misure di Gibbs accennando alla teoria di van der Waals per poi passare
alla versione proposta da Kac. Questo porterà all’introduzione di trasformazioni di
scala, a potenziali di Kac multi-scala e alla possibilità di formazione di strutture
spaziali complesse.

Intervento: E. Presutti,
Microstructures and Phase Transitions,

Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 655–688
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Stefano Serra-Capizzano: Strutture, strutture
nascoste e analisi spettrale nei metodi multigrid e

nel precondizionamento

Stefano Serra-Capizzano
Dipartimento di Fisica e Matematica, Università dell’Insubria

email: stefano.serrac@uninsubria.it

Sunto

Problemi di algebra lineare numerica e segnatamente la soluzione di sistemi li-
neari di elevatissime dimensioni sono un normale passo intermedio quando si voglia
descrivere quantitativamente fenomeni complessi, modellati da equazioni nel con-
tinuo, ad esempio integrali e/o differenziali, o già direttamente nel discreto, come
accade nel trattamento di segnali, di immagini o per problemi su grafi.

Con le dimensioni tipiche in tali contesti, 1010 ad esempio nel problema del web-
ranking di Google, l’uso di tecniche dirette è sconsigliato sia per motivi di stabilità
numerica, crescita degli errori dovuti alla finitezza della precisione di macchina, sia
di costo computazionale complessivo. La comunità numerica ha dunque indicato
nei metodi iterativi un possibile modo per superare tali difficoltà ed i motivi sono
i seguenti: i metodi iterativi rispettano la struttura del problema, portando ad
una contrazione del costo computazionale del prodotto matrice-vettore, riducono il
calcolo della soluzione approssimata ad un numero finito di passi in cui l’operazione
più costosa è proprio il prodotto matrice-vettore, l’analisi di tale numero di passi
necessari a garantire la precisione desiderata è possibile se si conoscono proprietà
spettrali delle matrici coinvolte.

In questa comunicazione si sceglie una classe di problemi “shift invariant” (Toe-
plitz) o riconducibile al caso “shift invariant” e si discutono alcuni risultati signifi-
cativi degli ultimi trenta anni. In particolare si analizzano criticamente i risultati
ottenuti in ambito multigrid ed in ambito di precondizionamento, in termini di co-
sto computazionale complessivo ed in particolare in termini delle proprietà spettrali
delle strutture matriciali coinvolte.

In questa direzione si fa menzione alla classe di successioni di matrici local-
mente Toeplitz generalizzate, GLT, che forniscono un ambito nel quale l’analisi
spettrale può essere naturalmente ricondotta alla individuazione di un simbolo, che
a sua volta porta informazioni dal problema continuo o discreto di provenienza.
La classe GLT è di interesse poiché contiene strutture provenienti da un ricco am-
bito di applicazioni ed in particolare contiene le successioni di matrici di Toeplitz
associate ad un simbolo e virtualmente ogni approssimazione con metodi “locali”
(differenze finite, elementi finiti, volumi finiti) di operatori integrali e differenziali
con coefficienti variabili.
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Si fanno cenni ad alcune applicazioni per dare evidenza tangibile dei risultati
ottenibili e delle tecniche discusse.
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Susanna Terracini: Le traiettorie paraboliche della
meccanica celeste come transizioni di fase minimali

Susanna Terracini
Dipartimento di Matematica, Università di Milano-Bicocca

email: susanna.terracini@unimib.it

Sunto

L’esistenza di traiettorie paraboliche che collegano due diverse configurazioni
centrali di N corpi è un problema classico della meccanica celeste. Dato un po-
tenziale di tipo Kepleriano anisotropo in una dimensione qualunque, positivamente
omogeneo di grado −α ∈ (−2, 0), cerchiamo traiettorie globali, di energia nulla
aventi due prescritte direzioni asintotiche all’infinito e che, inoltre, siano geodeti-
che globali per la metrica di Jacobi. Tali traiettorie corrispondono a connessioni
eterocline sella-sella sulla varietà di collisione introdotta da McGeehe e, pertanto,
sono strutturalmente instabili e compaiono solo per una sottovarietà dei potenziali
di codimensione uno.

Siamo in grado di dar loro una caratterizzazione variazionale in termini di
un problema ausiliario di traiettorie minimali, a parametro libero, con un ostaco-
lo. In tale modo possiamo formire una caratterizzazione completa della classe dei
potenziali che ammettono tali traiettorie paraboliche minimali, e riusciamo a pa-
rametrizzarla per mezzo del grado stesso di omogeneità. Inoltre, l’esistenza delle
traiettorie paraboliche minimali può essere messa in relazione con la comparsa di
traiettorie minimali di collisione. Infine, in due dimensioni, la loro comparsa viene
messa in relazione con con l’esistenza di una soluzioni globale liscia dell’equazione
di Hamilton-Jacobi associata sul ricoprimento doppio del piano.

Si tratta di una ricerca in collaborazione con V. Barutello e G. Verzini.

Intervento: Susanna Terracini,
Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come transizioni di

fase minimali,
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 689–710
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Sunto

Si consideri una curva complessa C ⊂ P2 liscia e avente grado d ≥ 4. Un ben
noto teorema enunciato da M. Noether afferma che la gonalità di C è pari a d− 1 e
che i morfismi C −→ P1 di grado minimo sono tutti e soli le proiezioni della curva
da un suo punto (cfr. [2]). In generale, considerando una ipersuperficie complessa
X ⊂ Pn+1 liscia, l’estensione più naturale della nozione di gonalità è il grado di
irrazionalità, ossia il minimo grado di una mappa razionale dominante X 99K Pn.
Il nostro intento è di generalizzare il Teorema di Noether in questi termini.

In [1], a partire dalle tecniche usate in [3], mettiamo in relazione mappe razionali
dominantiX 99K Pn e congruenze di rette di Pn+1. Mediante la descrizione di queste
ultime in P3 ed in P4, proviamo che il grado di irrazionalità di superficie e threefold
di grado d sufficientemente grande è pari a d − 1, ad eccezione di alcuni casi che
caratteriziamo in cui esso è d− 2. In particolare, proviamo il seguente risultato.

Teorema. Posto n = 2 o n = 3, sia X ⊂ Pn+1 una generica ipersuperficie
liscia di grado d ≥ 2n+ 2. Allora il grado di irrazionalità di X è d− 1 e le mappe
razionali dominanti X 99K Pn di grado minimo sono tutte e sole le proiezioni
dell’ipersuperficie da un suo punto.
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!S OM&'N *OGQ"JRWM &'ROF$R R&QQ$J$'%&E#M ,FQ) A1`3 =$F%&"' /C.3 &% &M %P$' H"M6
M&D#$ %" R$Q&'$ %P$ )+/6# ,/; (- "

?J"! M'#0,I. #$ M'#0,P.

# /#$ #"
"

VP$' %P$ G"JHP&MG " PEM 'O## %JEF$ GEH3 %P$ N$'$JE# 06FSF#$
01 % " " "% 0, * +G" ME%&MQ&$M %P$ B/5$#5%N/6*/+/6* 6('94)4(' T&%P J$MH$F% %"
%P$ FE'"'&FE# #&'$EJ M$J&$M (#I (3 &)$) Q"J E'S 4 & 1# " " " #, E'R Q"J E'S $QQ$F%&L$
R&L&M"J QI * (#I ( HEMM&'N %PJ"ONP 01# " " " ##04# " " " # 0,3 T$ PEL$ %PE% 04 * QI EM
T$## ,M$$ $)N) A123 =$F%&"' /C.)

a&L$' E R"G&'E'% JE%&"'E# GEH - !I ###$!' QJ"G E '"'6M&'NO#EJ PSH$JMOJQEF$
I ! !'%1 "Q R$NJ$$ 93 &% &M &GG$R&E%$ %" FP$FU %PE% M'#0,P. & 0, -3 M" %PE% " PEM
'O## %JEF$ GEH) ?POM %P$ N$'$JE# H"&'% "Q +G" ME%&MQ&$M %P$ ;ES#$S6!EFPEJEFP
F"'R&%&"' T&%P J$MH$F% %" (#I ( + 0!'%1 ,9# '# /.3 E'R T$ R$ROF$ %P$ Q"##"T&'N
,FQ) AB3 ?P$"J$G /)Y E'R <IEGH#$ /)4C.)

@<**9 /)1) 6 H#) I ! !'%1 <# / 2,(()* *5;#+27+-/6# (- 9#3+## 9 " '% 2:
/'9 $#) - !I ###$!' <# / 9(,4'/') +/)4('/$ ,/; (- 9#3+## ,> ?*#'

4. )*# 9#3+## (- )*# ,/; 42 , " 9# 'K
44. 4- 4' /9946)4(' , ) /9# /'# 2 /'9 5 * !' 42 3#'#+/$: )*# ;(4')2

01# " " " # 0, * - #1,5. /+# 6($$4'#/+>

V$ H"&'% "O% %PE% %P$ Q&JM% EMM$J%&"' HJ"L&R$M %P$ #"T$J D"O'R "' R+,I. "Q
?P$"J$G 1)13 TP$J$EM %P$ OHH$J D"O'R &M %P$ "DL&"OM "'$ "D%E&'$R HJ"K$F%&'N
I ! !'%1 QJ"G "'$ "Q &%M H"&'%M)

>' %P$ "%P$J PE'R3 E'S R"G&'E'% JE%&"'E# GEH - !I ###$!'ZEM &' %P$ M$F"'R
EMM$J%&"'ZMH$F&Q&$M E '6R&G$'M&"'E# MODLEJ&$%S N1 ! ",1#'% 1. TP&FP HEJE6
G$%$J&\$M %P$ #&'$M &' !'%1 F"'%E&'&'N %P$ M$%M "Q F"##&'$EJ H"&'%M - #1,5.)

/)/ 6 G4+2) (+9#+ 6('3+7#'6#2 (- $4'#2 4' !-%>

@$% ",1#'% 1. D$ %P$ aJEMMGE''&E' "Q #&'$M &' !'%13 E'R #$% OM R$'"%$ DS
!< ! !'%1 %P$ #&'$ HEJEG$%$J&\$R DS %P$ H"&'% < * ",1#'% 1.) 9 6('3+7#'6# (-
$4'#2 4' !'%1 &M E Q#E% QEG&#S "Q #&'$M

$ !& ,<#C. * N. !'%1 C * !<(
! "

$$
2
N

"D%E&'$R EM %P$ HO##DEFU "Q %P$ O'&L$JME# QEG&#S O'R$J E R$M&'NO#EJ&\E%&"' GEH
N#$N1 "Q E' &JJ$ROF&D#$ '6R&G$'M&"'E# MODLEJ&$%S N1 ! ",1#'% 1.)
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?P$ (+9#+ "Q %P$ F"'NJO$'F$ &M R$Q&'$R EM %P$ R$NJ$$ "Q %P$ HJ"K$F%&"'
$#$!'%13 %PE% &M %P$ 'OGD$J "Q #&'$M "Q %P$ QEG&#S HEMM&'N %PJ"ONP %P$ N$'$JE#
H"&'% "Q !'%1) +' HEJ%&FO#EJ3 E -4+2) (+9#+ 6('3+7#'6# (- $4'#2 4' !'%1 &M E '6R&6
G$'M&"'E# QEG&#S "Q #&'$M MOFP %PE% %P$ N$'$JE# H"&'% "Q !'%1 #&$M "' E O'&[O$ #&'$
"Q %P$ QEG&#S)

*"J$"L$J3 E H"&'% C * !'%1 &M ME&R %" D$ E -7'9/,#')/$ ;(4') "Q %P$ F"'6
NJO$'F$ &Q &% #&$M "' &'Q&'&%$#S GE'S #&'$M "Q %P$ QEG&#S3 E'R %P$ M$% G "Q QO'RE6
G$'%E# H"&'%M &M FE##$R -7'9/,#')/$ $(672)

;"'NJO$'F$M "Q #&'$M EJ$ L$JS F#EMM&FE# N$"G$%J&F "DK$F%M3 TP&FP PEL$ D$$'
M%OR&$R #"'N M&'F$ ,M$$ $)N) A1/3 /B3 1BC.3 E&G&'N Q"J E F#EMM&Q&FE%&"' &' R$H$'R$'F$
"' %P$ 'OGD$J E'R %P$ R&G$'M&"' "Q %P$ F"GH"'$'%M "Q %P$&J QO'REG$'%E# #"FOM)

7&JM% "JR$J F"'NJO$'F$M "Q #&'$M &' !/ PEL$ E L$JS M&GH#$ R$MFJ&H%&"')

<_9*]@< /)/) 9 F"'NJO$'F$ "Q #&'$M &' !/ &M E QEG&#S HEJEG$%$J&\$R "L$J E
FOJL$ N #S&'N "' %P$ ROE# H#E'$ ",1# /. + !/) *"J$"L$J3 %P$ "JR$J "Q %P$
F"'NJO$'F$ $[OE#M %P$ R$NJ$$ "Q MOFP E FOJL$) ?POM $#$N &M E Q&JM% "JR$J
F"'NJO$'F$ "Q #&'$M &' !/ &Q E'R "'#S &Q N ! ",1# /. HEJEG$%$J&\$M %P$ M%EJ "Q
#&'$M %PJ"ONP E Q&I$R H"&'% G * !/3 TP&FP &M %P$ QO'REG$'%E# #"FOM)

>' %P$ "%P$J PE'R3 %P$ G"J$ %P$ R&G$'M&"' NJ"TM3 %P$ G"J$ %P$ F"GD&'E%"J&FM
EJ$ &'L"#L$R) +' HEJ%&FO#EJ3 %P$ Q"##"T&'N R$MFJ&D$M %P$ FEM$ "Q !2 ,FQ) $)N) A/23 1-C.)

?X<>8<* /)2) 6 H#) N ! ",1# 2. <# / 27+-/6#> ?*#' $#$N 42 / -4+2) (+9#+
6('3+7#'6# (- $4'#2 4' !2 4- /'9 ('$5 4- )*# -7'9/,#')/$ $(672 G 42 ('# (- )*#
-($$("4'3J

,E. / ;(4'): "*#+# N 42 )*# 2)/+ (- $4'#2 )*+(73* GK
,D. / )"42)#9 67<46: "*#+# N 42 )*# -/,4$5 (- <42#6/') $4'#2 (- GK
,F. / '('%9#3#'#+/)# +#9764<$# 67+8# 6('242)4'3 (- / +/)4('/$ 67+8# B (-

9#3+## 6 /'9 / ,6# 1.%2#6/') $4'# !: "*#+# N 42 )*# -/,4$5 (- $4'#2
,##)4'3 <()* B /'9 !K

,R. / '('%+#976#9 $4'# ! /'9 N 42 )*# -/,4$5 (- $4'#2
%

%*N!

N&,%.: "*#+#

N! ! ",/# 2. 42 )*# ;#'64$ (- ;$/'#2 6(')/4'4'3 !: &!N! #$ ! 42 / '('%
6('2)/') ,/;: /'9 -(+ /'5 ;$/'# % * N!: N&,%. ! ",1# 2. 42 )*# 2)/+ (-
$4'#2 (' % ;/224'3 )*+(73* )*# ;(4') &,%. * !>

9#%P"ONP %P$ F#EMM&Q&FE%&"' "Q Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$M "Q #&'$M &' !B &M '"%
F"GH#$%$3 %P$J$ EJ$ M$J&$M "Q HEH$JM "' %P&M %"H&F ,M$$ $)N) A153 /03 /1C. HJ"L&R&'N E
[O&%$ R$%E&#$R H&F%OJ$ ,FQ) A//3 ?ED#$ 1C.3 TP&FP PEL$ D$$' FJOF&E# %" HJ"L$
?P$"J$G 1)B)

+' "JR$J %" J$#E%$ F"'NJO$'F$M "Q #&'$M E'R R"G&'E'% JE%&"'E# GEHM QJ"G
PSH$JMOJQEF$M &' !'%13 T$ &'%J"ROF$ %P$ Q"##"T&'N '"%E%&"') @$% I ! !'%1 D$ E
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'"'6M&'NO#EJ PSH$JMOJQEF$ "Q R$NJ$$ 9 " /'% 13 E'R #$% $#$N D$ E Q&JM% "JR$J
F"'NJO$'F$ "Q #&'$M &' !'%1 PEL&'N QO'REG$'%E# #"FOM G) V$ R$'"%$ DS GN(I %P$
O'&"' "Q %P$ &JJ$ROF&D#$ F"GH"'$'%M "Q G $'%&J$#S F"'%E&'$R &' I3 E'R DS 'N(I T$
G$E' %P$ 'OGD$J "Q &'%$JM$F%&"' H"&'%MZF"O'%$R T&%P GO#%&H#&F&%SZ"Q E N$'$JE#
#&'$ "Q %P$ F"'NJO$'F$ T&%P I E% GN(I )

=&'F$ %P$ '6R&G$'M&"'E# LEJ&$%S N ! ",1#'% 1. &M JE%&"'E# ,FQ) A153 ?P$"J$G
4C.3 %P$ F"'NJO$'F$ $#$N &'ROF$M E R"G&'E'% JE%&"'E# GEH -N!I ###$!' "Q
R$NJ$$ 9# 'N(I 3 TP&FP &M "D%E&'$R DS M$'R&'N %P$ N$'$JE# 0 * I # GN(I %" %P$
O'&[O$ H"&'% < * N MOFP %PE% 0 * !<) >' %P$ "%P$J PE'R3 T$ E#J$ERS "DM$JL$R DS
@$GGE /)1 %PE% E'S R"G&'E'% JE%&"'E# GEH - !I ###$!' "Q #"T R$NJ$$ MH$F&Q&$M E
QEG&#S $- #$N- "Q #&'$M &' !'%13 TP&FP %OJ'M "O% %" D$ E Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$)

+'R$$R AB3 ?P$"J$G B)2C EMMOJ$M %PE% %P$ ED"L$ F"'M%JOF%&"'M EJ$ M"G$P"T
$EFP "%P$JWM &'L$JM$M) :EG$#S3

?X<>8<* /)B) 6 H#) I ! !'%1 <# / 2,(()* *5;#+27+-/6# (- 9#3+##
9 " /'% 2# &: "4)* 0 ) & ) /> ?*#'

4. /'5 9(,4'/') +/)4('/$ ,/; - !I ###$!' (- 9#3+## , ) 9# & 4'976#2 /
-4+2) (+9#+ 6('3+7#'6# $- #$N- (- $4'#2 4' !'%1K

44. /'5 -4+2) (+9#+ 6('3+7#'6# $#$N (- $4'#2 4' !'%1 4'976#2 / 9(,4'/')
+/)4('/$ ,/; -N!I ###$!' (- 9#3+## , & 9# 'N(I>

R' ;/+)467$/+: )*# 6('3+7#'6# 4'976#9 <5 )*# ,/; -N 6(4'649#2 "4)* N: /'9S7;
)( <4+/)4('/$ 42(,(+;*42,2 (- !'S)*# 9(,4'/') +/)4('/$ ,/; 4'976#9 <5 )*#
6('3+7#'6# $- #$N- 42 - >

/)2 6 C+((-2

!S L&J%O$ "Q %P$ HJ$L&"OM MODM$F%&"'M3 HJ"L&'N ?P$"J$GM 1)/3 1)B E'R 1)Y &M
'"T E#G"M% M%JE&NP%Q"JTEJR)

*"J$"L$J3 T$ FE' HJ"L&R$ E R&QQ$J$'% HJ""Q "Q :"$%P$JWM ?P$"J$G EM Q"##"TM)

]8>>7 >7 :><?X<8W= ?X<>8<*) @$% I ! !/ D$ E MG""%P FOJL$ "Q R$NJ$$
9 " B) ?P$J$Q"J$ N"',I. & R+,I. & 9# 1 DS ?P$"J$G 1)1)

>' %P$ "%P$J PE'R3 M$%%&'N ' & & & 1 &' ?P$"J$G /)B3 E'S G"JHP&MG
- !I#$!1 "Q R$NJ$$ 9# 1 &'ROF$M E Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$ $- #$N- "Q #&'$M &'
!/) ?P$J$Q"J$ N- HEJEG$%$J&\$M E M%EJ "Q #&'$M %PJ"ONP E Q&I$R H"&'% G * !/3
TP&FP &M %P$ QO'REG$'%E# #"FOM "Q %P$ F"'NJO$'F$ ,FQ) <IEGH#$ /)/.) =&'F$
R$N - & 9# 1 & 9# 'N(I 3 T$ F"'F#OR$ %PE% G * I E'R - !I#$!1 &M %P$ HJ"6
K$F%&"' QJ"G G) !

?P$' T$ %OJ' %" %P$ R$NJ$$ "Q &JJE%&"'E#&%S "Q '"'6M&'NO#EJ MOJQEF$M &' !2 E'R
T$ HJ"L$ ?P$"J$G 1)/)
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]8>>7 >7 ?X<>8<*) 1)/) @$% I ! !2 D$ E MG""%P MOJQEF$ "Q R$NJ$$ 9 " Y)
X$'F$ &%M R$NJ$$ "Q &JJE%&"'E#&%S R+,I. $[OE#M $&%P$J 9# / "J 9# 1 DS
?P$"J$G 1)1)

+' "JR$J %" FPEJEF%$J&\$ %P$ Q"JG$J FEM$3 T$ MOHH"M$ %PE% I ERG&%M E R"G&6
'E'% JE%&"'E# GEH - !I ###$!/ "Q R$NJ$$ 9# /) !S ?P$"J$G /)B3 %P$ GEH - &M
&'ROF$R DS %P$ EMM"F&E%$R Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$ $- #$N- "Q #&'$M &' !2)
*"J$"L$J3 R$N - & 9# / & 9# 'N- (I E'R P$'F$ %P$ N$'$JE# #&'$ !< ! $- &'%$J6
M$F%M %T&F$ I E% GN- (I ) ;#$EJ#S3 %P$ &'%$JM$F%&"' GO#%&H#&F&%S D$%T$$' !< E'R I E%
E'S J$ROF$R F"GH"'$'% "Q GN- (I &M "'$) V$ J$Q$J %PJ"ONP"O% %" %P$ F#EMM&Q&FE%&"'
"Q Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$ "Q #&'$M &' !2 HJ"L&R$R DS ?P$"J$G /)2)

+Q %P$ N$'$JE# #&'$ !< ! $- G$$%M I E% %T" R&M%&'F% H"&'%M "Q GN- (I 3 %P$' %P$
QO'REG$'%E# #"FOM G &M $&%P$J E %T&M%$R FOD&F EM &' ,D.3 "J E '"'6R$N$'$JE%$ J$6
ROF&D#$ FOJL$ EM &' ,F.) +' HEJ%&FO#EJ3 %P$ TP"#$ QO'REG$'%E# #"FOMG &M F"'%E&'$R &'
%P$ MOJQEF$I3 E'RT$ "D%E&' F"'R&%&"'M ,1. E'R ,/. &' %P$ M%E%$G$'% "Q ?P$"J$G1)/)

>' %P$ "%P$J PE'R3 &Q %P$ N$'$JE# #&'$ !< ! $- G$% I E% E R"OD#$ H"&'% "Q %P$
QO'REG$'%E# #"FOM3 %P$ MOJQEF$I T"O#R D$ M&'NO#EJ) ?P&M &M "DL&"OM &Q G * I T$J$
E H"&'% EM &' ,E.3 TP$J$EM AB3 @$GGE B)`C OM$M !$J%&'&WM ?P$"J$G J$FOJM&L$#S %"
MP"T %PE%3 &Q G T$J$ E '"'6J$ROF$R #&'$ EM &' ,R.3 E'S H#E'$ F"'%E&'&'N G T"O#R D$
%E'N$'% %" I E% %P$ MEG$ H"&'%) !

?P$ HJ""Q "Q ?P$"J$G 1)B &M L$JS M&G&#EJ %" %P$ HJ$L&"OM "'$3 E'R T$ J$Q$J %P$
J$ER$J %" AB3 =$F%&"' BC Q"J R$%E&#M) +'&%&E##S3 T$ '"%$ %PE% %P$ R$NJ$$ "Q &JJE%&"'E#&%S
"Q E MG""%P %PJ$$Q"#R I ! !B "Q R$NJ$$ 9 " 4 ME%&MQ&$M 9# 2 ) R+,I. ) 9# 1)
?P$' T$ F"'M&R$J E R"G&'E'% JE%&"'E# GEH - !I ###$!2 "Q R$NJ$$ R$N - ) 9# /3
%"N$%P$J T&%P &%M EMM"F&E%$R F"'NJO$'F$ $- #$N- ) 7&'E##S3 T$ E'E#S\$ GN- (I &'
%P$ #&NP% "Q @$QMFP$%\ ?P$"J$G E'R %P$ R$MFJ&H%&"' "Q Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$M
"Q #&'$M &' !B) +' HEJ%&FO#EJ3 %P$J$ EJ$ "'#S %T" ERG&MM&D#$ F"'Q&NOJE%&"'M3
TP&FP #$ER %" R+,I. & 9# / E'R EJ$ R$MFJ&D$R DS F"'R&%&"'M ,1. E'R ,/. "Q
?P$"J$G 1)B)

?P$' T$ F"'F#OR$ %P&M M$F%&"' DS HJ"L&'N :"$%P$JWM ?P$"J$G Q"J N$'$J&F
PSH$JMOJQEF$M I ! !'%13 PEL&'N R&G$'M&"' 1 ) ' ) 2 E'R R$NJ$$ 9 " /'% /)

]8>>7 >7 ?X<>8<*) 1)Y) ?P$ FEM$ "Q H#E'$ FOJL$M &M F"L$J$R DS :"$%P$JWM
J$MO#%) ?P$J$Q"J$ T$ M$% ' & /# 2 E'R T$ F"'M&R$J E R"G&'E'% JE%&"'E# GEH
- !I ###$!' "Q G&'&GE# R$NJ$$) =&'F$ R$N - ) 9# 1 E'R 9 " /'% /3 ?P$"J$G /)B
NOEJE'%$$M %PE% %P$J$ $I&M%M E Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$ $- #$N- "Q #&'$M &' !'%1

&'ROF$R DS - )
@$% G D$ %P$ QO'REG$'%E# #"FOM "Q %P$ F"'NJO$'F$3 E'R #$% GN- (I %P$ O'&"' "Q

%P$ &JJ$ROF&D#$ F"GH"'$'%M "Q G F"'%E&'$R &' I) 7J"G %P$ R$MFJ&H%&"' "Q Q&JM%
"JR$J F"'NJO$'F$M "Q #&'$M &' !2 ,FQ) ?P$"J$G /)2. E'R &' !B ,M$$ AB3 ?ED#$ 1C.3
T$ R$ROF$ %PE% $&%P$J G &M E H"&'%3 "J &% F"'M&M%M "Q JE%&"'E# F"GH"'$'%M)
7OJ%P$JG"J$3 GN- (I &M '"'6$GH%S EM R$N - & 9# 'N- (I ) 9# 1)
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>' %P$ "%P$J PE'R3 I R"$M '"% F"'%E&' JE%&"'E# MODLEJ&$%&$M ,FQ) A/`3 `C.) X$'F$
G & GN- (I &M E H"&'% "Q I3 E'R $- #$N- &M %P$ QEG&#S "Q #&'$M "Q !'%1 HEMM&'N
%PJ"ONP G) ?POM - !I ###$!' &M %P$ R"G&'E'% JE%&"'E# GEH "Q R$NJ$$
R+,I. & 9# 1 HJ"K$F%&'N I QJ"G %P$ H"&'% G * I)

B) 6 C1-/0 (%,/(D*

+' %P&M M$F%&"' T$ DJ&$Q#S R$E# T&%P %P$ R$NJ$$ "Q &JJE%&"'E#&%S "Q '"'6M&'NO#EJ
PSH$JMOJQEF$M "Q EJD&%JEJS R&G$'M&"') +' HEJ%&FO#EJ3 T$ R&MFOMM TP$%P$J %P$
%$FP'&[O$M T$ OM$R GES #$ER %" QOJ%P$J $I%$'M&"'M "Q :"$%P$JWM ?P$"J$G) >'
"'$ PE'R3 T$ #""U Q"J E FPEJEF%$J&\E%&"' "Q PSH$JMOJQEF$M I ! !'%1 "Q R$NJ$$ 9
PEL&'N R+,I. ) 9# /3 EM &' ?P$"J$GM 1)/ E'R 1)B) >' %P$ "%P$J3 T$ Q"FOM "'
N$'$J&F PSH$JMOJQEF$M E#"'N %P$ #&'$M "Q ?P$"J$G 1)Y)

?" %P&M E&G3 T$ '"%$ %PE% D"%P ?P$"J$G 1)1ZD"O'R&'N R+,I.ZE'R ?P$"J$G
/)BZF"''$F%&'N R"G&'E'% JE%&"'E# GEHM "Q G&'&GE# R$NJ$$ T&%P Q&JM% "JR$J
F"'NJO$'F$M "Q #&'$M &' !'%1ZP"#R Q"J E'S R&G$'M&"' ')

+' #"T R&G$'M&"'E# FEM$M3 "OJ EJNOG$'% OM$M %P$ R$MFJ&H%&"'M "Q Q&JM% "JR$J
F"'NJO$'F$M "Q #&'$M &' !2 E'R !B %" R$F&R$ TP$'$L$J %P$ &JJ$ROF&D#$ F"GH"'$'%M
"Q %P$ QO'REG$'%E# #"FOM GES #&$ "' %P$ PSH$JMOJQEF$ I) X"T$L$J3 E R$%E&#$R
H&F%OJ$ "Q Q&JM% "JR$J F"'NJO$'F$M &' EJD&%JEJS R&G$'M&"' &M M%&## G&MM&'N)
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Sunto

Si consideri l’equazione

(3) wiv(s) + kw′′(s) + f(w(s)) = 0 (s ∈ R)

dove k ∈ R e f è una funzione localmente Lipschitziana.
Quando k è negativo, (1) è anche nota come equazione di Fisher-Kolmogorov

estesa, mentre per k positivo è denominata equazione di Swift-Hohenberg. In en-
trambi i casi, l’equazione modellizza fenomeni nonlineari connessi a molteplici am-
biti fisici. Per fare un esempio, quando k ∈ (0, 2) e f(t) = (t+1)+−1, essa descrive
le onde di trasporto in un ponte sospeso secondo il modello suggerito in [2]. In [1],
si è proposto di sostituire la f lineare a tratti con la variante liscia f(t) = et − 1.
Rimandiamo al libro [3] per una rassegna di vari modelli fisici associati ad (1) e di
molti risultati esistenti.

Lo scopo della comunicazione vuole essere quello di discutere l’esistenza globale
e alcune proprietà qualitative, quali oscillazioni e limitatezza, delle soluzioni di (1)
per nonlinearità del tipo

f ∈ Liploc(R) , f(t) t > 0 for every t ∈ R \ {0}.

La necessità di eventuali ipotesi aggiuntive su f verrà commentata e giustificata
nel corso della presentazione.
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regolari intrinseche nel gruppo di Heisenberg
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Sunto

Consideriamo il gruppo di Heisenberg Hn = Cn × R ≡ R2n+1 con algebra
di Lie hn di campi vettoriali linearmente generata da Xj = ∂

∂xj
− yj

2
∂
∂t , Yj =

∂
∂yj

+
xj
2
∂
∂t , j = 1, . . . , n, T = ∂

∂t ; gli unici commutatori non banali sono [Xj , Yj ] =

T, j = 1, . . . n.
Una funzione reale continua f su Ω ⊆ Hn appartiene a C1

H(Ω) se il suo gradiente
orizzontale ∇Hf , definito da ∇Hf := (X1f, . . . ,Xnf, Y1f, . . . , Ynf) nel senso delle
distribuzioni, è una funzione vettoriale continua. Definiamo un insieme S ⊂ Hn

ipersperficie H-regolare se esiste f ∈ C1
H(Hn) tale che S è localmente definito come

l’insieme dei punti P ∈ Hn tali che f(P ) = 0 e ∇Hf 6= 0 su S.
[4] dimostrano un teorema delle funzioni implicite per una ipersuperficie H-

regolare così definita, in modo che se S ⊂ Hn è H-regolare allora S è local-
mente un X1-grafico: esiste cioè una funzione φ : ω ⊂ R2n → R, tale che S =
{A · φ(A) e1 : A ∈ ω} . [1] caratterizzano la parametrizzazione φ : ω → R come so-
luzione del sistema di EDP non lineari del primo ordine ∇φφ = w in ω, dove ∇φ è
definito da

∇φj :=


∂
∂vj
− vj+n

2
∂
∂τ if 2 ≤ j ≤ n

∂
∂η + φ ∂

∂τ if j = n+ 1
∂
∂vj

+
vj−n

2
∂
∂τ if n+ 2 ≤ j ≤ 2n,

I risultati principali dell’intervento, tratti da [2] e [3], si riassumono come segue:

Teorema. Se φ ∈ C0(ω) e w ∈ C0(ω,R2n−1) allora sono equivalenti:
i: S = G1

H,φ(ω) è una ipersurperficie H-regolare in Hn.
ii: φ è una soluzione broad* del sistema ∇φφ = w.
iii: φ è una soluzione distribuzionale del sistema ∇φφ = w.
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Sunto

Lo scopo di questa comunicazione è di presentare alcuni risultati di molteplicità
di soluzione per problemi differenziali inizialmente nel caso ordinario e successiva-
mente nel caso relativo alle equazioni ellittiche con il p−Laplaciano.

In particolare, si presenta un teorema di esistenza di infinite soluzioni per il
problema completo di Sturm-Liouville ordinario con condizioni di Neumann, del
tipo {

−(pu′)′ + ru′ + qu = λg(x, u)
u′(0) = u′(1) = 0.

I risultati ottenuti su tale problema sono conseguenza dello studio del problema di
Neumann, per l’equazione di Sturm-Liouville

−(pu′)′ + qu = λf(x, u).

Tali risultati si basano sull’applicazione ad opportuni funzionali di un risultato di
esistenza di infiniti punti critici ottenuto da B. Ricceri nel 2000 e recentemente
riformulato da G. Bonanno e G. Molica Bisci.

Per lo stesso problema di Neumann sono stati inoltre ottenuti alcuni risultati
di esistenza di almeno tre soluzioni, sfruttando risultati astratti sulla esistenza di
tre punti critici.

Verranno inoltre presentati alcuni risultati di molteplicità di soluzione per il
seguente problema differenziale per equazioni ellittiche con p−Laplaciano −∆pu+ q(x)|u|p−2u = λf(x, u) in Ω

∂u/∂ν = 0 su ∂Ω.
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Sunto

Se X è una varietà complessa compatta, allora X è iperbolica secondo Kobaya-
shi se e solo se non esistono applicazioni olomorfe non costanti f : C→ X (criterio
di Brody).

In [4] viene proposta la congettura seguente: se X ⊂ Pn+1, n ≥ 2, è un’ipersu-
perficie proiettiva generica di grado degX ≥ 2(n+ 1) allora X è iperbolica. Ne se-
gue la naturale estensione al caso di intersezioni complete generiche di (multi)grado
elevato.

In questa comunicazione, ci proponiamo di illustrare il seguente risultato:

Teorema ([2],[3]). Sia X ⊂ Pn+1, n ≥ 2, un’ipersuperficie proiettiva (molto)
generica di grado degX ≥ 2n

5

. Allora esiste una sottovarietà Y ⊂ X di codimen-
sione codimX Y ≥ 2, tale che per ogni applicazione olomorfa f : C → X, si ha
f(C) ⊂ Y .

Una possibile applicazione ne è il seguente:

Corollario ([3]). Sia X ⊂ P4 un’ipersuperficie proiettiva (molto) generica di
grado degX ≥ 593. Allora X è iperbolica.

Tempo permettendo, elencheremo alcuni recenti sviluppi ottenuti in [1], nel
caso in cui X sia un’intersezione completa generica di (multi)grado elevato: co-
me sottoprodotto di questo circolo di idee si ottengono nuovi esempi di superfici
intersezioni complete a cotangente ampio.
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6���� & ����,%3 �)��*�"� �)�*� 2 % ��� 7��2�  %��,�� �$ "#�� �/  !6*-� 2)�!)
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Sunto

Si considera una successione di elementi aleatori scambiabili a valori in uni
spazio metrico X totalmente limitato. Ci occupiamo del comportamento asintotico
della distribuzione finale sullo spazio delle misure di probabilità su B(X), corri-
spondente ai primi n elementi di una successione (xn)n≥1 di osservazioni, tale che
1
n

∑n
i=1 δxi converge debolmente, per n → ∞, ad una probabilità p0 su B(X). Per

ben noti risultati classici, la distribuzione finale converge debolmente a δp0 . Ci pro-
poniamo di fornire una stima della distanza di Prokhorov tra la finale e il limite, in
funzione di n. Il metodo generale proposto si basa su una discretizzazione dello spa-
zio X in un numero finito di celle di diametro minore di ε e la stima della suddetta
distanza è di conseguenza ricondotta alle stime di tre elementi: (1) la distanza tra
δp0 e δpε0 , essendo p

ε
0 la discretizzazione di p0; la distanza tra δpε0 e la legge finale

basata sui dati discretizzati; (3) la distanza tra quest’ultima e la finale effettiva.
Nel punto (2) si fa intervenire una opportuna rivisitazione del metodo di appros-
simazione di integrali dovuto a Laplace. Nel punto (3) interviene una proprietà di
continuità della “distribuzione” finale rispetto ai dati. Il procedimento viene infine
illustrato con esempi significativi per le applicazioni statistiche.

Intervento: Emanuele Dolera,
Su una proprietà asintotica della distribuzione finale,

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 741–748
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Sunto

Siano K un campo e A un suo sottoanello. Denotiamo con Zar(K|A) l’insie-
me dei domini di valutazione di K che contengono A come sottoanello. Seguendo
l’impostazione di Zariski, si rende Zar(K|A), in modo naturale, uno spazio topolo-
gico, dichiarando come base di insiemi aperti la famiglia di tutti i sottoinsiemi di
Zar(K|A) della forma Zar(K|B), al variare di B fra le A−sottoalgebre di K che
sono di tipo finito (su A). Tale topologia su Zar(K|A) è la cosiddetta topologia
di Zariski. L’insieme Zar(K|A), munito della topologia di Zariski, è lo spazio di
Riemann-Zariski di K su A. Come è ben noto, Zar(K|A) è uno spazio compatto
e, più precisamente, è uno spazio spettrale, nel senso di Hochster (i.e., è omeomorfo
allo spettro primo di qualche anello). Tuttavia, la topologia di Zariski su Zar(K|A)
è di Hausdorff solo nel caso (banale) in cui K è intero su A, i.e. se Zar(K|A) è un
singoletto. In questa presentazione, introdurrò una topologia su Zar(K|A), detta
topologia degli ultrafiltri, che è più fine della topologia di Zariski e rende Zar(K|A)
uno spazio compatto di Hausdorff. Inoltre, darò applicazioni di questa nuova topolo-
gia per caratterizzare certe classi di domini integralmente chiusi. Inoltre, dopo aver
richiamato le nozioni e le proprietà fondamentali delle operazioni semistar e.a.b.
e degli anelli di funzioni di Kronecker, mostrerò che il completamento (secondo
Zariski) di una operazione semistar e.a.b. corrisponde alla compattificazione di
un opportuno sottospazio di Zar(K|A), rispetto alla topologia degli ultrafiltri. In-
fine, introdurrò su Zar(K|A) la cosiddetta topologia duale, rispetto alla topologia
di Zariski (nel senso di Hochster), e caratterizzerò, in termini della topologia degli
ultrafiltri e della topologia duale, quando due operazioni semistar complete sono
uguali.
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Sunto

Le strategie adattive di raffinamento della mesh costituiscono una componente
fondamentale nello sviluppo degli algoritmi di approssimazione comunemente usati
per il fitting di dati e la ricostruzione di superfici. Tali tecniche permettono di
localizzare cambiamenti nel reticolo di controllo in modo tale che modifiche pun-
tuali su di esso si riflettano solo su regioni ben delimitate della rappresentazione
geometrica sottostante. Nel contesto della soluzione numerica di equazioni alle de-
rivate parziali, un’attenzione particolare è attualmente rivolta a queste tematiche
in connessione con l’emergere dell’analisi isogeometrica. Usando gli stessi spazi di
funzioni per la modellizzazione della geometria e la simulazione numerica, i metodi
isogeometrici incorporano strumenti propri del Computer Aided Geometric Design
nella fase di analisi. Tecniche di raffinamento, originariamente introdotte per ap-
plicazioni standard di disegno geometrico, sono quindi divenute argomento di studi
recenti per l’identificazione di rappresentazioni geometriche che soddisfino simul-
taneamente i requisiti imposti dal loro uso per l’approssimazione numerica della
soluzione e l’accuratezza del modello geometrico.

Una possibile estensione del paradigma isogeometrico, originariamente intro-
dotto considerando lo standard NURBS (Non Uniform Rational B–splines), con
rappresentazioni spline che, staccandosi dalla rigidità della struttura di prodotto
tensoriale, permettono di controllare e adattare la procedura di raffinamento in
base alle esigenze specifiche, risiede nell’utilizzo di basi gerarchiche. Il modello ge-
rarchico permette di agire esclusivamente sulle aree selezionate per il raffinamento
definendo diversi livelli di dettaglio tramite una gerarchia di funzioni di base. La
località del raffinamento è quindi garantita utilizzando tale sequenza di spazi fun-
zionali in corrispondenza di determinate zone del dominio parametrico. Rivisitando
la costruzione classica di splines tensor–product gerarchiche, saranno presentati ri-
sultati recenti riguardo la costruzione di basi B–splines gerarchiche normalizzate e
il loro possibile uso nei problemi applicativi di interesse.

1Lavoro svolto nell’ambito di una borsa Marie Curie intraeuropea del Settimo programma
quadro della Commissione Europea.
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Erika Luciano: Fra tradizione e innovazione:
l’Enciclopedia delle Matematiche elementari

(1909-1949)

Erika Luciano1

Dipartimento di Matematica G. Peano, Università di Torino
email: erika.luciano@unito.it

Sunto

Nell’adunanza della Mathesis tenutasi a Pavia il 23 Maggio 1909, R. Bonola,
influenzato dall’attività di promozione della cultura matematica condotta da F.
Klein, avanzò il progetto di pubblicare un’Enciclopedia delle Matematiche Elemen-
tari. L’intento era quello di costruire, per un pubblico di insegnanti, di studenti
universitari e di allievi delle Scuole di magistero, una collana di saggi di taglio
sintetico che comprendesse i contenuti curricolari delle scuole secondarie oltre ad
alcune teorie del primo biennio universitario. I lavori procedettero in una prima
fase a ritmi serrati ma, nonostante l’impegno dei direttori L. Berzolari, G. Vivanti
e D. Gigli, l’edizione in tre volumi (Analisi, Geometria e Applicazioni - Storia della
matematica - Questioni didattiche) andò incontro a lunghe soste, anche legate ai
conflitti mondiali, e si concluse solo nel 1949. Iniziativa unica nel panorama edi-
toriale dell’epoca, l’Enciclopedia fu accolta con ampio favore in Italia e all’estero.
Con i suoi 37 autori e 8 commissari essa incontrò il sostegno delle componenti più
attive nella ricerca e nell’insegnamento (docenti, ingegneri, statistici, storici, . . . )
e rappresentò una delle forme più corali e partecipate di collaborazione della co-
munità matematica italiana. L’analisi storiografica di quest’impresa ci permette
di:

• individuare quali aspetti, temi e problemi di matematica pura ed applicata
furono ritenuti rilevanti per la formazione degli studenti e degli insegnanti,
e come e quanto essi variarono nel corso della vicenda editoriale;

• cogliere i differenti approcci metodologici declinati nei capitoli, mostrando
ad esempio le strategie per colmare lo iato fra le matematiche ‘elementari’
e quelle ‘superiori’;

• percepire la dialettica di confronto e di interazione fra i redattori e lo sforzo
sincretico di Berzolari per il superamento delle partigianerie di Scuola e
di indirizzo;

• valutare il ruolo rivestito dall’Enciclopedia nell’organizzazione e nell’istituzio-

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto Scuole matematiche e identità nazionale nell’età
moderna e contemporanea - Unità di Torino.
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nalizzazione di alcune tradizioni di studi classiche della matematica ita-
liana, oltre che nella diffusione di teorie d’avanguardia, quali la logica
ideografica ed intuizionista, gli studi sui fondamenti, la relatività e le
matematiche bourbakiste.

Intervento: Erika Luciano,
Fra tradizione e innovazione: l’Enciclopedia delle Matematiche

Elementari (1909-1949),
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 817–836
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Sunto

Il concetto di modulo su un anello di funzioni appare nel panorama della ricerca
matematica intorno agli anni Cinquanta; solo nel 2009 Filipovic et al. hanno dato un
nuovo impulso a tale teoria dimostrando una versione del Teorema di Separazione di
Hahn Banach, per moduli definiti su un anello di variabili aleatorie. Molti risultati
di Finanza Matematica si basano infatti su di esso, dalla Teoria del Non Arbitraggio
ai risultati di dualità per Misure di Rischio o massimizzazione dell’utilità.

Sia (Ω,F ,P) uno spazio di probabilità: per ogni p ∈ [1,+∞) definiamo

LpG(F) =: {X ∈ L0(Ω,F ,P) | ‖X|G‖p ∈ L0(Ω,G,P)}

dove la norma ‖ · |G‖p : L
0

G(F) → L
0

+(G) è data da ‖X|G‖p =: limn→∞E[|X|p ∧
n|G]

1
p .

(LpG(F), ‖ · |G‖p) è un modulo normato su L0(G) che ha la struttura prodotto:

LpG(F) = L0(G)Lp(F) = {Y X | Y ∈ L0(G), X ∈ Lp(F)}
In tale modello LpG(F) rappresenta l’insieme di variabili aleatorie F misurabili di
cui si vuole stimare il rischio ad un certo tempo intermedio t > 0. G è una sotto
σ−algebra di F che rappresenta le informazioni a disposizione all’istante t: a ta-
le istante tutte le variabili G misurabili saranno note e giocheranno la parte delle
costanti nel processo di diversificazione delle strategie. In tale contesto è possibile
garantire una rappresentazione robusta delle misure di rischio dinamiche quasi-
convesse, stabilendo una dualità completa tra la mappa ρ e la sua funzione duale
R.

Teorema. Una misura di rischio ρ : LpG(F) → L0(G) è monotona descrente,
regolare e monotona descrescente se e soltanto se

ρ(X) = sup
Q∈Pq

R

(
E

[
−dQ
dP

X|G
]
, Q

)
1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN 2008 Probability and Finance prot. 2008YYYBE4
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dove R(Y,Q) = infξ∈LpG(F)

{
ρ(ξ) | E

[
−ξ dQdP |G

]
= Y

}
è l’unica nella classe duale

M.
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Edoardo Mainini: Gradient flow di energie di
interazione e applicazioni alla superconduttività

Edoardo Mainini1

Dipartimento di Matematica F. Casorati, Università di Pavia
email: edoardo.mainini@unipv.it

Sunto

Ci occupiamo dell’analisi di modelli di aggregazione-diffusione della forma

∂tµ = div((∇W ∗ µ)µ) in (0 +∞)× Rn,
dove µ è una densità di particelle in Rn la cui dinamica è governata da un potenziale
di interazione W : Rn×Rn → R, che rappresenta la mutuale energia di attrazione-
repulsione di ogni coppia di particelle.

Presentiamo una breve discussione sulla buona positura del problema nell’am-
bito dei flussi gradiente in spazi di probabilità, sotto l’ipotesi di convessità (ovvero
λ-convessità) del potenziale W . Descriviamo inoltre il comportamento asintotico
e la possibile concentrazione di massa in tempo finito. Presentiamo infine alcuni
risultati recentemente ottenuti in collaborazione con Josè A. Carrillo (Universitat
Autònoma de Barcelona), Stefano Lisini e Giuseppe Savarè (Università degli Studi
di Pavia), riguardanti la formulazione e l’analisi del problema per potenziali non
lisci.

Analizziamo in seguito il caso del potenziale newtonianoW (x, y) = − 1
2π log |x−

y|, che compare in diversi modelli matematici di recente interesse. Siamo in partico-
lare interessati ai modelli per la descrizione della dinamica dei vortici di Ginzburg-
Landau nei superconduttori, in cui è necessario considerare anche soluzioni non
positive: in questo contesto presentiamo alcuni altri risultati di buona positura e re-
golarità, ottenuti in collaborazione con Luigi Ambrosio (Scuola Normale Superiore,
Pisa) e Sylvia Serfaty (Universitè Pierre et Marie Curie, Paris 6).

1Lavoro svolto con il supporto del progetto FP7-IDEAS-ERC-StG Grant#200497 (BioSMA).
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Enrico Manfredi: Gruppo di nodi e link in spazi
lenticolari

Enrico Manfredi
Dipartimento di Matematica, Università di Bologna

email: enrico.manfredi3@unibo.it

Sunto

Si è studiato il gruppo di nodi e link in spazi lenticolari e si sono ottenute
tre diverse presentazioni del gruppo, a seconda della rappresentazione scelta dello
spazio lenticolare L(p, q) e conseguentemente del link L ⊂ L(p, q).

(1) Se si costruisce L(p, q) mediante uno spezzamento di Heegaard di genere
uno, si può vedere L attraverso una (1, b)-decomposizione. In tal caso il
gruppo del link ammette una presentazione dove i generatori sono alcune
delle curve che generano il gruppo fondamentale del toro con 2b punture,
e le relazioni si trovano come immagini delle rimanenti curve attraverso
l’omeomorfismo di incollamento dello spezzamento di Heegaard.

(2) Se si costruisce L(p, q) grazie ad un opportuno quoziente di B3, si rap-
presenta L mediante una sua particolare proiezione sul disco equatoriale
di B3. Per trovare una presentazione del gruppo, si generalizza il classico
teorema di Wirtinger, aggiungendo generatori e relazioni su ∂B3, dove
avviene il quoziente.

(3) Se si costruisce L(p, q) come chirurgia di Dehn lungo il nodo banale I nella
sfera S3 con coefficiente p/q, si può vedere L mediante diagramma di link
misti, ovvero il classico diagramma del link L ∪ I in S3. Generatori e
relazioni sono le stesse trovate grazie al teorema di Wirtinger per L∪ I, a
cui si aggiungono un generatore e due relazioni che nascono dalla chirurgia.

Come immediato corollario si ricava che il primo gruppo di omologia del com-
plementare del link è isomorfo a Zν ⊕ Zd, dove ν è il numero delle componenti del
link e d è il massimo comun divisore tra p e i valori dell’omologia in Zp delle varie
componenti del link.

Tali risultati sono stati ottenuti nella mia tesi di laurea specialistica in mate-
matica presso l’Università di Trieste, nell’ambito del percorso formativo in comune
con la SISSA (relatori: Prof. M. Mulazzani, Dott.ssa A. Cattabriga, Dott. M.
Mecchia).

Bibliografia

[1] A. Cattabriga, M. Mulazzani, Strongly-cyclic branched coverings of (1, 1)-knots
and cyclic presentations of group, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 135
(2003), 137-146.



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 377

[2] V. Q. Huynh, T. T. Q. Le, Twisted Alexander polinomial of links in the projective
space, J. Knot Th. Ram. 17 (2008), 411-438.

[3] S. Lambropoulou, Solid torus links and Hecke algebras of B-type, Proc. Conf.
Quant. Topology (1994), 225-245.



378 Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Vincenzo Mantova: Approssimazioni di
Artin-Whaples con grado limitato su varietà

algebriche
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Umberto Zannier
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Sunto

Il classico teorema di approssimazione di Artin-Whaples afferma che dati n
valori assoluti indipendenti su un campo K, e n punti associati in P1(K), esiste
un punto in P1(K) che approssima simultaneamente con precisione voluta ognuno
dei punti dati rispetto ai valori assoluti corrispondenti. Una forma molto nota ed
elementare è il teorema cinese dei resti.

Se a P1 si sostituisce un’altra varietà algebrica, esistono risultati analoghi a
patto di ingrandire il campo di definizione dei punti approssimanti; tuttavia, essi
sono poco espliciti, e non si possono considerare generalizzazioni in senso proprio.

Descriviamo qui una generalizzazione alle varietà algebriche dimostrabile in
modo semplice, che inoltre produce stime esplicite e uniformi per i gradi dei punti
approssimanti.

Intervento: Vincenzo Mantova,
Approssimazioni di Artin-Whaples con grado limitato su varietá

algebriche,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 693–697
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Luca Motto Ros: Quasi-ordini κ-Souslin
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Alessandro Andretta
Dipartimento di matematica, Università degli Studi di Torino

Sunto

Una relazione binaria S su R si dice quasi-ordine se è una relazione riflessiva
e transitiva. Dato un cardinale infinito κ, il quasi-ordine S si dice κ-Souslin se
è immagine continua dello spazio Nκ delle sequenze di ordinali < κ (dotato del
prodotto delle topologie discrete su κ).

Teorema 1. La relazione di immergibilità tra alberi combinatoriali (ovvero
grafi connessi ed aciclici) di taglia κ è completa per i quasi-ordini κ-Souslin.

Teorema 2. Per ogni quasi-ordine κ-Souslin S esiste un enunciato ϕ della
logica infinitaria Lκ+κ tale che S è biriducibile con la relazione di immergibilità tra
modelli di ϕ.

Tutte le riduzioni coinvolte negli enunciati precedenti sono esplicitamente defi-
nibili a partire da una qualunque funzione continua che testimoni che S è κ-Souslin.

Corollario 3. Assumiamo la determinatezza dei giochi su R. Per ogni quasi-
ordine S su R esiste un cardinale κ < Θ ed un Lκ+κ-enunciato ϕ tale che S è
biriducibile con la relazione di immergibilità tra modelli di ϕ.

Corollario 4. Nel modello di Solovay, ogni quasi-ordine definibile a partire da
parametri reali e ordinali è biriducibile con la relazione di immergibilità tra modelli
di un corrispondente Lω2ω-enunciato (mediante riduzioni definibili a partire dagli
stessi paramentri).

Bibliografia

[1] A. Andretta and L. Motto Ros: “κ-Souslin quasi-orders and definable
cardinality”, in preparation, 2011.

[2] R. Camerlo, A. Marcone and L. Motto Ros: “Invariantly universal analytic
quasi-orders”, in corso di stampa in Transactions of the Amer. Math. Soc., 2011.

[3] S. Friedman and L. Motto Ros: “Analytic equivalence relations and bi-embed-
dability”, Journal of Symbolic Logic, vol. 76, 243–266, 2011.

[4] A. Louveau and C. Rosendal: “Complete analytic equivalence relations”,
Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 357, 4839–4866, 2005.



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 385

[5] L. Motto Ros: “On the complexity of the relations of isomorphism and bi-
embeddability”, in corso di stampa in Proceedings of the Amer. Math. Soc.,
2011.



386 Bologna, 12–17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Matteo Penegini: Sulle superfici di tipo generale
con pg = q = 2

Matteo Penegini
Dipartimento di Matematica, Università di Bayreuth

email: matteo.penegini@uni-bayreuth.de

Sunto

Lo studio delle superfici algebriche complesse lisce minimali di tipo generale
con invarianti bassi ha visto negli ultimi anni sorprendenti sviluppi, in particolare
nel caso ove χ(OS) = 1. Se ci limitiamo al caso irregolare (cioè q > 0) si ha
1 = χ(OS) = 1 − q + pg che implica pq = q > 0, inoltre le disuguaglianze di
Bogomolov-Miyaoka-Yau e di Debarre implicano 2 ≤ K2

S ≤ 9 e K2
S ≥ 2pg, dunque

1 ≤ pg ≤ 4. Se pg = q = 4 allora abbiamo un prodotto di due curve di genere 2,
come dimostrato da Beauville, il caso pg = q = 3 è stato completamente compreso
grazie al lavoro di diversi autori. Sembra che la classificazione diventi via via più
complicata al diminuire di pg. Infatti già del caso pg = q = 2 non abbiamo che una
parziale comprensione.

In questa comunicazione illustreremo i risultati da noi ottenuti proprio nel caso
pg = q = 2 ([2,3,4]). Questi risultati comprendono la completa classificazione delle
superfici che ammettono una fibrazione isotriviale, in particolare abbiamo classifi-
cato tutti i casi in cui l’immagine della mappa di Albanese è una curva (si veda
anche [1] e [5]). La classificazione è ottenuta studiando i quozienti del prodotto
di due curve lisce modulo l’azione di un gruppo finito. Inoltre presenteremo alcuni
risultati riguardanti il caso in cui l’immagine della mappa di Albanese è una superfi-
cie. Questi risultati sono stati ottenuti in collaborazione con F. Polizzi combinando
la teoria dei rivestimenti doppi, tripli e quadrupli e lo studio di fibrati su super-
fici abeliane polarizzate. Infine descriveremo le componenti connesse dello spazio
dei moduli delle superfici di tipo generale relative a tutte le superfici che abbiamo
classificato.
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MN ? / 12 \7 MOTSJVP ,/2! 2. 2 /

MN ? / 12 \5!2!$1 MOTSJTP ,2! 5/. 2 1

MN ? / 1@ \/!?!2 MOTXJYP ,/! 5! ?. 2 1

MN ? / /4 !$/! 4, ,,!$/!./ ,!$2!. MOSVJYP ,/! 5! 7. 2 /

MN ? / /4 OZ,/!#2. MOSVJUP ,2/! 5. 2 1

MN ? / 5- >Z,/!#2. MOVYJS]P ,/! 2! ?. 2 1

6*78D ? 2 2 !$/!,!$/! MOVJSP ,//.3 ,//. 5 1

6*78D ? 2 5 !2 MOXJTP ,2.3 ,//. 2 1

6*78D ? 2 4 \5 MOYJUP ,/.3 ,//. 2 1

78D ? 2 2 !$5! MOVJTP 6 2 1
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3*C)('+ 1 !"#$%&&'()*+ 0+*.9+, 9=+ ')(+' ./ 9=+ "1.<!M 8* 9=+ M&AV 0)9)(),+ ./
,-)'' "1.<!,J$ 8, 9=+ (1)*;=8*"0)9)J 8G+GJ 9=+*<-(+1 ./ !.8*9, O+D!.*+*9P ./ "8>+*
(1)*;=8*" .10+1 O(),+P ./ 9=+ ;.>+18*" H 0 "1 O+G"G /7 -+)*, 9=)9 9=+1+ )1+ ,8D
!.8*9, F89= 1)-8/8;)98.* .10+1 9F.PG 7.1+.>+1J +);= 89+- !1.>80+, ) <*8.* ./
;.**+;9+0 ;.-!.*+*9, ./ 9=+ -.0<'8 ,!);+ ./ ,<1/);+, ./ "+*+1)' 9:!+J 9=+81 08@
-+*,8.* 8, '8,9+0 8* 9=+ ;.'<-*08-J )*0* 8, 9=+*<-(+1./ ;.**+;9+0 ;.-!.*+*9,G

9A$ PJ""B "B %A$ %A$"J$Q &'I"#I$E %$LA'&\T$E BJ"Q R"%A D$"Q$%JU F'H
L"QR&'F%"J&F# DJ"TP %A$"JU H$I$#"P$H &' ]!e>0?^ F'H ]e<0-^)

8' &H$F "B %A$ PJ""B "B %A$ %A$"J$Q &E %A$ B"##"C&'D) 9A$J$ FJ$ %C" LFE$E) +'
%A$ B&JE% LFE$ % &E '"% "B 8#RF'$E$ QFG&QF# H&Q$'E&"'V &% &E "B D$'$JF#&X$H
AUP$J$##&P%&L %UP$3 A$'L$ "'$ L#FEE&B&$E F## P"EE&R#$ B&'&%$ DJ"TPE M CA&LA &'HTL$ F
M$L"I$J&'D #H!H 0 "1 C&%A ",H. ! / ,E$$ ]!"#??^.) 9A$' C$ '$$H %" LA$LK
CA$%A$J ETLA DJ"TPE M &'HTL$ F' T'JFQ&B&$H M$L"I$J&'D #4!4 0 ^ - 4$M3
CA$J$ %A$ D$'TE "B ^ &E / F'H %A$ D$'TE "B 4 &E H$%$JQ&'$H RU %A$ `&$QF''6
_TJC&%X B"JQT#F) Y$ '"%&L$ %AF% %A$ FL%&"' "B M "' %A$ PJ"HTL% 4 , H &E F#CFUE
BJ$$3 R$LFTE$ %A$ FL%&"' "' 4 &E BJ$$)

+' %A$ E$L"'H LFE$3 % &E "B QFG&QF# 8#RF'$E$ H&Q$'E&"' F'H &% &E E#&DA%#U Q"J$
H&BB&LT#%) +' %A&E LFE$3 R"%A PJ"[$L%&"'E 4 0 4$M F'H 4 0 H$M FJ$ JFQ&B&$H
L"I$JE "B $##&P%&L LTJI$E) !U ]f023 e"J"##FJU /)5^ %A$ D$'$JF "B 4 F'H H LF' R$ F%
Q"E% B&I$) 9A$J$B"J$3 C$ LF' PJ"L$$H FE &' %A$ PJ$I&"TE LFE$ RU F'F#UX&'D F##
P"EE&R#$ L"QR&'F%&"'E "B D$'$JF) 9A&E %&Q$ C$ F#E" %FK$ &'%" FLL"T'% %A$ BFL% %AF%3
E&'L$ C$ H" '"% AFI$ F' $g%F#$ L"I$J3 C$ AFI$ %" LA$LK CA$%A$J %A$ FL%&"' "B M "'
%A$ PJ"HTL% "B %A$ %C" LTJI$E &E BJ$$ "J '"%)

`:*8`h 1)5) 6 !U %A$ FR"I$ %A$"J$Q3 C$ K'"C %AF%&?!/!/ L"'E&E%E "B F% #$FE%
/? L"''$L%$H L"QP"'$'%E "B H&Q$'E&"'E R$%C$$' 2 F'H 7)

8' &'%$J$E%&'D F'H E%&## T'F'EC$J$H \T$E%&"' &E %A$ B"##"C&'D "'$

a(:O9+;= 1)4) 6 3, 9=+1+ ) ,<1/);+ F89= !" ! # ! / )*0 $/
% ! ? F=8;= 8, *.9

8,."+*.<, 9. ) !1.0<;9I

+% &E C"J%A '"%&L&'D %AF% TP %" '"C %A$ "'#U K'"C' $GFQP#$E "B ETJBFL$E "B
D$'$JF# %UP$ C&%A ",%. ! 1 F'H $/

% ! ? FJ$ F## &E"D$'"TE %" F A&DA$J PJ"HTL% "B
LTJI$E) 9A$E$ ETJBFL$E AFI$ F## R$$' L#FEE&B&$H3 &' PFJ%&LT#FJ B"J !" ! # ! 1 E$$
]e<0-^3 F'H B"J !" ! # ! 0 E$$ ]!e>0?^)

9A$ E%THU "B ETJBFL$E "B D$'$JF# %UP$ C&%A !" ! # ! / F'H 8#RH&Q,%. ! /
E%FJ%$H C&%A F D$'$JF#&XF%&"' "B %A$ H$B&'&%&"' "B ETJBFL$ &E"D$'"TE %" F PJ"HTL%) 8
ETJBFL$ % &E EF&H %" R$ F !1.0<;9@#<.98+*9 ETJBFL$ &B % &E %A$ Q&'&QF# Q"H$# "B %A$
Q&'&QF# H$E&'DT#FJ&XF%&"' "B %A$ \T"%&$'% ETJBFL$ C !! ,41,4/.$M CA$J$ 413 4/

FJ$ LTJI$E "B D$'TE F% #$FE% %C"3 F'H M &E F B&'&%$ DJ"TP FL%&'D H&FD"'F##U RT% '"%
'$L$EEFJ&#U BJ$$#U "' %A$ PJ"HTL%)
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9_:;`:* 1)7 ,]<$11^ 9A$"J$Q 1)1.) 6 K+9 % (+ ) !1.0<;9@#<.98+*9 ,<1/);+ ./
"+*+1)' 9:!+ F89= !" ! # ! /G 3* !)198;<')1 % 8, 9=+-8*8-)' 0+,8*"<')18Q)98.* ./
C !! ,41 , 4/.$MJ )*0 9=+,+ ,<1/);+, )1+ ;'),,8/8+0 8* C)('+ /)

98!Z: /)

$/
% ",41. ",4/. M !"#$%&&'()*+ $ C:!+ _<-G %8*"G 08- *

5 / / !$/! MOSJTP ,//.,//. 1
/ ,1! 1. 5 5 1

5 2 2 \5 MOYJUP ,/. ,/. 1
/ ,1! 1. 5 / 1

5 2 2 [? MOYJVP ,/. ,/. 1
/ ,1! 1. 5 / 1

4 2 2 !2 MOXJTP ,2.,2. 1
2 ,1! 1.%

1
2 ,1! /. / / 1

7 5 5 "5 MOTSJUP ,/. ,/. 1
/ ,1! 1. / / 1

3* C)('+ / +);= 89+- !1.>80+, ) <*8.* ./ 811+0<;8('+ ,<(>)18+98+, ./ 9=+
-.0<'8 ,!);+ ./ ,<1/);+, ./ "+*+1)' 9:!+J 9=+81 08-+*,8.* 8, '8,9+0 8* 9=+ ;.'<-*
08- )*0 * 8, 9=+ *<-(+1 ./ ,<(>)18+98+,G 7.1+.>+1 9=+ ;.'<-*, ./ C)('+ / ')@
(+''+0 F89= C:!+ )*0 _<-#%8*"# 8*08;)9+ 9=+ 9:!+, )*0 9=+ *<-(+1 ./ ,8*"<@
')1898+, ./ CG

Y$ "RE$JI$ %AF% F L"QP#$%$ L#FEE&B&LF%&"' "B PJ"HTL%6\T"%&$'% ETJBFL$E "B
D$'$JF# %UP$ C&%A ",%. ! 1 F'H !" ) 1 &E E%&## Q&EE&'D) 8 PFJ%&F# L#FEE&B&LF%&"' B"J
%A$ "'$E C&%A !" ! # ! 1 &E D&I$' &' ]*<10^ F'H B"J %A$ "'$E C&%A !" ! # ! 0 &'
]!<11^)

8) 6 012-*.'+ 7,%& !" ! # ! / *$; $/
% ! 7

&'()*+,+ -)! ./ 0+"1++ 5

Y$ RJ&$B#U J$LF## %A$ L"'E%JTL%&"' "B %A$ ETJBFL$ C&%A !" ! # ! / F'H $/
% ! 7

D&I$' &' 9A$"J$Q 1)7) Z$% TE H$'"%$ RU"5 %A$ F#%$J'F%&'D DJ"TP "' B"TJ EUQR"#E
F'H RU `5 &%E h#$&' ETRDJ"TP3 'FQ$#U

`5 ! 580! ,1/.,25.! ,12.,/5.! ,15.,/2.6 - ,!$/!./#

`5 &E '"JQF# &' "5 F'H %A$ \T"%&$'% N !! "5$`5 &E F LUL#&L DJ"TP "B "JH$J 2) !U
`&$QF''NE $G&E%$'L$ %A$"J$Q3 &% &E P"EE&R#$ %" L"'E%JTL% %C" EQ""%A LTJI$E 413 4/

"B D$'TE 5 $'H"C$H C&%A F' FL%&"' "B "5 ETLA %AF% %A$ "'#U '"'6%J&I&F# E%FR&#&X$JE
FJ$ %A$ $#$Q$'%E "B `5) 9A$'

" ?7
8 !! 48$"5 &E F' $##&P%&L LTJI$V

" %A$ "56L"I$J /8!48 0 ?7
8 &E RJF'LA$H F% $GFL%#U "'$ P"&'% "B ?7

83 C&%A
RJF'LA&'D "JH$J /)
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+% B"##"CE %AF% %A$ ETJBFL$

!2 !! ,41 , 4/.$"5!

CA$J$ "5 FL%E H&FD"'F##U3 AFE %C" JF%&"'F# H"TR#$ P"&'%E "B %UP$ 1
/ ,1! 1. F'H '"

"%A$J E&'DT#FJ&%&$E) +% &E E%JF&DA%B"JCFJH %" LA$LK %AF% %A$ H$E&'DT#FJ&XF%&"' !% "B
!2 &E F Q&'&QF# ETJBFL$ "B D$'$JF# %UP$ C&%A !" ! # ! /3 $/

!%
! 7 F'H %AF% !2 &E %A$

LF'"'&LF# Q"H$# "B !%)
9A$ "56L"I$J /8!48 0 ?7

8 BFL%"JE %AJ"TDA %A$ R&H"TR#$ L"I$J "8!48 0 ?83
CA$J$ ?8 !! 48$`5) ="%$ %AF% ?8 &E FDF&' F' $##&P%&L LTJI$3 E" %A$J$ &E F' &E"D$'U
?8 0 ?7

83 CA&LA &E F %J&P#$ >F#"&E L"I$J C&%A >F#"&E DJ"TP N) e"'E$\T$'%#U3 C$
AFI$ F' &E"D$'U

!!?1 , ?/ 0 !& !! ,?1 , ?/.$N!

CA$J$ %A$ DJ"TP N FL%E H&FD"'F##U3 F'H F L"QQT%F%&I$ H&FDJFQ

819

9A$ Q"JPA&EQ #!! !2 0 !& &E %A$ 8#RF'$E$ QFP "B !2V &% &E F B&'&%$3 '"'6>F#"&E
\TFHJTP#$ L"I$J)

9A&E #FE% "RE$JIF%&"' #$H TE %" E%THU ETJBFL$E !% C&%A !" ! # ! / F'H $/
!%
! 7

CA"E$ 8#RF'$E$ QFP #!! !% 0 !& !! 8#R,!%. &E F \TFHJTP#$ L"I$J "B F' FR$#&F'
ETJBFL$ !&3 &' "JH$J %" T'H$JE%F'H F'H H$ELJ&R$ %A$ H$B"JQF%&"'E "B !%)

9A$ QF&' J$ET#% &' %A$ %A$"JU "B \TFHJTP#$ L"I$J B"J F#D$RJF&L IFJ&$%&$E &E %A$
B"##"C&'D)

9_:;`:* /)1 ,]_*--3 9A$"J$Q 1)/^.) 6 K+9 a (+ ) ,-..9= )'"+(1)8; >)18+9:G
&*: #<)01<!'+ ;.>+1 / !2$0a 8, 0+9+1-8*+0 (: ) '.;)'': /1++ #a@-.0<'+ :. ./
1)*b 2 )*0 ) 9.9)'': 0+;.-!.,)('+ ,+;98.* % / N0,a !

"/ %/:. ;
"2 :.G

9A$ I$L%"J RT'H#$ :. &E LF##$H %A$ C,;=81*=)<,+* (<*0'+ "B %A$ L"I$J)
Y$ AFI$ /<#2 ! #a = :.)
+' %A$ E&%TF%&"' FR"I$3 C$ LF' PJ"I$ %AF% %A$ 9ELA&J'AFTE$' RT'H#$ :. FE6

E"L&F%$H C&%A %A$ 8#RF'$E$ L"I$J &E "B %A$ B"JQ &>,?$1..3 CA$J$ ? &E F P"#FJ6
&XF%&"' "' & ,%A$ HTF# FR$#&F' IFJ&$%U "B !&. F'H &> H$'"%$E %A$ W"TJ&$J6*TKF&
%JF'EB"JQ C&%A K$J'$# %A$ '"JQF#&X$H <"&'LFJ$g RT'H#$ > &)$)3

: ! &>,?$1. !! c8#!& <
,> ; #<&?

$1.#

*"J$ PJ$L&E$#U3 %A$ RT'H#$ ?. AFE JF'K 2 F'H ? &E F P"#FJ&XF%&"' "B %UP$ ,1! 2.)
Y$ FJ$ FR#$ %" PJ"I$ %A$ B"##"C&'D %A$"J$Q)

;= 9_: eZ8OO+W+e89+;= ;W O(`W8e:O ;W >:=:`8Z 9b<: Y+9_ %& ! ' ! " 44@
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9_:;`:* /)/ ,]<<1/3 9A$"J$Q /)1^.) 6 C=+1+ +D8,9, ) 5@08-+*,8.*)' /)-8':
&& ./ -8*8-)' ,<1/);+, ./ "+*+1)' 9:!+ F89= !" ! # ! / )*0 $/

!%
! 7 ,<;= 9=)9J

/.1 9=+ "+*+1)' +'+-+*9 !% / && J 9=+ ;)*.*8;)' ;'),, $!% 8, )-!'+ )*0 9=+

&'()*+,+ -)! #!! !%$0 !& 8, ) /8*89+ ;.>+1 ./ 0+"1++ 5G
C=+ C,;=81*=)<,+* (<*0'+ :. ),,.;8)9+0 F89= #! 8, 8,.-.1!=8; 9. &>,K$1.J

F=+1+ ? 8, ) !.')18Q)98.* ./ 9:!+ ,1! 2. .* &G
C=+ /)-8': && !1.>80+, )* 811+0<;8('+ ;.-!.*+*9 ./ 9=+ -.0<'8 ,!);+

&7! /! / ./ ;)*.*8;)' -.0+', ./ -8*8-)' ,<1/);+, ./ "+*+1)' 9:!+ F89= !" ! # ! /
)*0 $/ ! 7G %<;= ) ;.-!.*+*9 8, "+*+18;)'': ,-..9= )*0 ;.*9)8*, 9=+ /@08@
-+*,8.*)' /)-8': ./ !1.0<;9@#<.98+*9 ,<1/);+, "8>+* 8* C=+.1+- 1)7)

9A&E %A$"J$Q &E "R%F&'$H RU $G%$'H&'D %A$ L"'E%JTL%&"' D&I$' &' ]e_07^ %"
%A$ QTLA Q"J$ L"QP#&LF%$H LFE$ "B \TFHJTP#$ L"I$JE) *"J$ PJ$L&E$#U3 &'
"JH$J %" RT&#H F \TFHJTP#$ L"I$J #!! !%$0!& C&%A 9ELA&J'AFTE$' RT'H#$ :.3 C$
B&JE% RT&#H F \TFHJTP#$ L"I$J !!%$0& C&%A 9ELA&J'AFTE$' RT'H#$ '<?$1:.

,A$J$ '?!& 0 !& H$'"%$E %A$ DJ"TP A"Q"Q"JPA&EQ E$'H&'D D / & %"
9<D?

$1 ; ? / !&. F'H %A$'3 RU TE&'D %A$ OLAJ"iH&'D$J J$PJ$E$'%F%&"' "B %A$ B&6
'&%$ _$&E$'R$JD DJ"TP @2 "' N0,&! ?.3 C$ &H$'%&BU %A$ L"I$JE "B %A&E %UP$
CA&LA H$EL$'H %" F \TFHJTP#$ L"I$J #!! !%$0!&) W"J %A$ D$'$JF# ETJBFL$ !%3 %A$
RJF'LA H&I&E"J !̂ ' !& "B !! !%$0!& &E F LTJI$ &' %A$ #&'$FJ EUE%$Q 4!?;/43 CA$J$
!? &E F P"#FJ&XF%&"' "B %UP$ ,1! 2. "' !&) !̂ AFE E&G "JH&'FJU LTEPE F'H '" "%A$J
E&'DT#FJ&%&$EV ETLA F LTJI$ &E @26$\T&IFJ&F'% F'H LF' R$ FEE"L&F%$H C&%A %A$
HTF# "B F Q$QR$J "B %A$ _$EE$ P$'L&# "B P#F'$ LTR&LE &' "/) ;'L$ C$ AFI$
$E%FR#&EA$H %A$E$ BFL%E C&%A %A$ A$#P "B F ,-',- ELJ&P%3 C$ LF' EA"C %AF% !%
&E EQ""%A &' %A$ D$'$JF# LFE$)

&'()*+,+ -)! ./ 0+"1++ /

+' ]<<11^ C$ D&I$ "%A$J BFQ&#&$E "B ETJBFL$E C&%A !" ! # ! /3$/
% ! 73 F'H C&%A

8#RF'$E$ QFP "B H$DJ$$ $\TF# %" %C")
Z$% TE &'%J"HTL$ E"Q$ '"%F%&"') Z$% ,&! ?. R$ F ,1! /.6P"#FJ&X$H FR$#&F'

ETJBFL$ F'H #$% TE H$'"%$ RU '/!&]/^ 0 !&]/^ %A$ J$E%J&L%&"' "B %A$ LF'"'&LF#
A"Q"Q"JPA&EQ '?!& 0 !& %" %A$ ETRDJ"TP "B /6H&I&E&"' P"&'%E) 9A$' &Q '/
L"'E&E%E "B B"TJ #&'$ RT'H#$E A#&! B1! B/! B2C) Z$% TE H$'"%$ RU &Q ',

/ %A$ E$%
AB1! B/! B2C)

9_:;`:* /)2 ,]<<113 9A$"J$Q 8^.) 6 M8>+* )* )(+'8)* ,<1/);+ & F89= )
,:--+918; !.')18Q)98.* ? ./ 9:!+ ,1! /.J *.9 ./ !1.0<;9 9:!+J /.1 )*: B / &Q '/
9=+1+ +D8,9, ) ;<1>+ \ / 4?/ ;B4 F=.,+ <*8#<+ ,8*"<')189: 8, )* .108*)1:
#<)01<!'+ !.8*9 )9 9=+ .18"8* . / &G K+9B1$/ (+ ) ,#<)1+ 1..9 ./BJ )*0 8/B ! #&
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),,<-+ -.1+.>+1 B1$/ *! #&G C=+* 9=+ -8*8-)' 0+,8*"<')18Q)98.* % ./ 9=+
0.<('+ ;.>+1 ./ & (1)*;=+0 .>+1 \ )*0 0+/8*+0 (: ? ;B1$/ 8, ) -8*8-)' ,<1/);+
./ "+*+1)' 9:!+ F89= !" ! # ! / J $/

% ! 7 )*0 &'()*+,+ -)! ./ 0+"1++ /G
4.*>+1,+':J +>+1: -8*8-)' ,<1/);+ ./ "+*+1)' 9:!+ F89= !" ! # ! / J $/

% ! 7
)*0 &'()*+,+ -)! ./ 0+"1++ / ;)* (+ ;.*,91<;9+0 8* 9=8, F):G

YA$' B ! B1$/ ! #&3 C$ "R%F&' F Q&'&QF# ETJBFL$ C&%A !" ! # ! 23 CA&LA
L"JJ$EP"'H %" %A$ E$L"'H LFE$ "B 9A$"J$Q 0)4)

Y$ TE$ %A$ B"##"C&'D %$JQ&'"#"DUS

" &B B ! #& C$ EFU %AF% % &E F ,<1/);+ ./ 9:!+ 3) WTJ%A$JQ"J$3 &B B1$/ $/ &Q '/
C$ EFU %AF% % &E "B %UP$ 3)3 CA$J$FE &B B1$/ / &Q ',

/ C$ EFU %AF% % &E "B %UP$
3($

" &B B / &Q ',
/ C$ EFU %AF% % &E F ,<1/);+ ./ 9:!+ 33)

`$LF## %AF% %A$ H$DJ$$ "B %A$ 8#RF'$E$ QFP &' %A&E LFE$ &E F %"P"#"D&LF# &'6
IFJ&F'% E&'L$ #,%. ! /) 9A$J$B"J$3 #$% TE L"'E&H$J %A$ Q"HT#& EPFL$& "B Q&'&QF#
ETJBFL$E "B D$'$JF# %UP$ C&%A !" ! # ! /3 $/

% ! 7 F'H 8#RF'$E$ QFP "B H$DJ$$ /)
Z$% &3)3 &3(3 &33 R$ %A$ F#D$RJF&L ETRE$%E CA"E$ P"&'%E PFJFQ$%J&X$ &E"6
Q"JPA&EQ L#FEE$E "B ETJBFL$E "B %UP$ 3)3 3(3 333 J$EP$L%&I$#U) 9A$J$B"J$& LF' R$
CJ&%%$' FE %A$ H&E["&'% T'&"'

& ! &3) D&3( D&33#

;TJ J$ET#% "' %A$ Q"HT#& EPFL$ &E

9_:;`:* /)5 ,]<<113 9A$"J$Q !^.) 6 C=+ /.''.F8*" =.'0,L
,&. &3)J &3(J &33 )1+ 9=+ ;.**+;9+0 ;.-!.*+*9, ./ &$
,&&. 9=+,+ )1+ )',. 811+0<;8('+ ;.-!.*+*9, ./ 9=+ -.0<'8 ,!);+ ./ -8*8-)'

,<1/);+, ./ "+*+1)' 9:!+$
,&&&. &3)! &3(! &33 )1+ "+*+18;)'': ,-..9=J ./ 08-+*,8.* 5! 5! 2J 1+@

,!+;98>+':$
,&I. 9=+ "+*+1)' ,<1/);+ 8* &3) )*0 &3( =), )-!'+ ;)*.*8;)' ;'),,R )''

,<1/);+, 8* &33 =)>+ )-!'+ ;)*.*8;)' ;'),,G

O"Q$ &'%$J$E%&'D \T$E%&"'E J$QF&' "P$' F#E" B"J ETJBFL$E C&%A !" ! # ! / F'H
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Sunto

Nello studio dei branching processes in probabilità applicata si incontrano
sistemi di equazioni quadratiche che possono essere espressi nella forma

x = a+ b(x, x),

con a, x ∈ Rn+, dove Rn+ := {x ∈ Rn : xi ≥ 0 per ogni i}, e b(u, v) : Rn+ ×Rn+ → Rn+
è una forma bilineare. Qui x è incognito, e a e b sono dati in modo che il vettore di
tutti uni e sia una soluzione. Nelle applicazioni si richiede la più piccola soluzione
non negativa (ordinando componente per componente), che si dimostra esistere.

Tradizionalmente questi sistemi vengono risolti con iterazioni di punto fisso o
con il metodo di Newton. Tuttavia ci sono problemi in cui è necessario un grande
numero di generazioni prima di identificare il comportamento asintotico del proces-
so, i cosiddetti casi critici, e in questi casi tali algoritmi richiedono molte iterazioni
prima di convergere alla soluzione. Per esempio, il metodo di Newton converge
linearmente anziché quadraticamente nel caso limite.

Proponiamo qui un nuovo algoritmo, la cui teoria si basa sul celebre teorema
di Perron–Frobenius. Dopo il cambio di variabile y := e − x, interpretiamo il
sistema risultante come la condizione che y sia il vettore di Perron di una matrice
nonnegativa che dipende in modo affine da y stesso. Da questa formulazione deriva
un’iterazione di punto fisso dal comportamento diverso rispetto a quelle preesistenti.

Sorprendentemente, la convergenza di questa iterazione asintoticamente mi-
gliora, anziché peggiorare, nei casi critici. Nel talk dimostriamo questo fatto e
presentiamo alcuni significativi esperimenti numerici. Studiamo gli aspetti teorici
dell’iterazione e proponiamo un preprocessing che assicura le condizioni di positi-
vità e irriducibilità necessarie per lo sviluppo dell’algoritmo. Mostriamo infine che
diverse equazioni matriciali studiate separatamente in letteratura possono essere
viste come generalizzazioni di questa equazione e inquadrate in una teoria comune.
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L’approssimazione numerica di funzioni di matrice riveste un ruolo molto im-
portante in diversi settori scientifici ed in particolare nella risoluzione delle equazioni
differenziali.

Tra le funzioni di matrice l’esponenziale è indubbiamente una tra quelle mag-
giormente studiate e svolge un ruolo fondamentale nell’ambito degli integratori
esponenziali per sistemi di equazioni differenziali ordinarie.

Questa presentazione, riprendendo alcuni dei risultati proposti in [1,2], mostra
l’analogo ruolo, nell’ambito della risoluzione numerica di equazioni differenziali fra-
zionarie (FDE), di una particolare classe di funzioni di matrice legate alla funzione
di Mittag-Leffler.

L’uso di derivate di ordine non intero è in notevole aumento rispetto al passa-
to, grazie anche alle tecniche sempre più efficienti proposte per la loro risoluzione
numerica.

Partendo dall’introduzione delle funzioni di matrice che intervengono nella
generalizzazione alle FDE di integratori esponenziali, si mostreranno le difficoltà
implementative e si presenteanno alcune tecniche per la valutazione numerica di
funzioni di Mittag-Leffler generalizzate con argomento matriciale.
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G"J 2! !! # + ! R&%N ,,!.!,,#. $ 0 I'K ! K$'"%&'P %N$ ^D#$J cIHHI GD'E%&"') +%
N"#KF3 &'K$$K3 %NI% ?2@B

%!!#,'" $. " '#%1K!!#,% '!$."

WN$ I'I#"PQ M$%R$$' K!!# I'K %N$ $SO"'$'%&I# &F $L&K$'%Y H"J$"L$J3 &% &F
&HH$K&I%$ %" L$J&GQ %NI% %N$F$ GD'E%&"'F E"&'E&K$ G"J ! " # " 1) +' OJIE%&E$ I
F%J&E% J$#I%&"'FN&O M&'KF %N$ *= GD'E%&"'F R&%N %N$ %5GD'E%&"'F3 IF FN"R' &' %N$
G"##"R&'P OJ"O"F&%&"'\

;9<;<X+W+<: /)1 ,?1@B.) 5 L%' E + " *"/ 2 + !4 A<%" K1!E(1,2. " %E,2.4

WN$ *= GD'E%&"'F %NDF J$OJ$F$'% I' $S%$'F&"' "G %5GD'E%&"'F %" %N$ '"'5
&'%$P$J EIF$Y H"J$"L$J %N$Q NIL$ F&H&#IJ OJ"O$J%&$F G"J # - 1Y &'K$$K3 ?1@B

%!!!(#,'" $. "
%!!#,'" $.% %!!#,'" 0.

%$
! %!!#,'" 0. "

'#%1

!,#.
!

RN&EN P$'$JI#&_$ ,6.)
*"J$"L$J3 IF FN"R' &' ?2@B3 G"J I'Q & + #

H&
0%!!#,'" $. " %!!#%&,'" $."

?) 5 @&1&'*+(A&= 7/-.1&10(*+ "10&B'*0.'5

WN$ 'DH$J&EI# F"#D%&"' "G &'-11 K&GG$J$'%&I# $VDI%&"'F &F I %"DPN OJ"M#$H %"
%J$I%) +' OIJ%&ED#IJ3 R$ E"'F&K$J FQF%$HF "G <]^F "G %N$ G"JH

/

/'
B,'.( FB,'. " 8,'! B,'..! B,0. " B0#10$

R&%N B I'K 8 L$E%"J LI#D$K GD'E%&"'F I'K F I J$I# HI%J&S RN&EN J$OJ$F$'%F %N$
&'-11 OIJ% "G %N$ OJ"M#$H)

WN$ %$JH K@.("%"'-*) !"'%8,*'(,& &F E"HH"'#Q DF$K %" K$G&'$ I E#IFF "G
'DH$J&EI# H$%N"KF %" F"#L$ OJ"M#$HF "G %N&F U&'K3 RN"F$ "J&P&' OJ"MIM#Q KI%$F
MIEU %" %N$ M$P&''&'P "G %N$ 1-A0`F R&%N T$J%I&' I'K =IRF"'Y &' %N$ G"##"R&'P R$
R&## K$'"%$ %N$H R&%N ^W]3 RN&EN &F %N$ IEJ"'QH G"J aa^SO"'$'%&I# W&H$
]&GG$J$'E&'P`̀ H$%N"KF3 RN&EN &F I'"%N$J 'IH$ %" K$G&'$ %N$H)

WN$ J$E$'% OIO$J MQ Z"ENMJDEU I'K <F%$JHI'' ?/1B &F I' $SE$##$'% J$G$J$'E$
G"J I K$$O I'I#QF&F "G %N$ FDM[$E%3 R&%N I J&EN K$FEJ&O%&"' "G %N$ K$L$#"OH$'% %N$F$
H$%N"KF NIL$ NIK &' %N$ OIF%) +% &F &HO"J%I'% %" F%J$FF %NI% %N$&J K$L$#"OH$'% &F
IE%DI##Q F%J&E%#Q E"''$E%$K R&%N %NI% "G %N$ 'DH$J&EI# H$%N"KF %" IOOJ"S&HI%$
HI%J&S GD'E%&"'F F&'E$3 IF %N$&J 'IH$ FDPP$F%F3 %N$F$ H$%N"KF IJ$ MIF$K "' %N$
$SO"'$'%&I# GD'E%&"' I'K "' %N$ %5GD'E%&"'F K$G&'$K &' ,6.3 G"J HI%J&S IJPDH$'%F
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RN&EN3 &' %N$ IOO#&EI%&"'F3 NIL$ L$JQ #IJP$ K&H$'F&"'F) WN$ #IEU "G 'DH$J&EI#
%$EN'&VD$F G"J %N&F IFO$E% NIF3 G"J #"'P %&H$3 K&FE"DJIP$K %N$ DF$ "G %N$F$ &'5
%$PJI%"JF) 9$E$'%#Q3 %N$ &HO"J%I'% K$L$#"OH$'% "G $GG$E%&L$ %$EN'&VD$F G"J %N$
HI%J&S GD'E%&"'F IOOJ"S&HI%&"' PIL$ '$R #&PN% %" %N$F$ H$%N"KF3 RN&EN IJ$ '"R
L$JQ O"OD#IJ I'K E"HH"'#Q $HO#"Q$K &' %N$ IOO#&EI%&"'F)

^SO#&E&% H$%N"KF IJ$ '"% IK$VDI%$ %" F"#L$ F%&GG OJ"M#$HF G"J %N$ F$L$J$ J$5
F%J&E%&"' "' %N$ &'%$PJI%&"' F%$O %NI% %N$ OJ"M#$H 'I%DJ$ &HO"F$F) <' %N$ "%N$J
NI'K3 &HO#&E&% H$%N"KF IJ$ F"H$%&H$F %"" %"DPN %" M$ IOO#&$K F&'E$ %N$Q $'%I&# %N$
F"#D%&"' "G I '"'5#&'$IJ FQF%$H I% $IEN &'%$PJI%&"' F%$O) ^SO"'$'%&I# &'%$PJI%"JF3
&'F%$IK3 %DJ' "D% %" M$ L$JQ $GG$E%&L$ F&'E$ %N$Q F"#L$ $SIE%#Q %N$ #&'$IJ OIJ% &'
,10.3 "J I% #$IF% R&%N I L$JQ N&PN IEEDJIEQ3 RN&#$ $SO#&E&% FEN$H$F IJ$ IOO#&$K %"
F"#L$ %N$ '"'5#&'$IJ %$JH3 R&%N"D% OIJ%&ED#IJ J$F%J&E%&"' "' %N$ &'%$PJI%&"' F%$O)

2)1 5 L-"%*, MHK& ?-'< 0("&'*"' &($,0% '%,3

+' ?1@B R$ IKKJ$FF$K %N$ 'DH$J&EI# F"#D%&"' "G #&'$IJ FQF%$HF "G C]^F "G %N$
G"JH ,2. R&%N E"'F%I'% F"DJE$ %$JH 8,'. " ;) +% &F U'"R' %NI% %N$ F"#D%&"' "G %N&F
OJ"M#$H EI' M$ G"D'K MQ H$I'F "G ,@. ?2@B I'K EI' M$ RJ&%%$' IF

B,'. " B0 ( '!K!!!(1,% '!F.
!
%FB0 ( ;

"
"#11$

+' ?1@B I' $SO$J&H$'%I# E"HOIJ&F"' NIF M$$' OJ"O"F$K IH"'P K&GG$J$'%
%$EN'&VD$F %" IOOJ"S&HI%$ ,11.3 %N$ K&GG$J$'E$ M$&'P &' %N$ 'DH$J&EI# IOOJ"IEN %"
IOOJ"S&HI%$ %N$ %$JH K!!!(1,% '!F.

!
%FB0 ( ;

"
3 IF R$ R&## K$FEJ&M$ &' X$E%&"' @)

2)/ 5 7%3-)-"%*, 0*&%

WN$ $SO"'$'%&I# &'%$PJI%"JF G"J <]^F IJ$ $FF$'%&I##Q PJ"D'K$K "' %N$
N*,-*'-(" (1 O("&'*"'& 1(,3$)* ,4.)

W" 'DH$J&EI##Q $LI#DI%$ &% R$ G&S I H$FN5PJ&K "G $VD&FOIE$K O"&'%F '" " "< "'
%N$ &'%$PJI%&"' &'%$JLI#Y %NDF ,4. EI' M$ RJ&%%$' IF

B,'"(1. " %%,'"(1%'".FB,'".( !
'"(1

'"

%%,'"(1%&.F8,B,&../&"#1/$

%N$ ^W]F` F%JI%$PQ #&$F "' %N$ O"#Q'"H&I# IOOJ"S&HI%&"' "G %N$ '"'5#&'$IJ %$JH
8Y %N$' %N$ J$FD#%&'P &'%$PJI# &F $SIE%#Q F"#L$K) WN$ F&HO#$F% H$%N"K &' %N&F E#IFF
&F %N$ %@.)-0-' %@.("%"'-*) K$)%, IF K$FEJ&M$K &' X$E%&"' /)

WN$ %$EN'&VD$ DF$K %" $LI#DI%$ %N$ &'%$PJI# &' ,1/. K&F%&'PD&FN$F %N$ H$%N"KF
"G %N$ ^W] GIH&#Q3 IF G"J $SIHO#$ %N$ $SO"'$'%&I# HD#%&F%$O H$%N"KF3 %N$ $S5
O"'$'%&I# 9D'P$5dD%%I H$%N"KF I'K F" "')
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WN$ &'%J"KDE%&"' "G %N$ %5GD'E%&"'F OJ"L&K$F %N$ "OO"J%D'&%Q %" K$G&'$
^W] H$%N"KF RN&EN IJ$ H"J$ IEEDJI%$Y %N$ F"#D%&"' %" ,10. EI' &'K$$K M$
$SOJ$FF$K IF

B,'"(1. " %%<FB,'".(
&*

E"0

<E(1%E(1

!
%<F

"
8,E.,B,'".."#12$

%NDF3 G"J $SIHO#$3 %N$ $SO"'$'%&I# 8KIHF5!IFNG"J%N I'K 8KIHF5*"D#%"'
H$%N"KF K$J&L$ RN$' %N$ F$J&$F &' ,12. &F %JD'EI%$K I'K %N$ K$J&LI%&L$F IJ$
IOOJ"S&HI%$K MQ H$I'F "G G&'&%$ K&GG$J$'E$F)

C"J %N$ F$H&#&'$IJ C]^ ,7. I' I'I#"P"DF IOOJ"IEN EI' M$ E"'F&K$J$K\ F"3 ,A.
EI' M$ RJ&%%$' IF

B,'". " %!!1,'""F.B0 (
&"%1

D"0

!
'D(1

'D

%!!!,'" % &"F.8,B,&../&"

W" P$% I 'IefL$ L$JF&"' "G %N$ ^W] H$%N"KF "'$ EI' DF$ I O"#Q'"H&I# &'%$J5
O"#I'% G"J %N$ %$JH 8,B,&.. &' $IEN FDM&'%$JLI# ?'D! 'D(1B 3 I'K %N$' F"#L$ %N$ J$5
FD#%&'P &'%$PJI#F) WN$ J$FD#%I'% H$%N"KF R$J$ 'IH$K J%"%,*)-2%/ K@.("%"'-*)
A-3% H-11%,%"0-"8 ,c^W]. &' ?1@B G"J %N$ O#I&' I'I#"PQ R&%N %N$ E"JJ$FO"'K&'P
$SO"'$'%&I# &'%$PJI%"JF G"J <]^F)

WN$ F&HO#$F% EN"&E$ R"D#K M$ %" IOOJ"S&HI%$ 8,B,&.. &' $IEN FDM&'%$JLI#
?'D! 'D(1B MQ %N$ E"'F%I'% LI#D$ 8,BD.) W" $SO#&E&%$#Q $LI#DI%$ %N$ E"$GG&E&$'%F "G %N$
E"JJ$FO"'K&'P FEN$H$ R$ HIU$ DF$ "G %N$ G"JHD#I

%!!#,'" $. " <#%1%!!#
'

<
" <!$

# $
! .< $ 0

I'K "G %N$ G"##"R&'P J$FD#%\

WZ^<9^* 2)1 ?1@B) 5 L%' * % ; / '= ,,!. $ 0= # $ 04 A<%"

!
;

*

%!!#,'% &"F./& " %!!#(1,'% *"F.% %!!#(1,'% ;"F."

WN$' %N$ J$FD#%&'P 1>&'%. JKAH H$%N"K EI' M$ RJ&%%$' IF

B" " %!!1,"" <
!F.B0 ( <!

&"%1

D"0

!
%!!!(1,"" <

!F.% %!!!(1,"% 1" <!F.
"
8,BD."#1@$

W" P$% H"J$ IEEDJI%$ FEN$H$F R$ EI' F&HO#Q &'%$JO"#I%$ 8,B,&.. R&%N N&PN$J
K$PJ$$ O"#Q'"H&I#F) C"J VDIKJI%&E O"#Q'"H&I#F3 G"J $SIHO#$3 %N$ $SO#&E&% $S5
OJ$FF&"' G"J %N$ E"$GG&E&$'%F "G %N$ />&'%. JKAHH$%N"K NIF M$$' K$J&L$K &' ?1@B3
%"P$%N$J R&%N I' I'I#QF&F "G &%F HI&' OJ"O$J%&$F)
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WN$ &'%J"KDE%&"' "G %N$F$ c^W] H$%N"KF &' ?1@B &F PJ"D'K$K I#F" "' J&P5
"J"DF I'I#QF&F "' IEEDJIEQ I'K F%IM&#&%Q OJ"O$J%&$F) g$ [DF% E&%$ I' &HO"J%I'%
J$FD#% IM"D% %N$ "JK$J "G E"'L$JP$'E$ "G %N$ %R" H$%N"KF 1>&'%. JKAH I'K />
&'%. JKAH\

WZ^<9^* 2)/ ?1@B) 5 !1 '<% &($,0% '%,3 8 -& &3(('<= '<%" '<% 15F%$O c^W]
3%'<(/ <*& (,/%, 1 *"/ '<% /5F%$O c^W] <*& (,/%, 1( !4

C) 5 ,--'./(%*0(.1 .2 1 ,F.

8## %N$ 'DH$J&EI# H$%N"KF "G $SO"'$'%&I# %QO$ K$FEJ&M$K F" GIJ G"J %N$ F"#D5
%&"' "G <]^F "J C]^F IJ$ $FF$'%&I##Q MIF$K "' HI%J&S GD'E%&"'F3 RN"F$ 'D5
H$J&EI# IOOJ"S&HI%&"' %DJ'F "D% %" M$ EJDE&I# G"J %N$ $GG$E%&L$'$FF "G %N$ H$%N"K
&%F$#G) WN&F IFO$E% GD##Q H"%&LI%$F %N$ I'I#QF&F R$ IJ$ P"&'P %" OJ$F$'%)

C"J FHI## K&H$'F&"' OJ"M#$HF3 %NI% &F3 RN$' %N$ HI%J&S IJPDH$'% F NIF I
FHI## K&H$'F&"' "3 H"J$ %NI' "'$ F%JI%$PQ &F "G%$' I% K&FO"FI#Y G"J %N$ $S5
O"'$'%&I#3 G"J $SIHO#$3 IM"D% %R$'%Q IOOJ"IEN$F IJ$ K$FEJ&M$K &' ?/43 /6B)

*"J$ E"HO#&EI%$ &F %N$ F&%DI%&"' G"J H$K&DH " I'K GIJ H"J$ G"J #IJP$ "3 RN&EN
&F %N$ H"F% E"HH"' EIF$ &' %N$ F"#L$JF K$FEJ&M$K &' X$E%&"' /) gN$' FO$IU&'P "G
FQF%$HF "G K&GG$J$'%&I# $VDI%&"'F3 &'K$$K3 %N$ HI%J&S F DFDI##Q E"H$F GJ"H I
K&FEJ$%&_I%&"' OJ"E$FF3 %NDF %" NIL$ F" #IJP$ K&H$'F&"'F %" HIU$ &HOJIE%&EIM#$
I'Q F%JI%$PQ "G K$E"HO"F&%&"' "J F&H&#IJ3 F&'E$ %N$Q J$VD&J$ I E"HOD%I%&"'I# E"F%
OJ"O"J%&"'I# %" "23 RN&EN &F OJ"N&M&%&L$ G"J #IJP$ " ?14B) WNDF3 &' %N$F$ F&%DI%&"'F3
&% %DJ'F "D% %" M$ H"J$ E"'L$'&$'% %" R"JU R&%N F"H$ IOOJ"S&HI%&"' "G %N$
GD'E%&"' 1 )

@)1 5 P*'-("*) F..,(@-3*'-("&

8H"'P %N$ O"FF&M#$ IOOJ"S&HI%&"'F "G I P&L$' GD'E%&"' 1 %N$ JI%&"'I# "'$F
FN"R3 D'K$J FD&%IM#$ NQO"%N$F$F3 &'%$J$F%&'P G$I%DJ$F RN&EN EI' M$ R$## $SO#"&5
%$K RN$' %N$ 'DH$J&EI# IOOJ"S&HI%&"' &F &' O#IQ)

8 JI%&"'I# GD'E%&"' &F K$G&'$K IF %N$ JI%&" "G %R" O"#Q'"H&I#F3 R&%N"D% E"HH"'
GIE%"JF3 "G K$PJ$$ ' I'K ( '"% '$E$FFIJ&#Q E"&'E&K&'P) WN$ F$% "G JI%&"'I# GD'E%&"'F
&F %NDF K$G&'$K IF

P'!( "
'
, $ ,,2. "

#&'

E"0

*E2
E

$(#&(

E"0

;E2
E

$)
"

8' DFDI# OJ"M#$H &' IOOJ"S&HI%&"' %N$"JQ &F3 P&L$' I E"'%&'D"DF GD'E%&"' 1
I'K %R" LI#D$F ' I'K (3 %" G&'K I JI%&"'I# GD'E%&"' ,0 + P'!( RN&EN H&'&H&_$F
%N$ IOOJ"S&HI%&"' $JJ"J 1 1 % ,01* R&%N J$FO$E% %" I## "%N$J GD'E%&"'F &' %N$
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F$% P'!() WN&F ;%&' IOOJ"S&HI%&"' I#RIQF $S&F%F I'K &% &F EI##$K %N$ O<%;B&<%+
IOOJ"S&HI%&"')

C"J %N$ $SO"'$'%&I# GD'E%&"' %N$ TN$MQFN$L JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' NIF M$$'
#IJP$#Q F%DK&$K ?@3 @03 /AB) ;IJ%&ED#IJ#Q DF$GD# &F %N$ $SOJ$FF&"' "G %N&F IOOJ"S5
&HI%&"' &' %N$ EIF$ &' RN&EN %N$ 'DH$JI%"J I'K %N$ K$'"H&'I%"J NIL$ %N$ FIH$
K$PJ$$3 FIQ () +'K$$K3 &% EI' M$ RJ&%%$' IF

2,@. "
&(

E"0

8E
@% )E

#17$

RN"F$ %$JHF 8E I'K )E IJ$ %N$ O"#$F I'K %N$ J$F&KD$F3 J$FO$E%&L$#Q3 "G 2)
+' ?@B3 G"J %N$ $SO"'$'%&I# GD'E%&"'3 %N$ O"#$F I'K %N$ J$F&KD$F NIL$ M$$' %IM#$K

G"J F$L$JI# LI#D$F "G (Y H"J$"L$J3 %N$ $JJ"J I'I#QF&F G"J %N$F$ IOOJ"S&HI%&"'F NIL$
M$$' #IJP$#Q F%DK&$K ?223 @3 /AB3 R&%N L$JQ &'%$J$F%&'P J$FD#%F FN"R&'P I'$SO"'$'%&I#
K$EIQ G"J %N$$JJ"J I% %N$JI%$ -"/6-02%(3RN&EN %NDF$'FDJ$F IP""KIEEDJIEQI#F" G"J
H"K$JI%$ LI#D$F "G ()

+' ?2A3 243 26B %N$ 'DH$J&EI# IOOJ"S&HI%&"' "G $SO ,F. NIF M$$' IKKJ$FF$K
R&%N %$EN'&VD$F MIF$K "' %N$ TN$MQFN$L JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"'F)

@)/ 5 O*,*'<%Q(/(,B>M%D%Q, *..,(@-3*'-("

W" G&'K %N$ O"#$F I'K %N$ J$F&KD$F "G %N$ TN$MQFN$L IOOJ"S&HI%&"' "G I
P$'$J&E GD'E%&"'3 IF G"J $SIHO#$ %N$ *= "'$ ,-.3 &F I %"DPN OJ"M#$H3 I#F" M$EIDF$
D'&VD$'$FF &F '"% PDIJI'%$$K G"J %N$ M$F% IOOJ"S&HI%&"') WN&F OJ"M#$H NIF M$$'
I E"J$ &FFD$ &' IOOJ"S&HI%&"' %N$"JQ I'K3 &' 1-143 %N$ O*,*'<%Q(/(,B>M%D%Q, ,TC.
%N$"JQ RIF OJ$F$'%$K\ %N&F &F I' IOO$I#&'P IOOJ"IEN F&'E$3 "%N$J %NI' %N$"J$%&EI#
J$FD#%F3 &% "GG$JF I OJIE%&EI# RIQ %" K$%$JH&'$ I JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' "G G&S$K
K$PJ$$ G"J I'Q P&L$' FH""%N GD'E%&"') WN$ U$Q &K$I "G %N&F IOOJ"IEN &F %" #""U G"J
%N$ JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' &' I K&GG$J$'% F$%3 'IH$#Q

%P'!( "
'
, $ ,,2. "

# &'

E"%*
*E2

E.

(#&(

E"0

;E2
E

$)
"

WN$ P"I# &F %" K$%$JH&'$ %N$ GD'E%&"' ,01 + %P'!( RN&EN H&'&H&_$F %N$ $JJ"J
1 1 % ,01 1* R&%N J$FO$E% %" I## "%N$J GD'E%&"'F &' %N$ F$% %P'!() WN$' %N$ TC IO5
OJ"S&HI%&"' &F ,01 R&%N"D% %N$ %$JHF "G '$PI%&L$ K$PJ$$)

CJ"H I %N$"J$%&EI# O"&'% "G L&$R %N$ TC IOOJ"S&HI%&"'F IJ$ OIJ%&ED#IJ#Q &'5
%$J$F%&'P G"J %N$ P""K VDI#&%Q %N$Q PDIJI'%$$) *"J$"L$J3 G"J FH""%N GD'E%&"'F3
WJ$G$%N$' ?@03 @1B NIF [DF%&G&$K %N$&J DF$ MQ FN"R&'P %NI% %N$ $JJ"J &F L$JQ F&H&#IJ
%" %N$ "'$ "G %N$ TN$MQFN$L IOOJ"S&HI%&"') C"J %N$ $SO"'$'%&I#3 G"J $SIHO#$3 ,01

I'K ,03 M"%N "G K$PJ$$ (3 K&GG$J G"J I GIE%"J 3,7A%(. ?/AB)
CJ"H I OJIE%&EI# O"&'% "G L&$R %N$ TC IOOJ"S&HI'%F IJ$ &'%$J$F%&'P F&'E$ %N$Q

IJ$ $IFQ %" K$%$JH&'$ I'K %N$Q EI' M$ $SOJ$FF$K &' %N$ G"JH ,17.) 9$E$'%#Q I'
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$#$PI'% I'K $GG$E%&L$ F%JI%$PQ NIF M$$' O"O"F$K %" EI#ED#I%$ %N$ O"#$F I'K %N$
J$F&KD$F G"J P$'$J&E GD'E%&"'F 1 ?@/B3 MQ H$I'F "G %N$ Xh] K$E"HO"F&%&"' "G %N$
ZI'U$#HI%J&S K$G&'$KMQ %N$ E"$GG&E&$'%F "G %N$C"DJ&$J F$J&$F "G 1 ) +' X$E%&"' AR$
R&## OJ$F$'% %N$ J$FD#%F "G 'DH$J&EI# %$EN'&VD$F MIF$K "' %N&F F%JI%$PQ)

+' ?1@B R$ G"##"R$K %N$ IOOJ"IEN &' ?@/B %" G&'K %N$ TC IOOJ"S&HI%&"' "G %N$
*= GD'E%&"' &' "JK$J %" IOOJ"S&HI%$ %N$ %$JHF K!!#,F.+ &' ,11.)

WN$ $JJ"J I'I#QF&F NIF N&PN#&PN%$K %N$ P""K IEEDJIEQ %N$F$ IOOJ"S&HI%&"'F
J$IEN $L$' G"J H"K$JI%$ K$PJ$$F3 R&%N I M$NIL&"J G"J %N$ $JJ"J F&H&#IJ %" %N$
$VD&"FE&##I%&"'3 %QO&EI# G$I%DJ$ "G %N$ M$F% IOOJ"S&HI%&"'F)

+' X$E%&"' A R$ R&## OJ$F$'% F"H$ "G %N$ J$FD#%F &' ?1@B "' %N$ IEEDJIEQ "G
%N$F$ IOOJ"S&HI%&"'F)

D) 5 E'.;+&%5 2.' 0F& ).%-$0*0(.1 .2 1 ,F.+

WN$ $SIHO#$F K$FEJ&M$K F" GIJ F%J$FF %N$ &HO"J%I'E$ %" IOOJ"S&HI%$ L$E%"JF
"G %N$ G"JH 1 ,F.+3 JI%N$J %NI' %" IOOJ"S&HI%$ [DF% %N$ HI%J&S 1 ,F.) W" %IU$ &'%"
IEE"D'% %N&F F#&PN% K&GG$J$'E$ &F GD'KIH$'%I# GJ"H %N$ E"HOD%I%&"'I# O"&'% "G
L&$R) W" P&L$ I G#IL"J "G %N$ K&GG$J$'E$ M$%R$$' %N$ %R" OJ"M#$HF3 R$ E&%$ %N$
%J&L&I# $SIHO#$ "G #&'$IJ FQF%$HF "G %N$ G"JHF@ " ;\ &' %N&F EIF$3 $L$' %N"DPN %N$
F"#D%&"' &F3 %N$"J$%&EI##Q3 F%1;3 '" "'$ EI' %N&'U %" 'DH$J&EI##Q E"HOD%$ &% &' %N&F
RIQ3 G"J %N$ &'IEEDJIE&$F %N$ HI%J&S &'L$JF&"' EI' P$'$JI%$)

g$ %NDF I'I#Q_$ &' K$O%N %N$ IOOJ"S&HI%&"' "G L$E%"JF #&U$ 1 ,F.+3 %IU&'P &'%"
IEE"D'% %N$ IOOJ"S&HI%&"' J$FD#%F K$FEJ&M$K F" GIJ G"J 1 )

7)1 5 1 ,F.+ 1(, 1 -" .*,'-*) 1,*0'-(" %@.*"&-("

8FFDH$ R$ U'"R I JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' G"J 1 "G %N$ G"JH ,17.3 %N$' &% &F
O"FF&M#$ %" IOOJ"S&HI%$ 1 ,F.+ MQ F"#L&'P ( #&'$IJ FQF%$HF R&%N E"$GG&E&$'% HI5
%J&E$F "G %N$ G"JH F% )D!Y &'K$$K3 &G %N$ IJPDH$'% &F I HI%J&S3 ,17. M$E"H$F
$VD&LI#$'% %"

2,F.+ "
&(

D"0

8D,F% )D!.
%1+"#1A$

gN$' %N$ HI%J&S F &F '"% %"" #IJP$ I'Ki"J &##5E"'K&%&"'$K3 %N$' I'Q 'DH$J&EI#
H$%N"KEI' F"#L$ %N$ #&'$IJ FQF%$HF &' ,1A.)8HI%J&SFR&%N #IJP$K&H$'F&"' #$IKF %"
I E"HO#$%$#Q K&GG$J$'% FE$'IJ&"3 F&'E$ &%$JI%&L$ H$%N"KF IJ$ E"HO$##&'P) *"J$"L$J3
RN$' %N$ E"'L$JP$'E$ "G %N$F$ H$%N"KF &F %"" F#"R I U&'K "G OJ$E"'K&%&"'&'P &F
'$$K$K) +' ?12B R$ E"HOIJ$K K&GG$J$'% F%JI%$P&$F %" E"HOD%$ ,1A.3 F"H$ "G %N$H
&'L"#L&'P I#F" %N$dJQ#"L FDMFOIE$H$%N"KF3 IF R$ R&## K$G&'$ &' X$E%&"' 7)/) +' ?26B3
&'F%$IK3 R$ G"D'K I F%J&E% J$#I%&"'FN&O M$%R$$' %N$ 7<-1'>*"/>!"+%,' %$EN'&VD$3 R$
IJ$ P"&'P %" K$FEJ&M$3 I'K %N$ OJ$E"'K&%&"'&'P "G FQF%$HF &' ,1A.)
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8' IKK&%&"'I# K&GG&ED#%Q &F J$#I%$K %" %N$ 'I%DJ$ "G %N$ O"#$F )D\ &'K$$K3 RN$'
%N$F$ O"#$F IJ$ E"HO#$S3 E"HO#$S #&'$IJ FQF%$HF '$$K %" M$ F"#L$K) +' %N&F EIF$3
'"% "'#Q %N$ $S$ED%&"' %&H$ &F GIJ #IJP$J %NI' %NI% "G J$I# FQF%$HF "G %N$ FIH$
K&H$'F&"'3 MD% $L$' H"J$ E"HO#&EI%$ &F %N$ OJ"M#$H "G %N$&J OJ$E"'K&%&"'&'P\ %N&F
FDM[$E% &F '"% Q$% R$## D'K$JF%""K I'K &HO"J%I'% E"'%J&MD%$F IJ$ "' %N$ RIQ) C"J
FN&G%$K #&'$IJ FQF%$HF3 IF &' ,1A.3 %NI% &F3 R&%N E"$GG&E&$'% HI%J&E$F "G %N$ G"JH
F( )!3 G"J I J$I# F I'K I E"HO#$S )3 R$ E&%$3 IH"'P %N$ "%N$JF ?13 /3 2B)

7)/ 5 7<-1'>*"/>!"+%,' 3%'<(/

WN$ dJQ#"L FDMFOIE$ H$%N"KF IJ$ #IJP$#Q DF$K G"J %N$ E"HOD%I%&"' "G L$E%"JF
#&U$ 1 ,F.+ G"J %N$&J $GG&E&$'EQ I'K G"J %N$&J P""K IEEDJIEQ I'K E"'L$JP$'E$
OJ"O$J%&$F) WN$&J DF$ NIF M$$' R&K$#Q I'I#Q_$K &' %N$ E"'%$S% "G %N$ $SO"'$'%&I#
GD'E%&"' ?/03 2-3 /@3 /7B)

WN$Q I&H %" IOOJ"S&HI%$ 1 ,F.+ &' dJQ#"L FDMFOIE$F K$G&'$K IF

43,F! +. 5 &.*"6+!F+! ! ! ! !F3%1+7"

W" MD&#K I' "J%N"'"JHI# MIF&F G"J %N&F FOIE$ %N$ F%IJ%&'P L$E%"J &F +1 " +#1+1Y
%N$' I% $IEN F%$O - " /! ! ! ! ! I '$R L$E%"J +- &F K$G&'$K3 MQ IOO#Q&'P %N$ "J%N"5
'"JHI#&_I%&"' cJIH5XENH&K% OJ"E$FF %" F+-%1 R&%N J$FO$E% %" %N$ OJ$L&"DF#Q
E"HOD%$K L$E%"JF) WN&F %$EN'&VD$ K$G&'$F %N$ HI%J&E$F N3 " ?+1! ! ! ! ! +3B I'KR3

"G K&H$'F&"' 3!3 RN"F$ $'%J&$F <-! D IJ$ %N$ "J%N"'"JHI#&_I%&"' E"$GG&E&$'%F)
WNJ"DPN %N$F$ HI%J&E$F %N$ G"##"R&'P IOOJ"S&HI%&"' N"#KF

1 ,F.+ 8 1+1N31 ,R3.%1

RN$J$ %1 K$'"%$F %N$ G&JF% E"#DH' "G %N$ &K$'%&%Q HI%J&S "G K&H$'F&"' 3!3)
WN$ O"%$'EQ "G %N$F$ %$EN'&VD$F &F %NI% DFDI##Q I FHI## K&H$'F&"' 3 &F FDG5

G&E&$'% %" P$% I FDGG&E&$'%#Q IEEDJI%$ IOOJ"S&HI%&"'Y %NDF F"H$ E#IFF&EI# H$%N"K
DFDI##Q R"JUF %" E"HOD%$ 1 ,R3.)

8'QRIQ3 IF FN"R' MQ Z"ENMJDEU I'K =DM&EN ?/0B3 %N$ E"'L$JP$'E$ "G %N$
dJQ#"L FDMFOIE$ H$%N"KF &F E"''$E%$K %" %N$ FO$E%JI# OJ"O$J%&$F "G %N$ HI%J&S F)
WN&F G$I%DJ$ HIU$F %N$ IOOJ"IEN OIJ%&ED#IJ#Q F#"R G"J HI%J&E$F F R&%N #IJP$
FO$E%JDH3 IF &% "G%$' NIOO$'F RN$' %N$ HI%J&S K$J&L$F GJ"H %N$ K&FEJ$%&_I%&"' "G
K&GG$J$'%&I# "O$JI%"JF) WN$ F#"R E"'L$JP$'E$ H"%&LI%$K %N$ &'L$F%&PI%&"' "G IE5
E$#$JI%&"' %$EN'&VD$F) 8H"'P %N$H R$ OD% "DJ I%%$'%&"' "' %N$ 7<-1'>*"/>!"+%,'
,X+. %$EN'&VD$ OJ"O"F$K MQ *"J$% I'K :"LI%& ?20B I'K IG%$JRIJKF MQ LI' K$'
^FN"G $ Z"ENMJDEU ?@2B) WN&F %$EN'&VD$ &F PJ"D'K$K "' %N$ dJQ#"L FDMFOIE$F
43,,! ( &F.%1! +. G"J I FD&%IM#$ FN&G% OIJIH$%$J &) +' %N&F RIQ3 &G N3 I'K R3

K$'"%$ %N$ HI%J&E$F G"J 43,,! ( &F.%1! +.3 %N$ IOOJ"S&HI%&"' M$E"H$F

1 ,F.+ 8 1+1N3 1 ,S3.%1!
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R&%N S3 K$G&'$K MQ %N$ $VDI%&"'

,! ( &S3.R3 " !"

X$L$JI# IOO#&EI%&"'F FN"R %N$ FDO$J&"J&%Q "G %N&F IOOJ"IEN R&%N J$FO$E% %" %N$
F%I'KIJK dJQ#"L FDMFOIE$ H$%N"KF) +% &F &'K$$K $L&K$'% %NI% &' #"%F "G IOO#&EI5
%&"'F %N$ X+ H$%N"K '$$KF I FOIE$ K&H$'F&"' 3 HDEN FHI##$J %NI' %N$ "'$ J$5
VD&J$K MQ %N$ F%I'KIJK IOOJ"IEN) Z"R$L$J3 G"J %N&F IOOJ"IEN %N$ FN&G% OIJIH$%$J
& O#IQF I GD'KIH$'%I# J"#$) +' %N$ OIO$J ?26B R$ P"% %N$ &'%$J$F%&'P J$FD#% %" G&S
%N&F OIJIH$%$J * .,-(,-3 &'K$O$'K$'%#Q "' %N$ HI%J&S F) W" P$% %N&F J$FD#% I
K&GG$J$'% O$JFO$E%&L$ RIF EJDE&I#\ &'K$$K3 &% RIF '$E$FFIJQ %" F$% %N$ X+ H$%N"K
&' %N$ GJIH$R"JU "G JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"'F G"J %N$ $SO"'$'%&I# GD'E%&"')
+'K$$K3 &G I JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' #&U$ ,1A. &F DF$K G"J $SO ,F.+3 %N$' &' ?26B R$
K$H"'F%JI%$K %NI% %N$ X+ H$%N"K E"JJ$FO"'KF %" OJ$E"'K&%&"' I## %N$ FQF%$HF &'
,1A. MQ H$I'F "G %N$ FIH$ OJ$E"'K&%&"'$J G"J I## O"#$F3 RN&EN K$O$'KF "' &)

WN$ OJ"M#$H %" IOOJ"S&HI%$ 1 ,F.+ J$KDE$F %N$' %" IOOJ"S&HI%$ 1 ,S3.3 R&%N
S3 &' P$'$JI# HDEN FHI##$J %NI' F) hIJ&"DF IOOJ"IEN$F EI' %N$' M$ IOO#&$K %"
%N$ #IF% IOOJ"S&HI%&"'\ &G3 G"J $SIHO#$3 1 " $SO3 %N$' %N$ *I%#IM E"K$ !"#$ EI'
M$ DF$K\ &% &F MIF$K "' %N$ E#IFF&EI# &0*)-"8>*"/>&#$*,-"8H$%N"K E"HM&'$K R&%N
I ;IK$j JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' ?22B) C"J %N$ %$F%F &' ?243 26B3 G"J $SIHO#$3 %N&F
EN"&E$ RIF DF$K) +' P$'$JI#3 P&L$' I JI%&"'I# IOOJ"S&HI%&"' %" 1 R&%N I OIJ%&I#
GJIE%&"' $SOI'F&"' #&U$ ,1A.3 "'$ EI' %N&'U %" E"HOD%$ 1 ,S3.%1 MQ F"#L&'P %N$
#&'$IJ FQF%$HF &' ,1A. MQ I K&J$E% F"#L$J3 IF %N$*I%#IM %&'()*&)+3 G"J $SIHO#$)
<J3 &' *I%#IM $'L&J"'H$'%3 I#F" %N$ E"HHI'K ,-.$ EI' M$ DF$K RN$' %N$ G&JF%
K$J&LI%&L$ "G 1 &F I% K&FO"FI#Y %N$ E"K$ E"HOD%$F %N$ XENDJ K$E"HO"F&%&"' "G %N$
HI%J&S I'K %N$' $LI#DI%$F %N$ GD'E%&"' 1 G"J %N$ %J&I'PD#IJ GIE%"J MQ H$I'F "G %N$
;IJ#$%% I#P"J&%NH ,G"J K$%I&#F F$$ ?14B I'K J$G$J$'E$F %N$J$&'.)

;"K#DM'Q I'K dIE$'IU ?27B PIL$ I *I%#IM E"K$ G"J %N$ *= GD'E%&"' R&%N
FEI#IJ IJPDH$'%FY &% I##"RF "'$ %" IOOJ"S&HI%$ %N$ *= GD'E%&"' R&%N I'Q
K$F&J$K IEEDJIEQ I'K3 G"J "DJ 'DH$J&EI# %$F%F3 R$ E"HM&'$K &% R&%N %N$ ,-.$
E"HHI'K)

9$E$'%#Q *"J$% I'K :"LI%& ?21B F%DK&$K %N$ E"'L$JP$'E$ "G %N$ X+ H$%N"K
RN$' IOO#&$K %" %N$ E"HOD%I%&"' "G %N$ *= G"J 0 % ! % 1 I'K # " 1\ I' &'%$J5
$F%&'P J$FD#% &F %NI% %N$ E"'L$JP$'E$ IEE$#$JI%$F RN$' ! K$EJ$IF$F3 $SIE%#Q %N$
&'L$JF$ "G RNI% NIOO$'F G"J %N$ F%I'KIJK dJQ#"L FDMFOIE$ H$%N"KF)

G) 5 #$%&'()*+ 0&505

A)1 5 O(3.*,-&(" (1 "$3%,-0*) 3%'<(/& 1(, )-"%*, MHK&

+' ?12B R$ IKKJ$FF$K %N$ F"#D%&"' "G FQF%$HF "G #&'$IJ C]^F R&%N E"'F%I'%
F"DJE$ %$JHF ,2.) +' OJIE%&E$ FQF%$HF #&U$ ,2. "G%$' K$J&L$ GJ"H ;]^F R&%N
GJIE%&"'I# %&H$ K$J&LI%&L$F I'K FOIE$ K$J&LI%&L$F "G &'%$P$J "J GJIE%&"'I# "JK$J) +G
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"'#Q %N$ FOIE$ K$J&LI%&L$F IJ$ K&FEJ$%&_$K3 %N$' %N$F$ ;]^F J$KDE$ %" FQF%$HF "G
C]^F &' %N$ %&H$ LIJ&IM#$)

g$ J$O"J% N$J$ %N$F$ H"K$# OJ"M#$HF\

K@*3.)% TU '<% 1,*0'-("*) M(EE%,>V)*"0E %#$*'-("
WN$ C"UU$J5;#I'EU $VDI%&"' &F E"HH"'#Q DF$K &' %N$ F%I%&F%&EI# ONQF&EF %"

K$FEJ&M$ %N$ %&H$ $L"#D%&"' "G I %$F% OIJ%&E#$ FDM[$E% %" I' $S%$J'I# G&$#KY &%F F"5
#D%&"' &F %N$ OJ"MIM&#&%Q $,@! '. "G %N$ OIJ%&E#$ %" M$ I% %N$ %&H$ ' &' I P&L$' O"F&%&"'
@) +' OJ$F$'E$ "G I' N&PN#Q '"'5N"H"P$'$"DF H$K&DH %N$ I'"HI#"DF K&GGDF&"' &F
IK$VDI%$#Q K$FEJ&M$K "'#Q MQ C]^F) +' OIJ%&ED#IJ3 IEE"JK&'P %" %N$ G"JHD#I%&"'
P&L$' MQ ?4B3 %N$ C"UU$J5;#I'EU $VDI%&"' &' "'$ K&H$'F&"' EI' M$ RJ&%%$' IF

H!
0$,@! '."

M)),@.

*
$,@! '.( M),@.

*

&

&@
$,@! '.(E$,@! '.! @+ ,*! ;.! '+ ?0!AB!

$,@! 0. " 0"1! @ + ?*! ;B!

$,*! '. " 0"1!$,;! '. " 0"1! ' - 0!

#14$

R&%N M,@. " E"F @% A@3 * " A I'K E " /)
c&L$' I' $VD&FOIE$K PJ&K @D " *( D< "' ?*! ;B R&%N F%$O5F&_$ <3 %N$ K&F5

EJ$%&_I%&"' "G %N$ G&JF% I'K F$E"'K "JK$J FOI%&I# K$J&LI%&L$F MQ H$I'F "G E$'%JI#
K&GG$J$'E$F #$IKF %" %N$ FQF%$H ,2. R&%N I %J&K&IP"'I# HI%J&S F) WNDF3 %IU&'P &'%"
IEE"D'% %N$ &'&%&I# I'K M"D'KIJQ E"'K&%&"'F3 %N$ F"#D%&"' "G ,14. &F $VD&LI#$'% %"
F"#L$ %N$ FQF%$HF "G C]^F ,2.)

K@*3.)% WU F &.*0%>'-3% 1,*0'-("*) /-11$&-(" %#$*'-("
g$ E"'F&K$J %N$ P$'$J&E FOIE$5%&H$ GJIE%&"'I# K&GGDF&"' $VDI%&"'

&!$,@! '.

&'!
" 1

/
@/

&#$,@! '.

&@#
! 0 % ! % 1 % # / /! @ + ?0! 10B! ' + ?0!AB

FDM[$E% %" %N$ &'&%&I# E"'K&%&"'F $,@! 0. " 0"1 I'K $',@! 0. " 0"1) gN$' %N$ GJIE5
%&"'I# FOIE$ K$J&LI%&L$F IJ$ FD&%IM#Q K&FEJ$%&_$K "'$ P$%F I FQF%$H #&U$ ,2. R&%N
%N$ HI%J&S F &' Z$FF$'M$JP G"JH)

#$%&'()*+ %&0F.=5H

<'E$ %N$ $VDI%&"' %$F%F NIL$ M$$' J$KDE$K %" FQF%$HF "G C]^F3 R$ E"HOD%$
%N$&J F"#D%&"' MQ K&GG$J$'% IOOJ"IEN$F %" E"HOIJ$ %N$&J IEEDJIEQ I'K $GG&E&$'EQ)
g$ K$FEJ&M$ %N$ H$%N"KF D'K$J &'L$F%&PI%&"'3 %IU&'P &'%" IEE"D'% %NI% %N$ $'5
L&J"'H$'% DF$K &F *I%#IM3 I'K %NDF3 RN$' '$E$FFIJQ3 R$ K&J$E%#Q J$G$J %" %N$
FO$E&G&E E"HHI'K DF$KY

9 I4( E47\ TIJI%N$j"K"JQ5C$[$jJ ,TC. IOOJ"S&HI%&"' "G K$PJ$$ ( " A G"J
K!!!(1 $LI#DI%$K MQ H$I'F "G &%F OIJ%&I# GJIE%&"' $SOI'F&"' ,;C^. IF &' ,1A.Y
%N$ %&'()*&)+ &F DF$K G"J %N$ #&'$IJ FQF%$HF)

:(*^9+T8= 8;;9<b+*8W+<: <C *8W9+b C(:TW+<:X C<9 C98TW+<:8= ^WT) 607

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 425



9 9"(,-.$\ XN&G%5I'K5+'L$J% H$%N"K E"HM&'$K R&%N ,-.$ %" $LI#DI%$
K!!!(1,SE.) WN$ FN&G% OIJIH$%$J &F ! " 0"073 IF &' ?21B) dJQ#"L FOIE$F IJ$
MD&#% MQ DF&'P I K&J$E% IOOJ"IEN $L$JQ %&H$ L$E%"JF "G %N$ G"JH ,F( !!.%1+D
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Sunto

La ricostruzione di un’immagine a partire dalla conoscenza di un campionamen-
to non uniforme della sua Trasformata di Fourier è un problema comune a molte aree
scientifiche, come la radioastronomia, l’astronomia a raggi X, la tomografia com-
puterizzata e l’imaging a risonanza magnetica. Nel caso generale si hanno N punti
distribuiti in modo non regolare nello spazio delle frequenze e si vuole ricostruire la
corrispondente immagine nello spazio fisico. Questo problema presenta difficoltà di
tipo sia teorico che computazionale: il problema in questione è infatti un problema
inverso che risulta essere mal posto a causa della sparsità dei campioni nello spazio
delle frequenze e del rumore sui dati. Inoltre, la non regolarità del campionamento
impedisce l’applicazione diretta dell’algoritmo di Fast Fourier Transform (FFT),
con un conseguente appesantimento della procedura di inversione.

Diversi approcci sono stati proposti in letteratura per affrontare queste difficol-
tà [3], molti dei quali sono basati su uno step di gridding seguito da una procedura
iterativa basata sulla FFT. In questa presentazione introdurremo un nuovo metodo
per ricostruire un’immagine da un campionamento non uniforme della sua Trasfor-
mata di Fourier che agisce direttamente sui dati senza operazioni di interpolazione
e ricampionamento, sfruttando così la reale natura dei dati stessi. In particolare, la
nostra immagine target può essere vista come la soluzione di un particolare proble-
ma di deconvoluzione e la sua ricostruzione può essere calcolata efficacemente con
un metodo del gradiente proiettato con un parametro di steplength adattivo, scelto
attraverso un’alternanza opportuna delle regole di Barzilai-Borwein [2].

Come playground per la sperimentazione numerica del nostro algoritmo abbia-
mo scelto la ricostruzione di immagini di raggi X emessi durante i brillamenti solari
e intercettati dal satellite RHESSI [1].

Bibliografia

1Lavoro svolto nell’ambito del Programma Giovani Ricercatori 2010 “Tecniche di imaging da
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Fabio Pusateri: Risonanze ed esistenza globale per
equazioni dispersive

Fabio Pusateri1

Courant Institute of Mathematical Sciences, New York University
email: pusateri@cims.nyu.edu

Sunto

Presentiamo un risultato di esistanza globale per soluzioni di sistemi semilineari
di equazioni delle onde in tre dimensioni. Come già osservato negli anni ’70 da
Fritz John blow-up in tempo finito può occorrere per alcune equazioni delle onde
con nonlinerità quadratiche. Qualora la condizione di nullità (null condition) di
Klainerman [3] sia verificata, si ha invece esistenza globale per dati piccoli. Qui
presentiamo una nuova formulazione della condizione di nullità per sistemi di primo
grado, dimostrando esistenza globale e scattering [4].

La particolare struttura dei sistemi considerati non sembra addattarsi all’uti-
lizzo del classico metodo dei commuting vector fields. La nostra dimostrazione è
invece basata sull’analisi delle risonanze spazio-temporali (space-time resonances)
[1]. Al fine di ottenere stime dispersive ottimali, facciamo uso di una partizione
angolare dello spazio delle frequenze. Questa consente di effettuare una forma nor-
male in una regione dello spazio delle fasi, ed ottenere buone stime pesate nella
regione complementare. É importante notare come le tecniche adottate facciano un
uso molto ridotto delle invarianze dell’equazione e possano essere potenzialmente
rilevanti in altre situazioni come, ad esempio, sistemi misti di equazioni.

Vorremmo infine mostrare come un adattamento del metodo delle risonanze
spazio-temporali possa essere applicato allo studio del comportamento asintotico
delle soluzioni di equazioni di tipo Schrödinger [2].
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Sunto

Il modello matematico più completo dell’elettrofisiologia cardiaca è il model-
lo Bidominio [1], un sistema degenere di due equazioni paraboliche di reazione-
diffusione con termine di reazione non lineare, che modellano i potenziali elettrici
intra- ad extra-cellulari del tessuto cardiaco (macroscala). Tale formulazione è
detta parabolica-parabolica. Una formulazione alternativa del modello Bidominio,
detta parabolica-ellittica, consiste nell’accoppiamento di un’equazione parabolica
non lineare con una ellittica lineare. In entrambi i casi le equazioni alle derivate
parziali sono accoppiate tramite il termine di reazione con un sistema stiff di equa-
zioni differenziali ordinarie, detto modello di membrana, che descrive il flusso di
ioni attraverso la membrana cellulare (microscala).

L’approssimazione numerica del sistema Bidominio è molto costosa dal pun-
to di vista computazionale, a causa dell’interazione tra scale spaziali e temporali
molto diverse fra loro e della natura degenere delle equazioni alle derivate parzia-
li coinvolte. Nella maggior parte degli studi numerici sul sistema Bidominio sono
stati sviluppati metodi agli elementi finiti per la discretizzazione in spazio e metodi
semi-impliciti per la discretizzazione in tempo, che richiedono ad ogni passo tem-
porale la soluzione di un sistema lineare di grosse dimensioni e mal condizionato.
Sebbene le due formulazioni del modello Bidominio siano equivalenti dal punto di
vista analitico, non lo sono da quello numerico.

Per entrambe le formulazioni del modello Bidominio sono stati studiati due tipi
di precondizionatori paralleli simmetrici, uno diagonale a blocchi e l’altro risultante
dal prodotto di due matrici triangolari a blocchi, basati su metodi di tipo Schwarz
multilivello su ciascun blocco. Test numerici tridimensionali su cluster linux hanno
mostrato che i precondizionatori a blocchi non sono scalabili per la formulazione
parabolica-parabolica, mentre sono sia scalabili che efficienti per quella parabolica-
ellittica. Il solver parallelo svilluppato è stato infine applicato alla simulazione dei
meccanismi dell’attivazione cardiaca connessi al fenomeno dell’elettrodo virtuale
[2].
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In questa comunicazione presenterò alcuni risultati riguardo l’approssimazione
WED (Weighted energy dissipation) di equazioni di tipo flusso gradiente in spazi
metrici. L’approssimazione WED fornisce le soluzioni di un problema evolutivo co-
me limiti di minimizzatori di un opportuno funzionale (il funzionale WED) definito
sulle traiettorie. L’approccio WED è stato originariamente utilizzato da Mielke &
Ortiz per lo studio di problemi rate independent e, più recentemente, da Mielke &
Stefanelli per lo studio di equazioni di tipo flusso gradiente in spazi di Hilbert.

Il risultato principale riguarda la convergenza dei minimizzarori del funzionale
WED, in opportune ipotesi di convessità, alla soluzione nel senso delle curve di
massima pendenza di De Giorgi del gradient flow metrico.

Intervento: Antonio Segatti,
A Variational Approach to Gradient Flows in Metric Spaces,

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 765–780
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Sunto

L’utilizzo di metodi variazionali per lo studio di sistemi hamiltoniani conves-
si e superlineari – cosiddetti “di tipo Tonelli” – ha evidenziato l’esistenza di una
pletora di insiemi invarianti dalle rimarchevoli proprietà dinamiche e simplettiche.
Questi insiemi – generalmente noti come insiemi di Aubry–Mather – sono contraddi-
stinti dalle medesime proprietà variazionali che caratterizzano i grafici lagrangiani
invarianti, pur non condividendone, in generale, né la regolarità, né la struttura
topologica.

In questa comunicazione, dopo aver brevemente introdotto questi insiemi, de-
scriverò come la proprietà di minima azione che li caratterizza, si traduce in un’in-
trinseca struttura lagrangiana dalle interessanti conseguenze per la dinamica.

In particolare, mi soffermerò sulle implicazioni dinamiche di questa proprietà
puramente simplettica. Discuterò dapprima l’invarianza di questi insiemi per il
flusso di eventuali integrali del moto. Successivamente mostrerò come ogni coppia
di integrali del moto sia obbligata a “commutare” (localmente) su questi insiemi, nel
senso di Poisson. Questo ci permetterà di introdurre una nozione di “integrabilità in
senso debole” e dimostrare una versione non commutativa del teorema di Liouville–
Arnol′d sull’integrabilità di sistemi Hamiltoniani, dalle interessanti conseguenze sia
per la dinamica del sistema (esistenza di una famiglia di grafici lagrangiani invarianti
con proprietà ben distinte), sia per la struttura topologica della varietà sottostante.

Infine, mostrerò come, abbastanza sorprendentemente, questa versione – a
priori più debole – implichi il teorema di Liouville–Arnol′d classico nel caso del
toro.
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Sunto

Le MV-algebre furono introdotte in [2] da C. C. Chang per studiare la logica
infinito-valente di Łukasiewicz, con metodi puramente algebrici. In termini moderni
diremmo che le MV-algebre compongono la semantica algebrica equivalente (si veda
[1]) di tale logica. Una MV-algebra 〈A,⊕,¬, 0〉 è una struttura algebrica in cui
〈A,⊕, 0〉 è un monoide commutativo, ¬ è un’involuzione (cioè ¬¬x = x) e le seguenti
due equazioni valgono per ogni coppia di elementi x, y:

¬0⊕ x = ¬0 ¬(¬x⊕ y)⊕ y = ¬(¬y ⊕ x)⊕ x .
Seppure le MV-algebre possano sembrare delle strutture algebriche alquanto

astratte e generali, esse possiedono una teoria molto affascinante, con profondi
legami con altri campi della matematica al di fuori dell’algebra e della logica. Scopo
di questa comunicazione sarà investigare, con un approccio che privilegerà l’uso
dell’algebra universale e della teoria delle categorie, uno dei legami tra MV-algebre
e geometria. Il punto di partenza fondamentale sarà il seguente risultato generale.

Teorema. Esiste una coppia di funtori aggiunti tra la categoria di tutte le
MV-algebre con i loro omomorfismi e la categoria degli spazi topologici compatti e
di Hausdorff e Z-mappe2 tra di essi.

Si vedrà poi come tale aggiunzione si specializzi, restringendo gli oggetti nel
dominio e co-dominio, in dualità categoriali sempre più concrete dal punto di vista
geometrico. Infatti le MV-algebre semisemplici sono in dualità categoriale, sempre
tramite la medesima coppia di funtori aggiunti, con i sottospazi chiusi di [0, 1]α, per
α cardinale qualsiasi. Infine, restringendo ulteriormente, il risultato è la dualità tra
la categoria delle MV-algebre finitamente presentate e la categoria dei poliedri a
vertici razionali; un risultato, questo, di cui già da vari anni è emersa la centralità, e
che il presente lavoro contribuisce a collocare in maniera organica nella teoria delle
MV-algebre.

Bibliografia

1Questa comunicazione è basata su un lavoro svolto in collaborazione con Vincenzo Marra
(Università di Milano).

2Qui per Z-mappe si intende funzioni continue, (affinemente) lineari a pezzi e a coefficienti
interi.
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Antonio Tortora: L’applicazione che ad ogni
elemento di un gruppo associa la sua potenza

n-esima

Costantino Delizia
Dipartimento di Matematica, Università di Salerno

Antonio Tortora
Dipartimento di Matematica, Università di Salerno

email: antortora@unisa.it

Sunto

Fissato un intero n, sia En (rispettivamente, An) la classe di tutti i gruppi
G per cui l’applicazione φn :x 7→ xn è un endomorfismo (rispettivamente, un au-
tomorfismo) di G. Dualmente, fissato un gruppo G, sia E(G) (rispettivamente,
A(G)) l’insieme formato da tutti gli interi n tali che φn :x 7→ xn è un endomorfismo
(rispettivamente, un automorfismo) di G.

Utilizzando risultati già noti per En ([1], [2]) e per E(G) ([4], [5]), in colla-
borazione con C. Delizia ([3]), abbiamo descritto la struttura dei gruppi in An e
l’insieme A(G).
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Sunto

Le dinamiche di una folla sono determinate principalmente dalle interazioni
tra i pedoni. Ciò dipende dal fatto che questi ultimi, anziché essere passivamente
soggetti alle leggi dell’inerzia, sono in grado di sviluppare attivamente strategie
comportamentali in funzione della presenza di altri individui nell’ambiente. Ad
esempio, essi deviano dai loro percorsi preferenziali quando incontrano altri pedoni.

A causa dell’intrinseca granularità (discretezza) del sistema (il numero N di
pedoni può anche essere elevato, tuttavia l’approssimazione N → ∞ non è soli-
tamente coerente), le interazioni si descrivono meglio a livello individuale. D’altra
parte, una rappresentazione d’insieme della folla è spesso preferibile rispetto ad una
focalizzata sui singoli soggetti, al fine di cogliere il comportamento medio di gruppo
che emerge spontaneamente dalle interazioni (auto-organizzazione). L’approccio
stocastico basato sulla teoria della misura, che sarà discusso in questa comunicazio-
ne, offre strumenti concettuali utili allo scopo. Esso consente infatti una descrizione
euleriana della folla, in cui i pedoni sono assimilati alla distribuzione di probabilità
delle loro posizioni nello spazio. Allo stesso tempo, fa discendere la modellizzazio-
ne delle interazioni da ragionamenti lagrangiani (stocastici) sui singoli individui.
Infine, permette di trattare modelli discreti e continui in modo unitario, nonché
di dedurre modelli a scale intermedie con implicazioni interessanti sulle dinamiche
risultanti.
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Sunto

In ambito euclideo lo spazio di Hardy è un utile strumento per dimostrare risul-
tati di limitatezza per operatori integrali singolari e operatori integrali di Fourier.
Un attivo filone di ricerca si occupa dello studio di spazi di Hardy in spazi metrici
di misura più generali di quello euclideo.

In questo seminario, consideriamo il gruppo di Lie G = Rd n R+ munito della
metrica iperbolica e della misura di Haar destra. Si tratta di uno spazio a crescita
esponenziale di volume, in cui la teoria classica degli spazi di Hardy non si applica,
poiché la misura non soddisfa la proprietà di raddoppio. Sul gruppo G consideriamo
il Laplaciano ∆ = −

∑d
i=0X

2
i , dove X0, ..., Xd sono una base di campi vettoriali

invarianti sinistri dell’algebra di Lie di G.
In [2] abbiamo introdotto uno spazio di Hardy atomico H1 adattato al gruppo

G e allo studio di integrali singolari associati a ∆, quali trasformate di Riesz [1] e
moltiplicatori spettrali del Laplaciano.

In questo seminario richiameremo la definizione dello spazio di Hardy H1 e
mostreremo che esso soddisfa proprietà analoghe a quelle dello spazio di Hardy
classico. Mostreremo inoltre che l’operatore massimale associato al nucleo del calore
del Laplaciano è limitato da H1 a L1. Tuttavia, in contrasto con quanto avviene
per lo spazio di Hardy classico, l’operatore massimale del calore non consente di
ottenere una caratterizzazione massimale dello spazio atomico H1.

Bibliografia

[1] P. Sjögren, M. Vallarino: “Boundedness from H1 to L1 of Riesz transforms on
a Lie group of exponential growth”, Ann. Inst. Fourier 58 (2008), 1117–1151.

[2] M. Vallarino: “Spaces H1 and BMO on exponential growth groups”, Collect.
Math. 60 (2009), 277–295.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto GNAMPA 2011 “Analisi armonica su gruppi di Lie e
varietà”
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Sunto

In [3] presentiamo alcuni risultati relativi all’approssimazione di operatori non-
lineari di tipo Kantorovich della forma

(Twf)(s) =
∫
H
Kw

(
s− hw(t), 1

µG(Bw(t))

∫
Bw(t)

f(u)dµG(u)
)
dµH(t) (∗)

w > 0, s ∈ G, dove G e H sono gruppi topologici di Hausdorff localmente compatti,
µG, µH le loro rispettive misure di Haar, hw : H → G, w > 0, è una famiglia di
omeomorfismi di H in hw(H) ⊂ G e Kw : G × R → R è una famiglia di nuclei
soddisfacenti opportune condizioni. Inoltre, per ogni w > 0, Bw = (Bw(t))t∈H è un
opportuno ricoprimento di G e f : G→ R è una funzione misurabile.

La forma generale di tali operatori permette, tramite opportune scelte dei grup-
pi G e H, delle loro rispettive misure di Haar e della famiglia {hw}w>0, di ottenere
come casi particolari alcune famiglie di operatori nonlineari noti in teoria dell’ap-
prossimazione come, ad esempio, gli operatori sampling lineari e nonlineari alla
Kantorovich studiati in [2] e [4], gli operatori di convoluzione alla Kantorovich, gli
operatori di tipo Mellin-Kantorovich, e loro versioni multidimensionali.

I principali risultati ottenuti riguardano la convergenza puntuale, uniforme e
quella modulare negli spazi di Orlicz degli operatori (∗).

I risultati ottenuti si possono applicare a particolari spazi di Orlicz quali,
ad esempio, gli spazi Lp, gli spazi di tipo Zygmund Lα logβ L e gli spazi di tipo
esponenziale.
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Luigi Vezzoni: L’equazione di Calabi-Yau in
Nilvarietà
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email: luigi.vezzoni@unito.it

Sunto

In questa comunicazione verranno presentati alcuni risultati ottenuti in [2].
L’equazione di Calabi-Yau nelle varietà Kähleriane è l’equazione su cui essen-

zialmente si basa la congettura di Calabi. A seguito dell’importante lavoro di Yau
in [4] è noto che tale equazione ha sempre un unica soluzione. In [1] Donaldson
estende l’equazione di Calabi-Yau al caso simplettico e congettura l’esistenza delle
soluzioni nel caso 4-dimensionale. In [3] Tosatti e Weinkove dimostrano la con-
gettura di Donaldson nel caso esplicito della varietà di Kodaira-Thurston per dati
iniziali invarianti rispetto all’azione di un toro. In [2] viene esteso questo risultato
ad ogni nilvarietà compatta. Precisamente viene dimostrato il seguente

Teorema (Fino, Li, Salamon,–). Sia M = Γ\X una nilvarietà con X = Nil3×
R o Nil4. Si assuma che M ammetta una struttura quasi Kähleriana invariante
(g, J,Ω) ed una fibrazione in tori in cui le fibre siano lagrangiane. Allora per ogni
forma di volume σ = eFΩ2 con F invariante per l’azione di T 2, esiste un’unica
ω̃ ∈ [Ω] tale che

ω̃2 = σ .
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Una delle difficoltà maggiori da superare nell’insegnamento della matematica è
portare gli studenti ad una comprensione di che cosa sia una struttura matematica.
Per sviluppare una tale comprensione può essere utile mettere gli studenti nelle
condizioni di esercitare, in maniera sempre più consapevole, "mathematical habits
of mind" (modi di pensare matematici). Negli ultimi quarant’anni la ricerca in
questa direzione ha messo in luce il contributo di particolari ambienti informatici,
micromondi, il cui design mette a disposizione degli studenti "an easy-to-understand
set of operations that students can use to engage tasks of value to them, and in
doing so, they come to understanding powerful underlying principles." [1].

Ma qual è il rapporto tra il design di un micromondo e la concezione di attività
al suo interno e l’obiettivo didattico di chi lo ha progettato? Infine cosa fanno
davvero gli allievi nelle attività in classe? Presenteremo degli esempi di lavoro
di studenti in due diversi micromondi, Cabri ed eXpresser, rispettivamente per la
geometria e per l’algebra, raccolti e analizzati durante studi recenti ([2], [3], [4]).
Emergerà il problema della possibile distanza tra lo sviluppo "modi di pensare
situati", che ha origine nei micromondi, e lo sviluppo di "mathematical habits of
mind", presupposto nel design dei micromondi. Dunque sottolineeremo l’esigenza di
integrare ed ampliare il quadro di riferimento iniziale, di ispirazione costruttivista,
per tener conto del ruolo dell’insegnante, non solo come organizzatore dell’ambiente
di apprendimento per l’allievo, ma anche come co-attore nel processo collettivo di
insegnamento-apprendimento.

Bibliografia
[1] diSessa A. A. (2000): Changing minds: Computers, learning, and literacy.

Cambridge, MA: MIT Press.
[2] Baccaglini-Frank A. (2010): Conjecturing in Dynamic Geometry: A Model for

Conjecture-Generation through Maintaining Dragging. Doctoral dissertation.
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[3] Baccaglini-Frank A., Mariotti M.A. (2010): Generating Conjectures th-
rough Dragging in Dynamic Geometry: the Maintaining Dragging Model.
International Journal of Computers for Mathematical Learning, 15 (3), 225-253.

1Lavoro svolto nell’ambito della tesi di dottorato presso l’Università degli Studi di Siena e la
University of New Hampshire (USA), e nell’ambito del MiGen Project (www.migen.org).
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La dimostrazione è uno dei punti caratteristici dell’attività matematica, tanto
a livello di ricerca quanto sul piano didattico. Spesso si sentono lamentele da parte
di docenti, sia delle Superiori sia universitari, sulla scarsa familiarità che molti
studenti sembrano avere con l’idea stessa di dimostrazione.

Tuttavia, non è facile precisare che cosa noi docenti vorremmo che gli studenti
sapessero riguardo alla dimostrazione in generale; del resto, non è nemmeno facile
spiegare che cos’è una dimostrazione. Anzi, in certi casi, ci possono essere problemi
e differenze di opinioni nel riconoscere le dimostrazioni corrette.

Verranno proposti e discussi esempi di dimostrazioni nelle matematiche elemen-
tari con strutture diverse: dimostrazioni “senza parole”, dimostrazioni “a ritroso”,
dimostrazioni “concrete”, . . .

Intervento: Claudio Bernardi,
La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie ed esempi



 
La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie ed esempi 
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La dimostrazione è uno dei punti caratteristici dell’attività matematica, tanto a livello di 
ricerca quanto sul piano didattico. Spesso si sentono lamentele da parte di docenti, sia delle 
Superiori sia universitari, sulla scarsa familiarità che molti studenti sembrano avere con l’idea 
stessa di dimostrazione. Tuttavia, non è facile precisare che cosa noi docenti vorremmo che 
gli studenti sapessero riguardo alla dimostrazione in generale; del resto, non è nemmeno facile 
spiegare che cos’è una dimostrazione. 
La domanda di partenza di questo intervento è proprio: quando una dimostrazione è rigorosa? 
In proposito sono stati scritti dialoghi divertenti ([DH], [D], [H]), in cui studenti chiedono 
inutilmente a matematici esperti risposte chiare alla domanda precedente. 
 
Piuttosto che discutere il problema in generale, ritengo più interessante trovare esempi in cui 
ci possono essere differenze di opinioni nel riconoscere la correttezza di una dimostrazione. In 
quest'ottica, vedremo esempi di dimostrazioni in matematica elementare con strutture diverse: 
dimostrazioni "senza parole", dimostrazioni con "metafora", dimostrazioni "concrete", 
dimostrazioni "a ritroso". 
Anche se questo intervento non vuole essere una  proposta didattica, disporre di strategie e di 
metodi diversi di dimostrazione risulta utile, a mio parere, in vari momenti della pratica 
dell'insegnamento, sia per facilitare la comprensione degli studenti (un docente che sa 
spiegare in un solo modo non è un buon docente), sia per capire un errore o il procedimento di 
chi ha iniziato una risoluzione ma non è arrivato in fondo. 
 
dimostrazioni senza parole 
 
Una figura o uno schema aiutano molto spesso nel corso di un ragionamento, ma in alcuni 
casi una figura opportuna è addirittura sufficiente per arrivare alla conclusione. Nei due libri 
di Nelsen [N1, N2] sono riportati molti esempi, alcuni dei quali complessi ed eleganti; qui ci 
limitiamo a poche semplici figure, che tuttavia offrono lo spunto per discutere alcuni aspetti di 
questa tipologia. 
 
È facile verificare che 

1+2+1 = 4 = 22 ,  1+2+3+2+1 = 32 , 1+2+3+4+3+2+1 = 42 .
Per dimostrare in generale l'uguaglianza 

1 + 2 +…+ (n–1) + n + (n–1) +…+ 1 = n2 
si può procedere per induzione. 
Oppure, si può dividere un quadrato in n2 quadratini. 
Pensiamo il quadrato composto da "colonne" parallele 
ad una diagonale come nella figura a fianco: le colonne 
contengono rispettivamente 1, 2, …, n, …, 2, 1 
quadratini. Otteniamo direttamente l'uguaglianza. 

 
 

Questa figura è accettabile come dimostrazione? 
Ci possono essere diverse opinioni, ma la mia risposta è sì. È chiaro che si fa riferimento solo 
a un caso particolare, ma l'uguaglianza si stabilisce non contando i quadretti, ma controllando 
una struttura generale. 
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La seconda figura illustra il fatto che la somma dei primi n 
numeri dispari è n2, cioè  1 + 3 + 5 + ... + (2n–1) = n2. 
 
Proprio osservando queste figure e i vari modi in cui si può 
scomporre un quadrato, si può affermare che ci sono poche 
altre somme ragionevolmente semplici con risultato n2 (figure 
meno naturali corrispondono ad espressioni aritmetiche o 
algebriche più artificiose). 

Per situazioni analoghe nello spazio (e in dimensioni superiori), rimando a [Ba]: il discorso 
diventa più complesso, ma molto interessante. 

Vediamo un altro esempio. Per dimostrare l'uguaglianza 
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basta osservare le due parti in cui è scomposto l'angolo in 
B del triangolo rettangolo isoscele ABC. 

A

B

C  
La stessa uguaglianza di dimostra applicando la formula che fornisce la tangente di una 
somma: quest'ultimo calcolo (più formale) è forse più facile da ripetere, mentre la 
dimostrazione visiva è più convincente e più facile da ricordare; inoltre si generalizza in modo 
spontaneo. 
 
dimostrazioni per metafora 
 
Sono convinto che una metafora azzeccata sia didatticamente più efficace della pretesa 
concretezza di certi problemi. 
 
Consideriamo il classico teorema sulla somma degli angoli di un triangolo; nella 
dimostrazione usuale si applica l'assioma delle parallele (e così si collega l'argomento alle 
rette parallele - in effetti, nelle geometrie non euclidee il teorema non vale). 
Procediamo in un modo diverso. Ricorrendo alla metafora del volante, dimostriamo che la 
somma degli angoli esterni di un poligono convesso P è uguale a un angolo giro. 
Immaginiamo di percorrere il contorno di P: in ogni 
vertice di P dobbiamo "girare il volante", ruotando di un 
angolo (orientato) uguale all'angolo esterno in quel vertice. 
Quando torniamo al punto di partenza, abbiamo fatto un 
giro completo: la somma degli angoli esterni è un angolo 
giro (2 angoli piatti). Di conseguenza, visto che la somma 
di tutti gli angoli interni ed esterni è n piatti, la somma 
degli angoli interni è uguale a n−2 angoli piatti. 
 
La dimostrazione non è formale, ma è convincente per la sua immediatezza visiva. Il 
ragionamento si applica anche a poligoni concavi (il tal caso qualche angolo esterno va 
considerato negativo) e a poligoni "intrecciati". 
 
Per esempio, per calcolare la somma degli angoli nelle 5 
punte della stella a fianco, basta osservare che, 
percorrendo il contorno della stella, si fanno 2 giri che 
corrispondono alla somma degli angoli esterni. Si 
conclude facilmente che la somma richiesta è un angolo 
piatto. 
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Fino a che punto le dimostrazioni viste sono accettabili come dimostrazioni? 
Un mio criterio è il seguente: una dimostrazione è "accettabile" quando la si può formalizzare, 
anche se formalizzandola si perde l'immediatezza percettiva, o la suggestione di una metafora. 
 
dimostrazioni concrete 
 
In questo caso, proporrò una dimostrazione sbagliata, proprio per sottolineare la necessità di 
una cautela particolare quando si ha a che fare con dimostrazioni non standard. 
 
Fin dalle Scuole Medie si dimostra che ci sono solo 5 
poliedri regolari, a meno di similitudine; tuttavia, con la 
dimostrazione usuale (richiesta anche in un quesito 
all'esame di Stato dello Scientifico pochi anni fa) si 
conclude solo che esistono al più 5 poliedri. Per costruire 
effettivamente i 5 poliedri, un metodo semplice consiste 
nel considerare gli sviluppi e controllare l'uguaglianza 
delle coppie dei lati che devono essere "incollati" fra loro. 
 
Consideriamo ora il problema seguente: sono dati 4 triangoli uguali; è possibile costruire un 
tetraedro che abbia per facce i triangoli dati? 
Il problema non è affatto facile. Anche limitandosi a triangoli isosceli, sembra che la risposta 
sia negativa (tranne che nel caso particolare dei triangoli equilateri). 
 
La figura chiave per arrivare alla risposta si ottiene 
unendo i punti medi dei lati di un triangolo: è ben 
noto che il triangolo è così scomposto in 4 triangoli 
uguali. Tutto allora diventa semplice: la figura, 
pensata come sviluppo di un tetraedro, "si chiude" 
sempre, perché le coppie di lati da incollare sono 
ovviamente uguali. 
Si conclude che la risposta alla domanda iniziale è sempre positiva: comunque siano dati 4 
triangoli uguali, è possibile costruire un tetraedro con quei triangoli. 
 
Il guaio è che ... non è vero; o, meglio, che la costruzione è possibile se e solo se i 4 triangoli 
sono acutangoli. La precedente "dimostrazione" è sbagliata: si tratta dello sviluppo di un 
tetraedro solo se sono rispettate certe condizioni sugli angoloidi. Ma è molto più convincente 
un semplice modellino di carta, che non si chiude in presenza di un angolo ottuso. 
 
dimostrazioni a ritroso 
 
In quest'ultima tipologia di dimostrazione si parte ... dalla fine. È uno stile ad alto rischio, nel 
senso che è facile commettere errori logici. 
 
Vediamo, come primo esempio, come si dimostra a ritroso 
che ogni triangolo è inscrivibile in un cerchio. 
Invece che partire da un triangolo ... si parte da un cerchio e 
si costruiscono tre angoli al centro di ampiezze 2α, 2β, 2γ 
(con α + β + γ = angolo piatto). Congiungendo gli estremi dei 
raggi si trova un triangolo con gli angoli di ampiezza α, β, γ. 

2!

2"

2#

 
Abbiamo così inscritto in un cerchio un triangolo di angoli α, β, γ. Per similitudine, il 
ragionamento si applica a tutti i triangoli. 
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La dimostrazione è molto semplice. Forse lascia un po' insoddisfatti perché non ci dice come 
costruire il centro del cerchio (che invece si trova con la dimostrazione usuale), ma fornisce 
direttamente altre informazioni: per esempio, il circocentro è esterno al triangolo se e solo se 
il triangolo è ottusangolo. Passiamo ad un altro dei punti "notevoli" dei triangoli. 
 
Vogliamo dimostrare che in ogni triangolo le tre rette che contengono le altezze si incontrano 
in un punto (ortocentro). 
 

A

B C

p
n

m

 
 

Partiamo da tre rette m, n, p che 
passano per uno stesso punto e 
pensiamo che si tratti appunto delle 
rette su cui giacciono le altezze di un 
triangolo ABC. 
Si tratta ora di ricostruire i lati del 
triangolo: fissato a piacere il vertice 
A ad esempio sulla retta p, tracciamo 
la perpendicolare da A ad m fino ad 
incontrare la retta n in un punto B; 
quindi tracciamo la perpendicolare da 
B a p fino ad incontrare la retta m in 
un punto C e, infine, la perpen-
dicolare da C ad n. 

Per concludere la dimostrazione occorre dimostrare due cose: 
- l'ultima perpendicolare tracciata incontra p nel punto A, ossia il triangolo "si chiude"; 
- per questa via si ottengono tutti i triangoli (la cosa non è affatto scontata, perché 
abbiamo supposto fin dall'inizio che le rette delle altezze concorrano in un punto). 
Il primo fatto si dimostra a partire dall'osservazione che i sei triangoli rettangoli che si 
vengono a formare sono simili a due a due (per i dettagli rimando a [Be2]). Per quanto 
riguarda il secondo punto, detti α, β, γ gli angoli di un qualsiasi triangolo T, disegniamo le tre 
rette m, n, p in modo che formino angoli uguali ad α, β, γ (la somma è un angolo piatto!); con 
la costruzione vista troviamo un triangolo ABC che ha gli angoli uguali a quelli di T e, quindi, 
è simile a T. Ora, le tre altezze di ABC passano per uno stesso punto (le abbiamo costruite 
così!); ma T è simile ad ABC e, di conseguenza, la stessa conclusione vale per T. 
 
Spesso un teorema dice che: se si parte da un certo oggetto F (figura, numero, ecc.) che gode 
di certe proprietà e si eseguono certe costruzioni (operazioni, ecc.), si trova un oggetto G per 
cui valgono altre proprietà. L'idea generale di una dimostrazione a ritroso è che, invece di 
partire da F, si parte da un oggetto G che ha già le proprietà volute e si ricostruisce F; 
naturalmente (e questo è un punto caratteristico) si deve dimostrare che si ritrovano tutti i 
possibili F. 
Per inciso, osservo che, da un punto di vista strettamente didattico, una dimostrazione passo 
per passo e priva di idee originali, talvolta è noiosa, ma spesso è più efficace di una 
dimostrazione con un'idea brillante. 
 
Vediamo un altro esempio di carattere aritmetico. Dimostriamo che il prodotto di 4 interi 
consecutivi, aumentato di 1, è un quadrato. In altre parole, si tratta di mostrare che 
l'espressione  n(n+1)(n+2)(n+3) + 1  è un quadrato. 
La cosa non è difficile, ma non è nemmeno immediata, anche perché qualche esempio non 
aiuta a capire il legame fra i 4 numeri consecutivi e la base del quadrato. 
Procediamo a ritroso. Prima di iniziare, vorrei sottolineare che l'enunciato è del tipo «per ogni 
n esiste un a tale che ... ». Il procedimento usuale consiste nel trovare a partendo da n; ma è 
più facile ricostruire n partendo da a (dimostrazione a ritroso), anche se non è vero che per 
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ogni a esiste un n nelle condizioni descritte. Il procedimento a ritroso non corrisponde a 
dimostrare il teorema inverso: del resto, in questo caso, il teorema inverso non vale, perché 
non è vero che ogni quadrato è delle forma considerata. 
Partiamo dunque dalla fine, cioè da un quadrato a2 e togliamo 1: abbiamo a2 − 1, che è facile 
scomporre  nel prodotto (a−1) (a+1). 
Supponiamo ora che a+1 sia il prodotto di due numeri consecutivi:  (n+1)(n+2) = n2 + 3n +2; 
ma se  a + 1 = n2 + 3n +2,  allora  a − 1 = n2 + 3n = n(n+3). 
In definitiva, possiamo scrivere: 

a2 − 1 = (a−1) (a+1) = n(n+3)(n+1)(n+2). 
L'ultima uguaglianza vale ovviamente per ogni n, il che conclude la dimostrazione. 
 
La dimostrazione a ritroso fornisce suggerimenti per trovare altri enunciati analoghi: per 
esempio, una semplice generalizzazione è «il prodotto di 4 numeri in progressione aritmetica, 
di differenza h, sommato ad h4 è un quadrato». 
 
Vari altri teoremi si possono dimostrare a ritroso: alludo sia a teoremi semplici (come il fatto 
che ogni triangolo sia circoscrivibile), sia a teoremi più complessi (come il teorema di 
Morley). Spesso si dimostra a ritroso la formula di Eulero per i poliedri: si parte da un punto 
(per il quale vale la relazione v − s + f = 1) e poi si costruisce il poliedro; ma, al solito, è 
necessaria molta attenzione (ho visto spesso "dimostrazioni" in cui non si considerano tutti i 
casi). 
Fra i teoremi che si possono dimostrare a ritroso cito, infine, il teorema di Napoleone: dato un 
qualunque triangolo ABC, i centri dei triangoli equilateri costruiti esternamente sui lati di 
ABC, sono i vertici di un triangolo equilatero. 
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Sunto

Che cosa distingue le attività (degli studenti, ma anche degli esperti) in ambito
geometrico da quelle in ambito algebrico, o in ambito probabilistico? Che cosa
distingue le attività in ambito matematico da quelle (ad esempio) in astrofisica, o
in genetica? E cosa distingue le attività in ambito scientifico da quelle (ad esempio)
in ambito filosofico? Rispondere a queste domande risulta di un certo interesse per
la progettazione e l’analisi didattica per quanto riguarda:

• l’analisi a priori delle competenze che devono essere sviluppate affinché
uno studente possa divenire davvero “competente” in un certo ambito della
matematica (o di altre discipline);

• l’analisi delle attività degli studenti (confrontando i loro comportamenti
reali con i comportamenti “ideali” ipotizzati per un dato compito);

• l’analisi epistemologica e cognitiva delle sinergie possibili e delle diffe-
renziazioni necessarie tra ambiti di una stessa disciplina, o tra discipline
diverse, ai fini di una formazione sufficientemente equilibrata e completa
del cittadino.

Il mio intervento riguarda un adattamento del costrutto teorico di Habermas
del “comportamento razionale” per fornire alcune risposte alle domande poste al-
l’inizio, nella prospettiva didattica ora indicata. Habermas definisce “razionale” un
comportamento discorsivo se soddisfa tre tipi di requisiti:

• requisiti “epistemici”, riguardanti l’accertamento della verità delle affer-
mazioni con metodi condivisi in un dato contesto socio-culturale;

• requisiti “teleologici”, riguardanti la scelta consapevole degli strumenti per
raggiungere lo scopo dell’attività;

• requisiti “comunicativi”, riguardanti la scelta consapevole dei mezzi per
comunicare con gli altri in un dato contesto socio-culturale.

Riferendomi a lavori già pubblicati da Boero, Douek, Morselli dopo il 2006 e a
ricerche in corso, mostrerò come il costrutto di Habermas può essere adattato per
l’analisi e il confronto di comportamenti discorsivi (reali o “ideali”) di risolutori di
problemi in varie discipline e culture, in quanto consente:
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• analisi su scala diversa (dal settore, ad esempio l’algebra, di una disciplina
alla disciplina, ad esempio la matematica o la fisica, fino all’analisi e al
confronto tra “culture” diverse);

• possibilità di tener conto, nell’analisi di una attività di problem solving,
sia della soluzione ottenuta che dei processi che portano ad essa.
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scuola secondaria di primo grado: teoria e pratica

Francesca Morselli
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Genova

email: fraemme@libero.it

Sunto

Il ruolo cruciale dell’argomentazione e l’approccio alla dimostrazione in mate-
matica sono un tema di ricerca quanto mai attuale in didattica della matematica.
L’importanza dell’argomentazione come competenza centrale nelle attività mate-
matiche e, più in generale, come obiettivo importante della formazione intellettuale
del cittadino è anche riconosciuta nelle recenti “indicazioni per il curricolo”.

Il modello di razionalità proposto da Habermas, opportunamente adattato,
fornisce un quadro comprensivo per meglio comprendere la complessità dei processi
di insegnamento-apprendimento dell’argomentazione e dimostrazione.

Nel presente contributo, l’adattamento del modello di Habermas è descritto e
situato in rapporto ad altri costrutti presenti in didattica della matematica.

Successivamente, in un’ottica di rapporto dialettico tra teoria e pratica, si il-
lustra l’utilizzo del modello per la messa a punto, gestione e analisi a posteriori di
esperienze in classe, e come l’analisi di tali esperienze ha portato ad un progressivo
affinamento del modello e alla produzione di nuove domande di ricerca.

Nello specifico, si farà riferimento ad un percorso volto a favorire l’attività
argomentativa nella scuola secondaria di primo grado, nell’ambito della Teoria Ele-
mentare dei Numeri. Tale percorso si inserisce nel progetto “Linguaggio e argomen-
tazione nello studio della matematica dalla scuola primaria all’Università”, avviato
nel 2008 e tuttora in corso nel quadro del Piano Lauree Scientifiche. Il proget-
to, sviluppato in collaborazione tra ricercatori universitari ed insegnanti, ha come
scopo quello di mettere a punto e proporre in classe percorsi ed attività ad ampio
respiro, in campi di esperienza significativi, attorno al "nodo" dell’argomentazio-
ne in campo matematico. Tali percorsi ed attività sono finalizzati allo sviluppo
di competenze che intervengono nella dimostrazione matematica. I percorsi sono
caratterizzati da attività ad alta componente argomentativa (confronto di ipotesi,
confronto di strategie, confronto di testi, produzione di argomentazioni a supporto
di un’ipotesi). Le attività vedono l’alternarsi di lavoro individuale, lavoro in piccoli
gruppi e discussioni collettive. Il progetto è rivolto agli insegnanti, in quanto mira
alla diffusione di buone pratiche, e agli studenti, che attraverso i percorsi propo-
sti dovrebbero sviluppare un atteggiamento argomentativo e arrivare a cogliere le
prerogative dell’argomentazione in campo matematico.
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dimensioni intermedie
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Slava Matveyev
Mathematisches Institut, Universität Leipzig

Sunto. Si consideri lo spazio R2n, munito delle coordinate (q1, p1, . . . , qn, pn)
e della forma simplettica standard Ω =

∑n
j=1 dpj ∧ dqj . Un diffeomorfismo tra

aperti di R2n si dice simplettico se conserva la 2-forma Ω. Nel 1985 M. Gromov
ha dimostrato il seguente risultato, noto come teorema non-squeezing, [1]: nessun
diffeomorfismo simplettico può mandare la palla di raggio r nel cilindro

{(q1, p1, . . . , qn, pn) ∈ R2n | q2
1 + p2

1 < s2}
se s < r. Equivalentemente, il teorema non-squeezing può essere riformulato nel mo-
do seguente: se P1 è il projettore canonico sul piano corrispondente alle coordinate
q1, p1 e φ è un diffeomorfismo simplettico, allora

area
(
P1φ(Br)

)
≥ πr2,

per ogni palla Br di raggio r contenuta nel dominio di φ. Così riformulato, il
teorema non-squeezing induce a porsi la seguente domanda: se Pk è il proiettore
canonico sul 2k-sottospazio corrispondente alle coordinate q1, p1, . . . , qk, pk e φ è un
diffeomorfismo simplettico, è vero che

(4) vol2k
(
Pkφ(Br)

)
≥ ω2kr

2k,

dove ω2k indica il volume della palla unitaria di dimensione 2k? La (1) è vera per
k = 1, grazie al teorema di Gromov, e per k = n, dove vale l’uguaglianza per il
teorema di Liouville. In un recente lavoro, [2], abbiamo studiato la domanda (1)
nelle dimensioni intermedie, ossia per 1 < k < n. Abbiamo dimostrato che la ri-
sposta è affermativa se il diffeomorpfismo simplettico φ è lineare e abbiamo esibito
un controesempio non lineare. A metà strada tra il lineare ed il non lineare, è inte-
ressante chiedersi cosa accada localmente, per esempio, fissato φ, per r piccolo. Su
questa domanda abbiamo risultati parziali, che legano il fenomeno di non-squeezing
all’integrabilità di opportune distribuzioni 2k-dimensionali.
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Sunto. I risultati presentati si inseriscono nell’ambito dello studio di soluzioni
periodiche per equazioni differenziali e pseudo-differenziali alle derivate parziali che
hanno una struttura di sistema dinamico hamiltoniano di dimensione infinita. In
particolare, si considerano equazioni del tipo

ωut +Huxx + ∂x(f(x, u)) = 0,

con condizioni periodiche per tempo e spazio (t, x) ∈ T2, dove ω è un parametro
reale (frequenza), f è una funzione di classe Ck non-lineare nell’incognita u(t, x), e
H è la trasformata di Hilbert su T := R/2πZ, cioè l’operatore pseudo-differenziale
rappresentato dal moltiplicatore di Fourier

H : eijx 7→ −i sign(j) eijx , j ∈ Z .
Per f = u2 si ha l’equazione di Benjamin-Ono, equazione hamiltoniana completa-
mente integrabile che descrive il problema di fluidodinamica del moto del profilo
che separa due fluidi di diversa densità in un oceano bidimensionale con profondità
infinita.

Nelle equazioni considerate sono presenti due difficoltà tipiche dei sistemi ha-
miltoniani completamente risonanti: (i) un problema di biforcazione con nucleo di
dimensione infinita, e (ii) un problema di piccoli divisori.

Viene provata l’esistenza di soluzioni periodiche di piccola ampiezza per fre-
quenze ω in un insieme di misura di Lebesgue positiva.

Buona parte dell’interesse di questo lavoro risiede nel metodo della dimostra-
zione, che è una combinazione di vari ingredienti, in parte classici e in parte meno
usuali, presentati da Iooss, Plotnikov e Toland in [1] per le equazioni di Eulero del-
l’idrodinamica. Gli ingradienti principali sono l’iterazione di Nash-Moser in spazi
di Sobolev, il “descent method” di [1] (inversione dell’operatore linearizzato trami-
te coniugazione con un nuovo operatore che è somma di una parte diagonale più
un resto regolarizzante), la decomposizione di Liapunov-Schmidt (fatta all’interno
dello schema Nash-Moser ad ogni passo dell’iterazione, secondo lo schema in [1]).
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1Lavoro svolto nell’ambito di ERC FP7, New connections between dynamical systems and
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Sunto. Lo scopo della presente comunicazione è quello di esporre alcuni recenti
risultati, ottenuti in [1], sull’esistenza e molteplicità di soluzioni per un sistema
ellittico non lineare di tipo Lane-Emden

−∆u = sgn(v)|v|p−1 in RN ,
−∆v = −ρ(x)sgn(u)|u|

1
p−1 + f(x, u) in RN ,

u, v → 0 per |x| → +∞,

dove N ≥ 3, 1 < p ≤ 2, ρ : RN → R è una funzione misurabile secondo Lebesgue,
positiva e soddisfacente una ulteriore ipotesi asintotica ed f : RN ×R→ R verifica
opportune ipotesi di crescita nell’origine ed all’infinito. La ricerca delle soluzioni
deboli per il suddetto sistema è ricondotto allo studio dei punti critici del funzionale
dell’energia associato al problema ellittico quasilineare del quarto ordine equivalente{

−∆(−∆u)
1
p−1 + ρ(x)u

1
p−1 = f(x, u) in RN ,

u,∆u→ 0 per |x| → +∞.
Per superare la mancanza di compattezza del problema, a partire da un risultato
ottenuto da V. Benci e D. Fortunato in [2], si provano alcune immersioni compatte
di opportuni spazi di Sobolev pesati. Una diretta applicazione del Teorema del
Passo Montano permette quindi di stabilire l’esistenza di una soluzione del sistema.
Sotto ulteriori ipotesi di simmetria su f , è possibile poi provare un risultato di
molteplicità mediante la versione simmetrica del Teorema del Passo Montano. Tale
lavoro estende i risultati di esistenza e molteplicità ottenuti da A.M. Candela e A.
Salvatore in [3] quando ρ(x) = 1 e f(x, u) = f(u) utilizzando la simmetria radiale
del problema.
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Sunto. Molte equazioni alle derivate parziali (EDP) della fisica sono sistemi
Hamiltoniani infinito dimensionali. Tra gli esempi principali ricordiamo le equazioni
nonlineari di Schrödinger (NLS), delle onde, le equazioni di Eulero dell’idrodinamica
e i loro modelli approssimati quali KdV, Benjamin-Ono, etc...

Negli ultimi anni sono stati ottenuti importanti risultati nello studio di que-
ste EDP di evoluzione adottando la filosofia dei “sistemi dinamici”, focalizzando
l’attenzione, in particolare, sulla ricerca di tori invarianti che supportano soluzioni
periodiche e quasi-perodiche, in uno spazio delle fasi infinito dimensionale.

La difficoltà principale per provarne l’esistenza è la presenza di “piccoli divisori”
nello sviluppo in serie perturbativo, dovuti a complessi fenomeni di risonanza tra
le frequenze normali del sistema. Le strategie principali che sono state sviluppate
per questi tipi di problemi sono:

(1) la teoria KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) inizialmente estesa alla EDP
all’inizio degli anni ’90 da Kuksin, Wayne, Pöschel, ...

(2) teoremi di funzione implicita alla Nash-Moser introdotti per EDP (nel
contesto di riduzioni di Lyapunov-Schmidt) da Craig-Wayne e Bourgain.

Scopo di questa comunicazione è di presentare nuovi risultati e tecniche in
questo campo di ricerca in rapida espansione.
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Sunto. Si considera l’equazione delle onde

utt − uxx +mu+ f(u, ux) = 0 , t, x ∈ R
con condizioni periodiche u(t, x) = u(t, x+ 2π), m > 0 ed f analitica, f(0, 0) = 0.

Tramite un’analisi KAM, si trovano soluzioni quasi-periodiche, corrispondenti a
tori ellittici finito dimensionali nello spazio delle fasi infinito dimensionale del siste-
ma dinamico (reversibile) associato. Si fornisce anche una forma normale attorno
a tali tori, garantendo stabilità lineare.

1Lavoro svolto nell’ambito di European Research Council under FP7 “New Connections
between dynamical systems and Hamiltonian PDEs with small divisors phenomena".
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Sunto. Consideriamo il seguente problema singolarmente perturbato:{
−ε2∆u+ u = up in Ω,
∂u
∂ν = 0 su ∂Ω,

(5)

dove Ω è un dominio limitato di R3 la cui frontiera ∂Ω ha un numero finito di
spigoli, e 1 < p < 5. Il caso Ω dominio con frontiera regolare è stato ampiamente
studiato in numerosi lavori, tra i quali si possono citare [1, 2, 3, 4, 5]; uno dei
risultati ottenuti è il seguente: le soluzioni di passo montano di (1) si concentrano
sulla frontiera nei punti di massimo della curvatura media di ∂Ω.

L’obiettivo di questo lavoro è quello di ottenere un risultato analogo per domini
non regolari. Fissiamo uno spigolo Γ di ∂Ω e consideriamo la funzione α : Γ → R
che associa ad ogni punto Q ∈ Γ l’angolo di apertura dello spigolo in Q, α (Q).
Usando un metodo perturbativo variazionale che consente di ridurre il problema
allo studio di un funzionale definito su R, dimostriamo che se Q ∈ Γ è un punto
di massimo o di minimo locale stretto per la funzione α, con α (Q) 6= π, allora,
per ε > 0 sufficientemente piccolo, il problema (1) ammette una soluzione che si
concentra in Q.
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Sunto. Si descrive l’effetto delle singolarità sul profilo delle soluzioni di equa-
zioni alle derivate parziali di tipo ellittico e parabolico, considerando sia singolarità
generate da potenziali omogenei sia singolarità dovute ad irregolarità del dominio.
Si presenta un approcio allo studio dell’andamento asintotico delle soluzioni basa-
to sulla formula di monotonia di Almgren combinata con un’analisi di "blow-up"
e separazione di variabili. Tale metodo consente la classificazioni dell’andamento
asintotico locale vicino alle singolarità di soluzioni di problemi ellittici del tipo

−∆u− a(x/|x|)
|x|2

u = h(x)u+ f(x, u)

tramite il limite per r → 0+ della funzione di frequenza alla Almgren

N(r) =
r
∫
Br

(
|∇u(x)|2 − a(θ)

|x|2 |u(x)|2 − h(x)|u(x)|2 − f(x, u(x))u(x)
)
dx∫

∂Br
|u(x)|2dS

.

L’andamento asintotico di soluzioni di problemi parabolici singolari del tipo

ut + ∆u+
a(x/|x|)
|x|2

u+ f(x, t, u(x, t)) = 0,

viene descritto in modo analogo con un’opportuna funzione di frequenza parabolica.
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Sunto. Una classe di soluzioni periodiche per il problema degli n-corpi è costi-
tuita dalle coreografie, cioè dalle soluzioni x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) delle equazioni di
Newton ẋ = ∇U(x) in Rdn (dove U è una funzione potenziale, come per esempio il
potenziale gravitazionale Newtoniano, omogenea o asintoticamente omogenea) che
soddisfano l’ulteriore vincolo di simmetria che esista δ > tale che xi(t+δ) = xi+1(t)
per ogni t ∈ R e per ogni i = 1, . . . , n (dove si intende che xn+1 = x1). Una coreo-
grafia è quindi una soluzione periodica di periodo nδ in cui gli n corpi puntiformi
percorrono la stessa traiettoria in tempi diversi. La prima coreografia non banale
è la orbita a otto per tre corpi di masse uguali di Chenciner e Montgomery [1].
Teoremi di esistenza per orbite di questo tipo sono stati dimostrati, in genere con
metodi variazionali, per n corpi con masse uguali.

Utilizzando le proprietà di decomposizione del gruppo di simmetria delle equa-
zioni del moto in componenti transitive [2], dimostriamo alcuni teoremi di esistenza
di coreografie multiple, cioè di soluzioni in cui k orbite coreografiche di ciascuna
costituita da n1, . . . , nk corpi di masse m1, . . .mk interagiscono con il medesimo
potenziale U . Queste orbite sono minimi per il funzionale di azione Lagrangiana
ristretto allo spazio dei loop simmetrici rispetto all’azione di estensioni finite di
opportuni sottogruppi di SO(3). È possibile poi utilizzare questo modello per stu-
diare dal punto di vista variazionale il problema delle costellazioni di satelliti [3].
Mostriamo poi il legame tra coreografie multiple e certe costellazioni simmetriche di
satelliti nel campo gravitazionale che sono ottimali rispetto ad un ulteriore funzione
di energia/costo.
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Sunto. L’argomento di questo seminario riguarda lo studio delle proprietà di
stabilità delle soluzioni globali per equazioni ellittiche del tipo

(6) Lu = f(u) in RN

con L = −∆ oppure L = ∆2. Particolare risalto verrà dato al caso della non
linearità f(u) = eu. Dopo aver enunciato i risultati già noti sulla stabilità globale e
fuori da un compatto per l’equazione −∆u = eu, dimostrati rispettivamente in [3]
e [1], si passerà a esaminare l’equazione

(7) ∆2u = eu in RN .
Per il problema (2) è noto (si veda [4]) che in dimensione 2 ≤ N ≤ 4 non esistono
soluzioni globalmente stabili; a completamento di questo risultato in [2] dimostria-
mo che in dimensione N = 1 non solo (2) non ammette soluzioni globalmente stabili
ma che non ammette alcuna soluzione (globale). Meno chiara risulta essere la pro-
blematica dell’esistenza di soluzioni stabili in dimensione N ≥ 5. In [2] dimostriamo
che in dimensione N ≥ 13 tutte le soluzioni radiali di (2) sono globalmente stabili.
D’altra parte dimostriamo che per 5 ≤ N ≤ 12 esiste almeno una soluzione radiale
instabile ma risulta essere un problema ancora aperto stabilire se le altre soluzio-
ni radiali siano stabili o instabili. Infine sempre in [2] viene affrontato e risolto il
problema della stabilità fuori da un compatto per le soluzioni radiali di (2).
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Sunto.

Teorema. Lo spazio delle fasi del problema planetario degli (1 + n) corpi è
foliato in varietà π →M6n−2

π di dimensione (6n−2), parametrizzate della direzione
π del momento angolare iniziale, invarianti ed indistinguibili per il flusso di fase.
Su ogni varietà M6n−2

π si consideri l’insieme Sπ,ε dei punti di fase corrispondente
a semiassi maggiori ai ben separati, eccentricità ei e mutue inclinazioni ιj minori
di ε. Se le masse dei pianeti sono sufficientemente piccole, tale insieme contiene
un insieme Kπ,ε di misura |Kπ,ε| ≥ (1−

√
ε)|Sπ,ε|, che è la sospensione dello stesso

insieme di Komogorov K, costituito da tori Lagrangiani con n+ (2n− 1) frequenze
razionalmente indipendenti ω = (f, ν), dove f sono le frequenze imperturbate del
problema di Keplero e le frequenze ν tendono a zero con le masse planetarie.

Dimostrazione. Si introduce un nuovo insieme di coordinate di Darboux glo-
bali ottenute regolarizzando un insieme di coordinate azione–angolo introdotte da
A. Deprit [4]. Si mostra che la degenerazione rotazionale è rimossa attaraverso
l’introduzione di due coordinate coniugate e cicliche π = (π1, π2) che realizzano
la foliazione. In tali coordinate, la configurazione co–planare e co–circolare è un
punto di equilibrio ellittico per il problema secolare. Si mostra che gli invarianti di
Birkhoff del primo ordine sono non risonanti ad ogni ordine e che la matrice degli
invarianti di Birkhoff del secondo ordine è non singolare. Questo permette di appli-
care una teoria KAM propriamente degenere, con condizione di non degenerazione
di Kolmogorov, dimostrata da Arnold [1] e raffinata in [3] per la costruzione diretta
di K, la stima della sua misura e la descrizione delle frequenze dei tori di K. �
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Sunto. In questa comunicazione presenteremo alcuni risultati ottenuti recen-
temente sul problema dello studio analitico della dinamica globale per 4 punti nel
piano che interagiscono attraverso un potenziale singolare di tipo logaritmico e sono
soggetti ad un vincolo di simmetria diedrale (il gruppo di Klein D2): piú precisa-
mente supporremo che ad ogni istante i quattro punti formino un’orbita del gruppo
diedrale di ordine 4. Potenziali singolari di tipo logaritmico compaiono in modo
naturale nello studio di problemi di dinamica delle galassie nonché come potenziale
di interazioni tra filamenti vorticosi quasi paralleli nell’approssimazione LIA.

Dopo aver imposto il vincolo di simmetria, posto q = (q1, q2) ∈ R2 ci siamo
ricondotti allo studio del sistema piano

q̈ =
∂U

∂q
, dove U(q) = − 1

π
log(8‖q‖q1q2).

L’idea principale è quella di utilizzare un opportuno cambiamento di variabili nello
spirito del lavoro originale di McGehee (per lo studio della dinamica nel problema
dei tre corpi collineari con potenziale Kepleriano) che permetta di estendere il flusso
in modo regolare fino alla collisione totale. (Cfr.[1], [2]).

Utilizzando metodi tipici di sistemi dinamici e di topologia in dimensione bas-
sa abbiamo dimostrato l’esistenza di 4 configurazioni centrali le quali danno luogo
ad una classe speciale di soluzioni dette soluzioni auto-similari . Abbiamo inoltre
provato l’esistenza di 2 varieta’ invarianti dette varieta’ delle collisioni totali e va-
rieta’ a velocita’ nulla. Piú precisamente si è stabilita l’esistenza di 4 famiglie di
punti fissi per il flusso, la loro stabilita’, la dimensione della varieta’ stabile, insta-
bile e centrale e infine l’esistenza di orbite eterocline. Utilizzando questi risultati
abiiamo ottenuto informazioni qualitative e quantitative sulla dinamica globale del
problema.
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Sunto. Studiamo l’equazione di Schrödinger non–lineare (NLS in breve) su di
un toro Tn, n ∈ N:
(8) iut −∆u = κ|u|2u+ ∂ūG(|u|2), q ≥ 1 ∈ N.
dove u := u(t, ϕ), ϕ ∈ Tn e G(a) è una funzione analitica reale la cui serie di Taylor
ha grado minimo 3.

Per prima cosa analizziamo l’equazione NLS dopo un passo di forma normale di
Birkhoff e diamo condizioni di genericità sui “siti tangenziali” in modo da rendere
la forma normale il piú semplice possibile.

In questo contesto dimostriamo che si possono scegliere coordinate simplettiche
in cui la forma normale è integrabile. Inoltre, nelle variabili “ normali”, la forma
normale è una forma quadratica diagonale a blocchi, con blocchi di dimensione al
piú n+1 e coefficienti costanti. Infine dimostriamo l’esistenza di regioni dello spazio
delle fasi in cui la forma normale è ellittica.

Quindi affrontiamo la questione della costruzione di soluzioni quasi–periodiche,
utilizzando un algoritmo di KAM adattato da [1]. Qui il punto principale è quello di
dimostrare le stime in “misura”, vale a dire che le condizioni necessarie per eseguire
l’algoritmo d KAM sono verificate per un insieme di dati iniziali di misura positiva.
Ci sono due questioni principali: 1. dimostrare la seconda condizione di non–
degenerazione di Melnikov, 2. dimostrare che la perturbazione gode della proprietà
quasi - Töplitz, introdotta in [4].
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Sunto. Vorremmo considerare alcuni modelli di transizioni di fase in cui l’in-
terazione tra particelle presenta un comportamento nonlocale, con l’intento di di-
mostrare alcune stime geometriche e di comprendere il comportamento asintotico
delle soluzioni.

In un contesto di analisi funzionale, il problema può essere definito tramite la
minimizzazione di un’opportuna seminorma in uno spazio di Sobolev frazionario,
accoppiata con un potenziale a due pozzi, che induce le soluzioni minimizzanti a
esibire una transizione di fase.

In particolare, l’interfaccia limite corrisponde a una superficie minima, locale
oppure nonlocale (a seconda del parametro frazionario).

Le proprietà di rigidità e simmetria dell’interfaccia possono essere ereditate
dalle soluzioni della transizione di fase.

1Supportato da FIRB e GNAMPA.
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Sunto. Scopo della comunicazione è di dimostrare un Principio di Compara-
zione per soluzioni di viscosità di alcune equazioni ellittiche non lineari. Considere-
remo equazioni del tipo F (M,p, r) +H (p) = 0 dove sia F che H saranno funzioni
continue nel loro dominio di definizione. Inoltre F sarà uniformemente ellittica e
non crescente in r, mentre H soddisferà le seguenti ipotesi:
Esistono γ > 0 ed m ∈ (1, 2] tali che | H(p) −H(q) |≤ γg(p, q) | p − q | p, q ∈
Rn
dove g è una funzione positiva tale che, date comunque due funzioni u, v ∈ C(Ω) ∩
W 1,∞(Ω), si abbia ∫

ζδ

(trace(M1 −M2)(x))−

g(Du,Dv)|Du−Dv|
= +∞.

dove M1 ed M2 sono date dal lemma seguente

Lemma. ([J]) Sia w ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω) e assmiamo che D2
λw ≥ −K0 (nel

senso delle distribuzioni) per ogni direzione λ. Allora esistono una funzione M ∈
L1(Ω;S(n)) e una misura a valori matriciali Γ ∈M(Ω;S(n)) tali che D2w = M +
Γ (nel senso delle distribuzioni) con Γ singolare rispetto alla misura di Lebesgue

In questo caso si prova

Teorema. Siano u, v ∈ C
(
Ω
)
. Assumiamo che u sia una supersoluzione e v

una sottosoluzione di viscosità di F
(
D2w(x), Dw(x), w(x)

)
+ H (Dw(x)) . Suppo-

niamo che u ≥ v su ∂Ω. Allora u ≥ v su Ω.
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Sunto. Ci interessiamo alla buona positura in spazi di Sobolev del problema
di Cauchy per equazioni di p-evoluzione, p ≥ 2, con coefficienti in (t, x), t ∈ [0;T ],
x ∈ R. Precisamente, consideriamo il problema di Cauchy

(CP )

{
P (t, x,Dt, Dx)u(t, x) = f(t, x),
u(0, x) = g(x),

P (t, x,Dt, Dx) = Dt + ap(t)D
p
x +

p−1∑
j=0

aj(t, x)Dj
x,

dove ap ∈ C([0;T ];R), ap(t) ≥ 0∀t ∈ [0;T ], ed aj ∈ C([0;T ];B∞), 0 ≤ j ≤ p − 1,
con B∞ lo spazio delle funzioni C∞ con tutte le derivate uniformemente continue
e limitate. Si osservi che:

• per p = 1 ritroviamo una equazione iperbolica;
• per p = 2 abbiamo a che fare con una equazione di tipo Schrödinger;
• per p = 3 abbiamo la stessa parte principale (nel senso della p-evoluzione)

di una equazione di Korteweg de Vries.
Vari autori hanno studiato la buona positura in spazi di Sobolev del problema

(CP) per equazioni di questo tipo:
• per p = 2 sono note condizioni necessarie o sufficienti (cfr. Baba, Kajitani-

Baba, Doi, Ichinose, Mizohata, Takeuchi,...);
• per p ≥ 2 sono noti risultati di buona positura nell’ipotesi in cui =aj = 0,

1 ≤ j ≤ p − 1 ed aj = aj(t), 2 ≤ j ≤ p − 1, anche con estensioni
ad equazioni di ordine m ≥ 2 (cfr. Agliardi, Agliardi-Mari, Agliardi-
Zanghirati, Ascanelli-Cicognani, ...).

Noi abbiamo ottenuto un risultato di buona positura in spazi di Sobolev nel
caso in cui =aj(t, x) 6= 0, 1 ≤ j ≤ p − 1, imponendo opportune condizioni di tipo
Levi su =aj , <aj , e sulle loro derivate.
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Sunto. In questa comunicazione si presentano dei nuovi risultati di regolarità
circa le soluzioni di equazioni paraboliche non lineari con dati misura µ del tipo
∂tu − div a(x, t,Du) = µ in un dominio cilindrico del tipo ΩT := Ω × (−T, 0),
dove Ω sia un aperto limitato in Rn, n ≥ 2. Assumiamo che il campo vettoriale
a sia di Carathéodory e verifichi le classiche condizioni di crescita ed ellitticità
del tipo Ladyzhenskaya e Uraltseva (si veda per esempio [4]), mentre µ sia nel
caso più generale una misura di Borel di massa finita, |µ|(ΩT ) < ∞. Il primo
risultato, ottenuto in [1] sotto l’ipotesi imprescindibile che la dipendenza da x del
campo vettoriale a(·) sia Lipschtziana, riguarda la differenziabiltà frazionaria del
gradiente, ed è ottimale nella scala di spazi considerati:

Du ∈W 1−ε, 1−ε2 ;1

loc (ΩT ;Rn) per ogni ε ∈ (0, 1).

Nel caso µ goda di proprietà di integrabilità di tipo Morrey, abbiamo i seguenti
teoremi di tipo Adams per equazioni paraboliche non lineari ([2]):

µ ∈ Lγ,θ(ΩT ) ⇒ Du ∈ L
θγ
θ−γ ,θ

loc (ΩT ,Rn), per 1 < γ ≤ 2θ

θ + 2
, 2 < θ ≤ n+ 2 .

Ulteriori casi limiti vengono considerati quando γ = 1 imponendo la condizione na-

turale di tipo L logL, µ ∈ L1,θ(ΩT )∩L logL(ΩT ), e ottenendo Du ∈ L
θ
θ−1

loc (ΩT ,Rn)
per 2 ≤ θ ≤ n+ 2.

Questi risultati costituiscono una prima estensione parabolica della teoria di
tipo Calderón-Zygmund non lineare per dati misura sviluppata da G. Mingione in
[3,4].
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Sunto. Obiettivo della nostra ricerca è quello di provare stime di tipo Schauder
per le soluzioni di un sistema parabolico di equazioni lineari alle derivate parziali.
Più precisamente, consideriamo il seguente sistema

(1) ut + (−1)m
∑
|γ|≤2m

Aγ(t, x)Dγu(t, x) = f(t, x),

di ordine 2m, con m intero positivo. Le funzioni u e f sono funzioni a valori vet-
toriali definite su (−∞, T ) × Rd se T ∈ (−∞,∞) e su Rd+1 se T = ∞. Tutti i
coefficienti Aγ sono supposti Hölder continui nella variabile spaziale e solo misu-
rabili nella variabile temporale. In più, si richiede che i coefficienti di ordine 2m
verifichino una condizione di ellitticità di tipo Legendre-Hadamard. Dimostriamo
che, analogamente a quanto già osservato nel caso scalare (cfr. [2], [3]), le derivate
spaziali delle soluzioni di (1) presentano regolarità di tipo Hölder, non solo rispetto
alla variabile spaziale ma anche rispetto alla variabile temporale. La dimostrazione
è fatta per passi. Si parte dal caso di sistemi con coefficienti principali dipendenti
solo da t e coefficienti di ordine inferiore nulli. Il metodo usato (che estende al
caso vettoriale una tecnica usata in [4] per equazioni del secondo ordine) si basa
su stime dell’oscillazione media delle soluzioni di (1). Con una tecnica di “freezing”
dei coefficienti e utilizzando alcune disuguaglianze di interpolazione si passa poi al
caso generale. La stima a priori ottenuta e alcuni risultati classici ci consentono,
poi, di risolvere un problema di Cauchy. I risultati sopra citati sono contenuti in
[1].
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Sunto. Nello studio degli operatori ellittico-parabolici degeneri, una classe
importante è costituita dagli operatori di Hörmander

L =

q∑
i=1

X2
i +X0

espressi mediante campi vettoriali Xi =
∑n
j=1 bij (x) ∂xj (i = 0, 1, 2, ..., q; q < n)

definiti in un dominio Ω ⊂ Rn. Si dice che vale la condizione di Hörmander al
passo r se in ogni punto di Ω i campi Xi e i loro commutatori [Xi, Xj ] = XiXj −
XjXi, [[Xi, Xj ], Xk], e così via fino ai commutatori di lunghezza r, generano tutto
Rn. Sotto questa condizione, un teorema di Hörmander del 1967 stabilisce che
l’operatore L è ipoellittico in Ω, cioè ogni soluzione distribuzionale in A ⊂ Ω di Lu =
f ∈ C∞ (A) è C∞ (A). Molte altre importanti proprietà sono state stabilite per gli
operatori e i sistemi di campi di Hörmander, ed è naturale chiedersi quanta parte
della teoria si possa estendere al caso in cui i campi Xi non siano C∞, ma derivabili
solo il numero di volte necessario a verificare la condizione di Hörmander al passo
r. I risultati noti in questa direzione finora riguardavano campi con una struttura
particolare, oppure supponevano assiomaticamente la validità di certi teoremi che
finora erano stati stabiliti per poche classi di campi. In questo lavoro, sotto l’ipotesi
che, per un certo r ≥ 2, i campiX1, ..., Xq siano Cr−1,1 (Ω) e soddisfino la condizione
di Hörmander al passo r, stabiliamo le proprietà di base della distanza indotta dai
campi, tra cui il “teorema di Chow” di connettività, la proprietà di doubling e la
disuguaglianza di Poincaré rispetto ai campi. Questi risultati permettono tra l’altro
di stabilire una disuguaglianza di Harnack e l’hölderianità locale delle soluzioni
per gli operatori

∑q
i,j=1X

∗
i (aij (x)Xju) con {aij} matrice uniformemente definita

positiva e L∞ (Ω).
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Sunto. I problemi di rinforzo sono stati largamente affrontati nell’ambito clas-
sico dei domini regolari (vedere, per esempio, [1], [2] e [3]). In questa comunicazione
presenterò alcuni risultati relativi a problemi di rinforzo per strutture frattali.
Tali strutture frattali potranno costituire il bordo di un dominio limitato in R2

oppure essere inserite in un dominio poligonale in R2. Essendo l’auto-similarità
una proprietà molto stringente per le applicazioni, le strutture frattali considerate
sono misture K(ξ) (deterministiche o stocastiche) di curve di Koch: infatti, tali mi-
sture, pur essendo spazialmente omogenee, non sono necessariamente auto-similari.
In questo contesto, i problemi di rinforzo vengono affrontati con la costruzione di
opportuni ε−intorni Σ

(ξ),n
ε , n ∈ N, 0 < ε < 1, per le curve prefrattali K(ξ),n, ap-

prossimanti K(ξ), e di opportuni funzionali pesati Fnε [u] a coefficienti discontinui anε
dipendenti dalla geometria degli ε−intorni e dalle costanti strutturali delle misture.

I risultati ottenuti riguardono lo studio della convergenza asintotica dei fun-
zionali Fnε quando simultaneamente lo spessore ε = ε(n) degli intorni Σ

(ξ),n
ε e i

coefficienti anε su Σ
(ξ),n
ε convergono a zero per n → +∞. È stato anche studiato il

comportamento asintotico dei minimizanti delle forme di energia complete, fornen-
do in questo modo un nuovo approccio ai problemi di Robin su strutture frattali
(affrontati in [4]). Parte dei risultati di questa comunicazione sono stati presentati
in [5].
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Sunto. Si considera un modello di diffusione di tipo campo di fase, che consiste
in un sistema di due equazioni alle derivate parziali risultanti da un bilancio di
micro-forze e micro-energia [5]. Le due incognite sono il parametro d’ordine e
il potenziale chimico. Esistenza, unicità e regolarità della soluzione del relativo
problema ai limiti e ai valori iniziali sono dimostrate in [3] con l’aiuto di opportune
maggiorazioni a priori e stime L∞ per le variabili coinvolte. Viene studiato anche
l’omega-limite del sistema evolutivo. I risultati qui presentati nascono da un recente
progetto di ricerca [1-4] portato avanti con Gianni Gilardi, Paolo Podio-Guidugli e
Jürgen Sprekels, che ringrazio per la collaborazione.
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Sunto. Come suggerito da un famoso esempio di De Giorgi, e al contrario di
quanto succede per le equazioni ellittiche, per ottenere la regolarità di soluzioni
deboli di sistemi ellittici non lineari è necessario richiedere qualche condizione di
struttura, altrimenti anche la limitatezza locale delle soluzioni viene a mancare.
Mostreremo che con una condizione di struttura suggerita dai risultati ottenuti da
Ladyzhenskaya-Ural’tseva per i sistemi lineari è possibile un approccio unificato
allo studio della limitatezza delle soluzioni per una classe di sistemi ellittici quasi
lineari e per generali equazioni ellittiche. Il risultato di limitatezza è ottenuto con
condizioni di crescita anisotropa con condizioni ottimali sugli esponenti.
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Sunto. L’obbiettivo della comunicazione è presentare alcuni recenti risultati
(si veda [2]) di blow-up per t→∞ per soluzioni di sistemi 2 per 2,

(9) ∂tU − λ(t)A(t) ∂xU = 0, U(0, x) = U0(x) ,

in corrispondenza di una classe molto ampia di dati iniziali. La matrice A(t) è a
valori reali e limitata, C2 e uniformemente strettamente iperbolica, cioè

∆(t) =
(
a(t)− d(t)

)2
+ 4b(t) c(t) ≥ c > 0 , dove A(t) =

(
a(t) b(t)
c(t) d(t)

)
.

La funzione λ(t) è strettamente positiva, C1 e ha oscillazioni molto lente, cioè
|λ′(t)|Λ(t) ≤ Cλ2(t), dove Λ(t) è una primitiva di λ(t). Un ruolo fondamentale
è svolto dalla funzione

ψ(t) =
(c− b)((a− d)(b+ c)′ − (a− d)′(b+ c))

2
√

∆((b+ c)2 + (a− d)2)
,

che descrive le interazioni fra i coefficienti di A(t). In [1] è stato provato co-
me la soluzione rimanga limita da una costante se ψ(t) è integrabile, scopo della
comunicazione è provare che se A(t) ha oscillazioni molto lente e

(10) m1 ν(t) ≤
∣∣∣∣∫ t

0

ψ(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ m2 ν(t) ,

dove ν(t) è strettamente positiva, crescente, con limt→∞ ν(t) = +∞, allora esiste
un insieme M di dati U0 equipotente a L2(R,C), tale che

(11) ‖U(t, ·)‖L2 ≥ C exp
(
m1 ν(t)

)
‖U0‖L2 ,

per t ≥ T (U0).
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Sunto. Si intende approfondire lo studio di alcuni spazi di tipo Morrey, deno-
tati con Mp,λ(Ω), definiti su aperti non limitati Ω di Rn. In particolare, si co-
struiscono opportune decomposizioni per funzioni appartenenti a due sottospa-
zi diMp,λ(Ω), denotati con M̃p,λ(Ω) e Mp,λ

o (Ω), definiti, rispettivamente, come la
chiusura di L∞(Ω) e di C∞0 (Ω) in Mp,λ(Ω). Come applicazione, si provano risultati
di limitatezza e compattezza per il seguente operatore di moltiplicazione

u −→ g u (i)

definito su un classico spazio di Sobolev e a valori in uno spazio di Lebesgue, dove
g appartiene ad un opportuno spazio di tipo Morrey. In tali risultati, l’utilizzo delle
decomposizioni consente, in particolare, di migliorare alcune stime di [4]. Si introdu-
ce, inoltre, uno spazio pesato di tipo Morrey che si colloca tra lo spazio Mp,λ

o (Ω) e
lo spazio M̃p,λ(Ω) .

Allo scopo di ottenere risultati più generali di quelli contenuti in [3], relativi a
teoremi di immersione e compattezza sull’operatore di moltiplicazione (i) definito
tra spazi di Sobolev con peso, si approfondisce lo studio di una classe di spazi
funzionali pesati, denotata con Kp

s (Ω) ( p ∈ [1,+∞[, s ∈ R), dove il peso è una
funzione di tipo distanza da un fissato sottoinsieme della frontiera dell’aperto Ω di
Rn . In particolare si determinano decomposizioni per funzioni g appartenenti a tali
spazi.

Si precisa che i risultati ottenuti possono essere utili, ad esempio, per provare
stime a priori sulle soluzioni di problemi di Dirichlet per equazioni differenziali alle
derivate parziali di tipo ellittico.
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Sunto. In [1] si ottengono risultati di esistenza per soluzioni di alcuni problemi
ellittici fortemente degeneri. L’obiettivo è quello di studiare la competizione tra
la degenerazione all’infinito di un operatore ellittico, l’effetto regolarizzante di un
termine dipendente dal gradiente e l’effetto di un termine di reazione lineare. Più
precisamente, si considera il seguente problema:

(P) −div
(

Du

(1 + u)θ

)
+α|Du|q = λg(x)u+f in Ω, u = 0 su ∂Ω, u ≥ 0 in Ω,

dove Ω è un aperto limitato di RN , N ≥ 3, α ≥ 0, 1 < q ≤ 2, θ ≥ 0, λ ≥ 0,
f, g ≥ 0, ed f e g sono funzioni misurabili per cui valgono appropriate ipotesi di
sommabilità.

L’equazione in (P) rappresenta un modello di tipo reazione-diffusione che pro-
duce un effetto di saturazione, vale a dire che la diffusione va a zero quando u va
all’infinito. In particolare, ci si è interessati all’analisi dell’effetto di assorbimento
del termine di ordine uno.

L’operatore degenere considerato in (P) è stato studiato da molti autori con
differenti termini d’ordine inferiore. Se α = λ = 0, il comportamento di (P) per
0 ≤ θ ≤ 1 e θ > 1 è molto differente. Ad esempio, in [A. Alvino, L. Boccardo,
V. Ferone, L. Orsina, G. Trombetti, Ann. Mat. Pura Appl., 2003] si mostra che
per θ > 1 e f abbastanza grande in L∞(Ω), le soluzioni di problemi approssimanti
vanno all’infinito su un insieme di misura positiva. D’altra parte, è possibile provare
che per θ < 1 esistono soluzioni anche quando f ∈ L1 (cfr. [A. Alvino, V. Ferone, G.
Trombetti, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena, 1998], [L. Boccardo, A. Dall’Aglio,
L. Orsina, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena, 1998], [A. Alvino et al., 2003]).
In presenza del termine di ordine zero, ossia λ 6= 0 e α = 0, in [1] si dimostra che,
per un opportuno coefficiente g, il problema (P) non ammette soluzioni qualunque
siano λ > 0 e θ > 0. Tuttavia, se g è sufficientemente regolare, sotto opportune
ipotesi di piccolezza dei dati si prova che esiste una soluzione di (P).

Il contributo principale consiste nel dimostrare l’esistenza di soluzioni per il
problema (P) quando α > 0. In tal caso, infatti, qualunque siano θ ≥ 0 e λ ≥ 0,
la presenza del termine dipendente dal gradiente produce un effetto regolarizzante
che impedisce il blow up delle soluzioni dei problemi approssimanti.
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Sunto. Consideriamo un problema agli autovalori per il laplaciano con condi-
zioni al contorno di tipo Neumann. È ben noto che il cerchio massimizza il primo
autovalore non nullo tra tutti i sottoinsiemi piani semplicemente connessi di misura
fissata. Tale congettura, dimostrata nel 1954 da Szegö, fu generalizzata nel 1956 da
Weinberger a qualsiasi dominio limitato regolare di RN . In [2] noi proviamo alcune
disuguaglianze isoperimetriche relative al primo autovalore non banale µ1(Ω) del
problema:

(P) − ∂

∂xi

(
ϕN (x)

∂u

∂xi

)
= µϕN (x)u in Ω,

∂u

∂ν
= 0 su ∂Ω,

dove ϕN (x) = (2π)−
N
2

∏N
i=1 e

− x
2
i
2 è la densità della misura di Gauss dγN =

ϕN (x) dx normalizzata e Ω è un dominio regolare di RN , N ≥ 2, non necessa-
riamente limitato. È noto che la misura di Gauss può essere vista come limite di
alcune misure invarianti per rotazioni e normalizzate sulla sfera. Tale processo di
limite permette allo spazio (RN , dγN ) di ereditare molte delle proprietà che valgo-
no sulla sfera. In particolare, è possibile ottenere la disuguaglianza isoperimetrica
gaussiana come versione limite di quella sulla sfera, in cui le calotte sono gli in-
siemi estremali. Vale, infatti, che tra tutti i sottoinsiemi di RN con fissata misura
di Gauss, il semispazio minimizza il perimetro. In [1] si dimostra che tra tutti i
domini di SN , contenuti in una semisfera a misura fissata, le calotte massimizzano
µ1(Ω). Alla luce di tale risultato e per le proprietà delle calotte di “convergere”
ai semispazi, unitamente alla proprietà delle stesse di essere gli insiemi estremali
sulla sfera, è naturale pensare che i semispazi massimizzano µ1(Ω). Contrariamen-
te, in [2] dimostriamo che l’insieme estremale non massimizza µ1(Ω), bensì vale il
seguente risultato:

Teorema. La sfera massimizza il primo autovalore non nullo di (P ) tra tutti
gli insiemi di RN aperti centrosimmetrici rispetto l’origine, lipschitziani a misura
gaussiana fissata. Inoltre la sfera è l’unico insieme massimizzante in questa classe.
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Sunto. Viene descritto un nuovo metodo per trattare problemi di identifica-
zione relativi ad equazioni differenziali degeneri in spazi di Banach.

A tal fine, sia regolarità massimale spaziale delle soluzioni e risultati di pertur-
bazione per operatori lineari multivoci di tipo debolmente parabolico sono utilizzati.
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Sunto. Verrà presentato un risultato di regolarità interna delle soluzioni di
problemi a due fasi per operatori parabolici a coefficienti variabili con frontiera
libera grafico di una funzione Lipschitz continua.

Il risultato, contenuto in [2], prova che le soluzioni di questi problemi a due fasi
sono funzioni Lipschitz continue ed estende l’analogo risultato provato in [1], valido
per operatori parabolici a coefficienti costanti (e.g. problema di Stefan).

Uno dei punti cruciali della dimostrazione si basa sulla possibilità di controllare
puntualmente il valore assoluto della derivata rispetto al tempo della soluzione con
la norma del gradiente spaziale della soluzione stessa, quando la soluzione si annulla
sulla frontiera libera

In effetti, nel caso delle soluzioni di problemi a due fasi con coefficienti costanti,
se la frontiera libera è il grafico di una funzione Lipschitz, allora tale limitazione è
soddisfatta fino alla frontiera libera stessa.

In realtà questo risultato che di fatto implica una stima di tipo Schauder mi-
gliore di quella classica per la derivata rispetto al tempo dipende dalla geometria
dell’insieme ovvero dal considerare una frontiera data dal grafico di una funzione
Lipschitz.

Nel caso di operatori a coefficienti variabili la prova di questa stima sembra non
potersi ricavare applicando direttamente la strategia ideata in [1] per l’operatore
del calore. Tuttavia, il risultato continua ad essere vero anche per gli operatori a
coefficienti variabili, anche se la dimostrazione richiede qualche considerazione in
più, vedi [2] per i dettagli.
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Sunto. A partire da un lavoro di F. Alabau, P. Cannarsa e V. Komornik [4],
analizziamo le proprietà di stabilità indiretta di sistemi di equazioni d’evoluzio-
ne debolmente e internamente accoppiate su spazi di Hilbert, ovvero studiamo la
possibilità di stabilizzare l’intero sistema, essendo smorzata una sola delle equa-
zioni, tramite un feedback che agisce su una sola componente del sistema. Sotto
opportune condizioni di compatibilità tra gli operatori differenziali del sistema, pro-
viamo che l’energia delle soluzioni decresce polinomialmente, grazie ad un risultato
generale ottenuto da F. Alabau [1]. Utilizzando alcune tecniche d’interpolazione,
deduciamo un insieme continuo di ordini di dissipazione dell’energia di tipo polino-
miale, ottenendo stime esplicite della velocità di decrescita dell’energia rispetto ai
dati iniziali. Presentiamo numerose applicazioni a sistemi di equazioni iperboliche
con condizioni al bordo miste, ad esempio un sistema onda—onda con condizioni
Dirichlet—Robin, rispettivamente, o un sistema onda—Petrovsky con condizioni
Robin—Dirichlet+Neumann, rispettivamente.
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1Gli autori ringraziano l’Istituto Poincaré (Parigi, Francia) per le favorevoli condizioni di lavo-
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Sunto. Si considera un’ampia classe di problemi critici con nonlinearità singo-
lari ambientati su gruppi di Carnot. I problemi affrontati sono della forma

−∆Gu =

N∑
i=1

ai(ξ)|u|pi−2u,

u ∈ S1
0(Ω)

dove ∆G denota l’operatore Sublaplaciano su un gruppo di Carnot G, Ω è un
dominio illimitato di G, N è un intero positivo, 2 < pi ≤ 2∗ per i = 1, . . . N , ove
2∗ denota l’esponente critico in questo contesto, i.e. 2∗ = 2Q/(Q − 2), essendo Q
la dimensione omogenea di G, ed S1

0(Ω) è l’appropriato spazio di Sobolev, definito
come il completamento di C∞0 (Ω) rispetto alla norma ‖u‖ = ‖∇Gu‖2.

Riguardo i coefficienti ai, si richiede che essi soddisfino unicamente la seguente

condizione di sommabilità debole: ai ∈ Lqiw (Ω), dove
1

qi
+
pi
2∗

= 1, per i = 1, . . . N .

Per tali problemi, si prova la regolarità ottimale delle soluzioni negli spazi Lp-
deboli, adattando l’approccio introdotto in ambito euclideo in [1], e se ne deduce
l’esatto comportamento asintotico all’infinito, estendendo al caso singolare i risultati
ottenuti nel caso autonomo in [3].

I nostri risultati, oggetto del lavoro [2], si applicano, ad esempio, allo stu-
dio del comportamento asintotico delle funzioni estremali di alcune interessanti
disuguaglianze di tipo Hardy-Sobolev in ambito subellittico.

Bibliografia

[1] E. Jannelli, S. Solimini, “Concentration estimates for critical problems”, Ricerche
Mat. 48 (1999), 233-257.

[2] A. Loiudice: “Lp-weak regularity and asymptotic behavior of solutions for cri-
tical equations with singular potentials on Carnot groups”, NoDEA 17 (2010),
575-589.

[3] E. Lanconelli, F. Uguzzoni, “Non-existence results for semilinear Kohn-Laplace
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Sunto. Si presentano risultati di esistenza relativi al problema delle onde con
condizione di Neumann al bordo

(∂2
t −∆)u = G, (t, x) ∈ [0,∞)× Ω,

∂νu(t, x) = 0 (t, x) ∈ [0,∞)× ∂Ω,
u(0, x) = φ(x) x ∈ Ω,
∂tu(0, x) = ψ(x) x ∈ Ω,

essendo Ω un dominio esterno ad un compatto O ⊂ R2 e G nonlineare nelle derivate
di u.

Sotto opportune ipotesi su O, G, φ, ψ, si determina una stima del tempo di
vita per la soluzione del suddetto problema misto con dati iniziali piccoli.
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Sunto. La rilevanza degli spazi di Sobolev con peso nello studio della teoria
delle equazioni differenziali alle derivate parziali con condizioni al bordo su aperti
non limitati è ben nota. Qualora si considerino aperti di questo tipo è, infatti,
necessario imporre non solo delle condizioni sulla frontiera dell’aperto ma anche
delle condizioni che controllino il comportamento della soluzione all’infinito. In
quest’ordine di idee, dato un aperto non limitato e sufficientemente regolare Ω di
Rn, n ≥ 2, sono stati considerati in Ω l’operatore differenziale lineare del secondo
ordine uniformemente ellittico

L = −
n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi ∂xj
+

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
+ a ,

con coefficienti aij = aji ∈ L∞(Ω), i, j = 1, · · · , n, ed il problema di Dirichlet ad
esso associato 

u ∈W 2,2
s (Ω)∩

◦
W

1,2
s (Ω) ,

Lu = f , f ∈ L2
s(Ω) ,

dove s ∈ R e W 2,2
s (Ω),

◦
W

1,2
s (Ω) e L2

s(Ω) sono spazi di Sobolev pesati, laddove il
peso ρs è potenza di una funzione ρ : Ω̄→ R+, di classe C2(Ω̄) e tale che

sup
x∈Ω

|∂αρ(x)|
ρ(x)

< +∞, ∀ |α| ≤ 2,

lim
|x|→+∞

(
ρ(x) +

1

ρ(x)

)
= +∞ e lim

|x|→+∞

ρx(x) + ρxx(x)

ρ(x)
= 0.

Per fissare le idee, si può pensare alla funzione

ρ(x) = (1 + |x|2)t, t ∈ R\{0}.
Sotto opportune ipotesi di regolarità sui coefficienti dell’operatore, provata una

stima W 2,2 per un problema analogo nel caso non pesato, è stato possibile dedurre
la seguente stima a priori nel caso pesato

‖u‖W 2,2
s (Ω) ≤ c‖Lu‖L2

s(Ω), ∀u ∈W 2,2
s (Ω)∩

◦
W

1,2
s (Ω)

ed un conseguente risultato di esistenza ed unicità della soluzione del problema
considerato.
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Sunto. In questa comunicazione si intende discutere, attraverso un operato-
re modello, l’ipoellitticità (C∞, Gevrey, analitica) di una somma P di quadra-
ti di campi vettoriali Xj =

∑n
k=1 aj,k(x)∂xk , a coefficienti complessi aj,k(x) ∈

Cw(Rn,C):

(12) P =

r∑
j=1

X∗jXj +X0

Si dice che P è ipoellittico C∞, Gevrey, analitico se conserva, rispettivamente, il
supporto singolare C∞, Gevrey, analitico di ogni distribuzione: sing supp(Pu) =
sing supp(u), ∀u ∈ D′.

Se i campi vettoriali Xj in (1) sono reali, i.e. aj,k(x) ∈ C∞(Rn,R), è ben noto
da Hörmander [1] il seguente:

Teorema ([1]). Se per ogni x ∈ Rn l’algebra Lie{X0, X1, ..., Xr}(x) genera Rn
(Ipotesi di Hörmander), allora P è C∞−ipoellittico e, più precisamente, subellittico.

Nel caso in cui i campi vettoriali Xj in (1) siano complessi, l’ipotesi di Hör-
mander non è più sufficiente a garantire l’ipoellitticità, così come mostra il seguente
risultato:

Teorema (Bove-M.-Tartakoff, 2011). Si consideri la seguente somma di qua-
drati di campi vettoriali complessi in R2 = Rx×Rt (Cfr. Kohn [2]) con `, k, q ∈ N, q
pari:

P =
(
t`L+

)∗
t`L+ +

(
L−
)∗
L− +

(
xkL+

)∗
xkL+,

dove L− = Dx − ixq−1Dt, L+ = Dx + ixq−1Dt, D = 1
i ∂. Allora P non è mai

ipoellittico analitico, mentre risulta essere C∞−ipoellittico se e solo se ` > k/q. In
tal caso P è s−Gevrey ipoellittico se e solo se s ≥ `q

`q−k = 1 + k
`q−k .

Si noti che P soddisfa l’ipotesi di Hörmander grazie ai soli campi L−, xkL+;
tuttavia, la sua ipoellitticità dipende in modo determinante dal campo t`L+.

Bibliografia

[1] L. Hörmander, Hypoelliptic second order differential equations, Acta Math.
(1967) 119, 147-171.

[2] J.J. Kohn, Hypoellipticity and loss of derivatives. With an appendix by Ma-
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1Lavoro in collaborazione con A.Bove - D.S.Tartakoff.
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Sunto. Studiamo l’esistenza di soluzioni positive di equazioni ellittiche della
forma {

−∆u+ V (|x|)u = a(|x|)f(u) in B
∂νu = 0 on ∂B,

dove B è una palla di Rn (n ≥ 2) e V (|x|), a(|x|), f(s) sono regolari e positive.
Nel caso in cui la nonlinearità sia una potenza pura f(s) = sp, in [2] troviamo

una condizione sul potenziale V (|x|) sufficiente all’esistenza di soluzioni per p ab-
bastanza grande. In particolare, se V 6≡ 0 esiste sempre almeno una soluzione per
p abbastanza grande, a differenza del caso di condizioni al bordo di Dirichlet. Si
supera la mancanza di compattezza tramite l’uso di un vincolo ispirato a [3].

In [1] ci concentriamo sul caso V (|x|) = 1 e a(|x|), f(s) nondecrescenti, con
ipotesi molto generali sulla nonlinearità. Seguendo [4] superiamo la mancanza di
compattezza cercando soluzioni nel cono delle funzioni nonnegative, nondecrescenti
di H1(B). Il nostro approccio combina metodi topologici e variazionali.
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Neumann problems”, in preparazione.
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1Il lavoro è stato parzialmente finanziato dal progetto MIUR “Metodi Variazionali ed
Equazioni Differenziali Non Lineari.”
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Sunto. Se (r, σ) sono coordinate sferiche e S è un dominio regolare nella sfera
N -dimensionale, si considerano funzioni positive nella forma di variabili separate
u = rαω(σ) che siano p-armoniche in un cono CS con vertice nell’origine e apertura
S, ovvero

∆p(u) := div (|∇u|p−2∇u) = 0 in CS \ {0}
con una condizione di Dirichlet sulla superficie laterale del cono. Tali funzioni
svolgono un ruolo cruciale nello studio delle singolarità di problemi ellittici associati
al p–laplaciano in domini con punti angolosi al bordo. In [3], P. Tolksdorf ha
dimostrato che, per ogni dominio regolare S della sfera, esiste un unico esponente
αS > 0 e un’unica funzione ω (a meno di omotetie) per cui u = rαSω(σ) è p-
armonica in CS . Similmente, esiste un unico α̃S < 0 che dà luogo a una funzione
p-armonica singolare. Un calcolo esplicito mostra che u è p–armonica se e solo se
ω, α soddisfano il seguente problema (intrinseco) sulla sfera:

−div
((
α2ω2 + |∇ω|2

)(p−2)/2∇ω
)

= α((p− 1)α+ p−N)ω
(
α2ω2 + |∇ω|2

)(p−2)/2
.

La dimostrazione di P. Tolksdorf non chiarisce il ruolo di α, ω e del problema
intrinseco di autovalori nonlineare associato sulla sfera. In [1] forniamo una dimo-
strazione completamente diversa del risultato di Tolksdorf attraverso lo studio (su
generali varietà Riemanniane) dell’esistenza e unicità di α, ω sottolineando il lega-
me con alcuni problemi “ergodici” quasilineari. In [2] usiamo questa costruzione,
unitamente a metodi di grado topologico, per studiare esistenza o nonesistenza di
soluzioni positive del tipo u = rαω(σ) per l’equazione di Lane-Emden quasilineare

∆p(u) = εuq in CS \ {0}
in entrambi i casi ε = ±1 (assorbimento o reazione).
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Sunto. Si mostrano stime uniformi sul gradiente spaziale di soluzioni di proble-
mi parabolici di Cauchy del secondo ordine aventi coefficienti singolari su [0, T ]×Rd
e dato iniziale continuo.

Usualmente tali stime richiedono la continuità e la limitatezza dei coefficienti
(caso classico) o addizionali ipotesi di regolarità se si stanno considerando coefficien-
ti illimitati. Nel presente lavoro si provano le stime sul gradiente con i coefficienti
che possono essere sia illimitati che singolari (i coefficienti in generale possono non
soddisfare la condizione di Dini). Le stime dipendono esplicitamente dalla costante
di ellitticità e dal modulo di continuità dei coefficienti (ma non dalla loro norma
L∞). Il metodo usato fornisce una controparte analitica del metodo probabilistico
di coupling usato in [2] per provare stime del tipo

‖∇u(t, ·)‖∞ ≤
c√
t
‖u0‖∞, t ∈ (0, T ),

per soluzioni limitate u di equazioni lineari paraboliche non degeneri con coefficienti
possibilmente illimitati e irregolari e dato iniziale u0 limitato. Rispetto a [2] le
ipotesi sui coefficienti vengono ulteriormente indebolite e nelle stime del gradiente
si permette anche al dato iniziale di essere illimitato.

Si estendono i risultati alle soluzioni di viscosità di equazioni non lineari parabo-
liche del secondo ordine (cf. [1]). In particolare, si provano stime del gradiente per
soluzioni di viscosità di equazioni paraboliche di Isaacs aventi coefficienti singolari.

Bibliografia

[1] H. Ishii, P.L. Lions: “Viscosity solutions of fully nonlinear second-order elliptic
partial differential equations”, J. Differential Equations 83 (1990), 26-78.
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1Lavoro svolto nell’ambito del progetto di ricerca PRIN 2008 “Deterministic and stochastic
methods in the study of evolution problems” e del progetto GNAMPA 2010 “Proprietà di regolarità
in EDP nonlineari legate a problemi di controllo.”
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Sunto. Il problema della regolarità analitica delle soluzioni dei sistemi iperbo-
lici, può esser formulato nel modo seguente.

Sia U una soluzione del problema di Cauchy{
∂tU(t, x) = f(t, x, U, ∂xU)

U(0, x) = U0(x)

con U0(x) analitica in un certo dominio del piano iniziale. Sotto quali ipotesi U(t, x)
conserva l’analiticità per t > 0?

In collaborazione con Spagnolo si è mostrata la propagazione dell’analitici-
tà nel caso unidimensionale, sotto l’ipotesi che U(t, x) sia in uno spazio di Ge-
vrey d’indice s, con s <

m

m− 1
, dove m è la massima molteplicità delle radici

caratteristiche.
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Sunto. Scopo di questa comunicazione è mettere in luce il legame tra la di-
suguaglianza di Adams e opportune immersioni degli spazi di Sobolev associati in
spazi di Zygmund. Esibiremo inoltre le migliori costanti di immersione, eviden-
ziandone la relazione con le costanti ottimali di Moser e di Adams. In particolare,
presenteremo il seguente

Teorema. Sia m ≥ 2, n > m e sia Ω un dominio limitato in Rn. Indichiamo
con Wn, nm

N (Ω) lo spazio delle funzioni u ∈Wn, nm (Ω) con condizioni al bordo di tipo
Navier u = ∆u = ... = ∆[(m−1)/2]u = 0 su ∂Ω. Allora

‖u‖
Z
n−m
n
≤ γn,m‖∇mu‖ nm

per ogni u ∈Wm, nm
N (Ω), dove

γn,m =


ω
n−m
n

n ·
Γ(n−m+1

2 )

2mπ
n
2 Γ(m+1

2 )
, m dispari

ω
n−m
n

n ·
Γ(n−m2 )

2mπ
n
2 Γ(m2 )

, m pari.

La costante γn,m è ottimale.

La dimostrazione è basata su tecniche di simmetrizzazione e su un procedimento
“a cascata”: la costante γn,m, infatti, risulta essere il prodotto delle costanti ottima-
li per opportune immersione intermedie. Un controesempio dimostra l’ottimalità
della costante. Come corollario otteniamo, inoltre, una nuova dimostrazione della
disuguaglianza di Adams, ed una sua estensione al caso di funzioni con condizioni
al bordo di tipo Navier:

Teorema. Sia n > 2 e sia Ω ⊂ Rn un dominio limitato. Esiste una costante
C = C(n) > 0 tale che per ogni u ∈Wn, nm

N (Ω), soddisfacente ‖∇mu‖ n
m
≤ 1,∫

Ω

eβ|u|
n

n−m
dx ≤ C|Ω| ∀ β ≤ βn,m, dove βn,m = γ

− n
n−m

n,m
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Sunto. In questa comunicazione vogliamo descrivere un modello matematico
elementare per la diffusione e l’agglomerazione della β-amiloide (Aβ) nel cervello
affetto dalla malattia di Alzheimer (AD).

Nell’approccio qui presentato abbiamo scelto di utilizzare la seguente scala
spaziale: consideriamo una porzione dell’ippocampo della corteccia celebrale (la
regione del cervello principalmente affetta da AD) di dimensioni comparabile ad un
multiplo della taglia del soma del neurone, trascuriamo quindi sia la descrizione di
fenomeni intracellulari sia le manifestazioni cliniche della malattia “in largo”. Questa
porzione di tessuto celebrale è rappresentata da un dominio regolare Ω0 ⊂ R3

limitato e connesso, mentre i neuroni sono rappresentati da una famiglia di aperti
regolari e connessi tali che: 1) Ω̄j ⊂ Ω0 if j = 1, . . . ,M ; 2) Ω̄i ∩ Ω̄j = ∅ if i 6= j.
Consideriamo poi la funzione a valori vettoriali u = (u1, . . . , uN ), dove N ∈ N:
um = um(t, x), t ∈ R, t ≥ 0 (il tempo) e x ∈ Ω, descrive la concentrazione (molare)
di agglomerati Aβ costituiti da m monomeri, per 1 ≤ m < N − 1, mentre uN
contiene gli agglomerati Aβ con più di N − 1 monomeri.

Risulta naturale descrivere il fenomeno di agglomerazione della Aβ tramite
l’equazione di Smoluchowski, alla quale si aggiunge il classico termine di diffusione
di Fourier. Siamo quindi condotti a studiare un sistema di equazioni differenziali
del tipo

∂

∂t
um = dm∆xum − um

N∑
j=1

am,juj +
1

2

m−1∑
j=1

aj,m−jujum−j

dove dm > 0, m = 1, . . . , N e ai,j = aj,i > 0, i, j = 1, . . . , N , con opportune
condizioni di Neumann non omogenee al bordo.

Per tale sistema abbiamo dimostrato l’esistenza globale di soluzioni regolari e
fornito delle stime asintotiche di tali soluzioni.

Abbiamo poi affettuato delle simulazioni numeriche del modello che hanno
prodotti risultati in buon accordo con i più recenti dati clinici.
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Bruno Volzone: Metodi di simmetrizzazione per operatori ellittici con
Laplaciano frazionario

Bruno Volzone
Dipartimento per le Tecnologie, Università degli Studi di Napoli “Parthenope”

email: bruno.volzone@uniparthenope.it

Sunto. In questa comunicazione verranno esposte alcune applicazioni di tecni-
che di simmetrizzazione, utili alla determinazione di stime ottimali per soluzioni di
problemi al contorno ellittico associati al Laplaciano frazionario, che si presentino
nella forma

(13)

 (−∆)
α/2

u = f (x) in Ω

u = 0 on ∂Ω,

ove Ω è un aperto limitato di RN , α ∈ (0, 2) ed f ∈ Lp(Ω), con p ≥ 2N/(N + α).
L’interpretazione del Laplaciano frazionario come operatore di Dirichlet-Neumann,
introdotta in [1] e successivamente in [2], [3], risulterà fondamentale per ricondurre
lo studio del problema (1) a quello di un opportuno problema di “estensione” in un
cilindro illimitato CΩ := Ω×(0,+∞) nel semispazio RN+1

+ := RN×(+,∞). Inoltre,
tali metodi di simmetrizzazione avranno come naturale conseguenza l’ottenimento
di opportuni risultati di regolarità per la soluzione u di (1) in termini del dato f ,
che generalizzano i corrispondenti risultati per il Laplaciano classico.

I risultati qui discussi saranno oggetto del lavoro [4] di prossima pubblicazione.

Bibliografia

[1] L. Caffarelli, Luis and L. Silvestre, Luis: “An extension problem related to the
fractional Laplacian”, Comm. Partial Differential Equations, 2007.

[2] X. Cabré, J. Tan: “Positive solutions of nonlinear problems involving the square
root of the Laplacian”, 2010

[3] C. Brändle, E. Colorado, A. de Pablo: “A concave-convex elliptic problem
involving the fractional Laplacian”, 2010

[4] G. Di Blasio, V. Ferone, B. Volzone: “Symmetrization methods for some elliptic
equations involving the fractional Laplacian”, 2011
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Gabriella Zecca: Sulla continuità di soluzioni di equazioni ellittiche
degeneri nel piano

Tonia Ricciardi
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Gabriella Zecca
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email: g.zecca@unina.it

Sunto. Si studiano le proprietà di regolarità di certe soluzioni deboli con ener-
gia finita per equazioni ellittiche del tipo

div(A(x)∇u(x)) = 0,

dove A(x) = [ai,j(x)]i,j=1,2 è una matrice simmetrica a coefficienti misurabili defi-
nita in un dominio limitato Ω ⊂ R2, la quale verifica la relazione

|ξ|2

K(x)
6 〈A(x)ξ, ξ〉 6 K(x)|ξ|2 per ogni ξ ∈ R2 e per quasi ogni x ∈ Ω.

Supponendo che la funzione K : Ω→ [1,∞] sia esponenzialmente integrabile, si
dimostra che tali soluzioni risultano continue. Una stima del modulo di continuità
è ottenuta in termini delle ipotesi su K. Il risultato viene utilizzato per studiare la
regolarità delle mappe planari a distorsione finita.

Bibliografia

[1] T. Ricciardi, G. Zecca, “On the continuity of solutions to degenerate elliptic
equations in two dimensions”, (2011), sottoposto per la pubblicazione.
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Irene Benedetti: Inclusioni differenziali semilineari senza ipotesi di
compattezza

Irene Benedetti1

Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Perugia
email: irene.benedetti@dmi.unipg.it

Sunto. La comunicazione verte sullo studio di inclusioni differenziali semili-
neari del seguente tipo{

x′(t) ∈ A(t)x(t) + F (t, x(t)), for a.a. t ∈ [a, b],
Lx = M(x)

in uno spazio di Banach riflessivo E. Si assume che {A(t)}t∈[a,b] sia una famiglia
di operatori lineari tali che A(t) : D(A) ⊂ E → E, con D(A) denso in E, sia il
generatore di un operatore di evoluzione. Consideriamo il termine non lineare F
misurabile in t e semicontinuo superiormente in x rispetto alla topologia debole di
E. Inoltre assumiamo che L : C([a, b];E) → E ed M : C([a, b];E) → E siano due
operatori, il primo lineare ed il secondo sublineare, entrambi continui rispetto alla
topologia debole di C([a, b];E).

Osserviamo che queste condizioni al bordo sono molto generali e comprendono
casi tipici quali il problema di Cachy, condizioni al bordo di tipo periodico ed anti
periodico, condizioni al bordo di tipo Floquet e di tipo non locale.

I risultati proposti, contenuti in [1], si basano su teoremi di punto fisso classici.
L’originalità è contenuta principalmente nell’introduzione della topologia debole.
Contrariamente a una larga parte dei lavori presenti in letteratura, ciò ci permette
di evitare di imporre ipotesi di compattezza sia per quanto riguarda il termine
non lineare, sia per quanto riguarda l’operatore di evoluzione generato dalla parte
lineare e sia per quanto riguarda gli operatori L ed M .

Verranno in aggiunta illustrati alcune applicazioni di questi risultati allo studio
di equazioni alle derivate parziali. Dal punto di vista delle applicazioni esistono,
inoltre, esempi significativi con termini non lineari semicontinui superiormente da
E in Ew, dove con Ew si è indicato lo spazio E dotato della topologia debole. A
tale proposito, mostreremo teoremi di punto fisso originali, contenuti in [2], basati
su un’ipotesi di tipo midpoint convessità, che permettono di affrontare questi tipi
di problemi.

Bibliografia

[1] I. Benedetti, L. Malaguti, V. Taddei, Semilinear differential inclusions with
noncompact evolutions systems and applications, in preparazione;

[2] I. Benedetti, S. Bolognini, A. Martellotti, Generalization of midpoint convexity
for multivalued maps and applications to fixed point theorems, in preparazione.

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto Prin Equazioni Differenziali Ordinarie e Applicazioni
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Gabriele Bonanno: Analisi Variazionale ed Applicazioni a Problemi
Differenziali Non Lineari

Gabriele Bonanno1

Dipartimento di Scienze per l’Ingegneria e per l’Architettura, Università di
Messina

email: bonanno@unime.it

Sunto. Viene presentata una caratterizzazione della geometria del passo mon-
tano per funzionali limitati inferiormente. Precisamente, si osserva che tale geome-
tria, in questo caso, è equivalente all’esistenza di almeno due minimi locali per il
funzionale considerato. Ne segue che il classico Teorema di Ambrosetti e Rabinowi-
tz, quando il funzionale è limitato inferiormente, assicura in effetti l’esistenza di tre
punti critici. Viene inoltre presentato un teorema di esistenza di un minimo locale
per una certa classe di funzionali e vengono evidenziate alcune sue conseguenze.
Dalla combinazione delle precedenti osservazioni si determina un teorema di tre
punti critici di cui riportiamo il seguente caso particolare:

Teorema 5. Sia X uno spazio di Banach, Φ,Ψ : X → R due funzionali di
classe C1 con Φ limitato inferiormente e tali che I = Φ−Ψ è limitato inferiormente
e soddisfa la condizione di Palais-Smale. Assumiamo che Φ(0) = Ψ(0) = 0 e che
esistano r ∈ R, u ∈ X tali che supu∈Φ−1(]−∞,r]) Ψ(u) < r < Φ(u) < Ψ(u). Allora I
ammette almeno tre punti critici distinti.

Vengono infine date alcune applicazioni a problemi differenziali non lineari di
cui riportiamo il seguente esempio:

Teorema 6. Sia f : R → R una funzione continua non negativa tale che
limt→∞

f(t)
t = 0 e f(0) 6= 0. Posto F (t) =

∫ t
0
f(ξ)dξ per ogni t ∈ R, assumiamo

che esistano due costanti positive c, d con c <
√

2d, tali che F (c)
c2 < 1

4
F (d)
d2 . Allora

per ogni λ ∈
]

8d2

F (d) ,
2c2

F (c)

[
il problema

(Dλ)
{
−u′′ = λf(u) in ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0,

ammette almeno tre soluzioni classiche positive.

Bibliografia

[1] G. Bonanno: “A characterization of the mountain pass geometry for functionals
bounded from below”, preprint.

[2] G. Bonanno: “A critical point theorem via the Ekeland variational principle”,
preprint.

1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN2007 "‘Equazioni differenziali ordinarie e applicazioni"’.
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Alessandro Calamai: Oscillazioni forzate per equazioni di moto
vincolato con ritardo infinito e applicazioni al pendolo sferico

Alessandro Calamai
Dipartimento di Scienze Matematiche, Università Politecnica delle Marche

email: calamai@dipmat.univpm.it

Pierluigi Benevieri
Dipartimento di Matematica Applicata, Università di Firenze

Massimo Furi
Dipartimento di Matematica Applicata, Università di Firenze

Maria Patrizia Pera
Dipartimento di Matematica Applicata, Università di Firenze

Sunto. Consideriamo un’equazione con ritardo infinito (retarded functional
differential equation) del secondo ordine, T -periodica e dipendente da un para-
metro, su una varietà compatta senza bordo con caratteristica di Eulero-Poincaré
diversa da zero. Usando metodi topologici, basati sulla teoria dell’indice di punto
fisso per applicazioni localmente compatte negli ANR, dimostriamo un risultato di
continuazione globale di soluzioni T -periodiche di tale equazione (cfr. [1]). Come
applicazione, proviamo l’esistenza di oscillazioni forzate per equazioni con ritardo
infinito sulle sfere di dimensione pari (cfr. [2]). Illustreremo infine le difficoltà che
si incontrano rimuovendo l’ipotesi di compattezza della varietà (cfr. [3]).

Le equazioni con ritardo finito in Rn sono state studiate da diversi punti di
vista e da vari autori, si veda la monografia [5]. Ad esempio in [6] sono studia-
te le proprietà generali delle equazioni con ritardo su varietà, mentre in [4] sono
studiate le equazioni con ritardo infinito in Rn. Per quanto ne sappiamo, non ci
sono in letteratura risultati generali per equazioni con ritardo infinito su varietà
non compatte.

Bibliografia
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oscillations of constrained motion problems with infinite delay”, accettato per
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Pasquale Candito: Un nuovo approccio nello studio della molteplicità
di soluzioni per un problema non lineare

Pasquale Candito1

Dipartimento DIMET, Università degli Studi Mediterranea di Reggio Calabria
email: pasquale.candito@unirc.it

Sunto. Considerato il problema

(14) − (|u′|p−2u′)′ = λf(u) in (0, 1), u(0) = u(1) = 0,

dove p > 1, f : R → R è una funzione continua e λ è un parametro positivo, la
presente comunicazione si propone di illustrare un nuovo approccio [1], basato su
metodi variazionali [2] e di sopra e sotto soluzioni [3], per lo studio di problemi
ellittici quasilineari dipendenti da un parametro positivo. In particolare, viene
stabilita l’esistenza di un ben preciso intervallo di parametri Λ tale che, per ogni λ ∈
Λ il problema (1) ammette almeno una soluzione positiva, una negativa e un’altra
di segno variabile le cui norme in C0 si possono stimare a priori, uniformemente
rispetto a λ.

Bibliografia

[1] P. Candito, S. Carl e R. Livrea, “Muliple solutions for a quasilinear elliptic pro-
blems via critical points in open level sets and truncation principle”, sottoposto
per la pubblicazione.

[2] G. Bonanno e P. Candito, “Nonlinear difference equations through varitional
methods”. In: D.Y. GAO, D. MOTREANU. Handbook of Nonconvex Analysis
and Applications. Iternational Press of Boston, 2010.

[3] S. Carl e D. Motreanu, “Constant-sign and sign-changing solutions for nonlinear
eigenvalue problems”, Nonlinear Anal. 68 (2008), 2668–2676.

1Lavoro svolto nell’ambito dei progetti GNAMPA 2010
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Anna Capietto: Alcune osservazioni sul teorema di Mather e sugli
insiemi di Aubry-Mather

Anna Capietto
Dipartimento di Matematica, Università di Torino
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Nicola Soave
Dipartimento di Matematica e Applicazioni, Università di Milano Bicocca

Sunto. Si illustrano il teorema di Mather e le sue applicazioni alla classifica-
zione degli insiemi di Aubry-Mather. Si discute l’equivalenza di differenti nozioni
di insieme di Aubry-Mather presenti in letteratura. Infine, vengono presentate
applicazioni ad alcune classi di equazioni differenziali ordinarie in risonanza.

Bibliografia

[1] A. Capietto e N. Soave: “Some remarks on Mather’s theorem and Aubry-Mather
sets”, Commun. Appl. Anal., in stampa.
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Antonia Chinnì: Esistenza di tre soluzioni per un problema di Dirichlet
ordinario con p(x)-Laplaciano

Antonia Chinnì
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Università di Messina
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Sunto. Viene preso in esame un problema di Dirichlet ordinario del tipo:

(Dλ)

 −(|u′|p(x)−2u′)′ = λf(x, u) in ]0, 1[

u(0) = u(1) = 0

dove f :]0, 1[×lR→ lR è una funzione di Carathéodory e p ∈ C([0, 1]). Posto

• F (x, ξ) :=
∫ ξ

0
f(x, t) dt per ogni (x, ξ) ∈]0, 1[×lR,

• 1 < p− := minx∈[0,1] p(x) ≤ p(x) ≤ p+ := maxx∈[0,1] p(x) < +∞,

• γr := max{(p+r)
1

p− , (p+r)
1

p+ } per ogni r > 0,
e indicata con c0 la costante di immersione dello spazio W 1,p(x)(]0, 1[) in C0([0, 1],
si prova il seguente risultato:

Teorema. Siano verificate le seguenti condizioni:
(f1) esistono s ∈ [1, p−[ e c > 0 tali che

|f(x, t)| ≤ c(1 + |t|s−1) per ogni (x, t) ∈]0, 1[×lR;

(f2) essinfx∈ΩF (x, ξ) ≥ 0 per ogni ξ ∈ lR;
(f3) esistono r ed h in ]0,+∞[ con r < 1

2p+ min{(4h)p
−
, (4h)p

+},tali che

αr :=
1

r

∫ 1

0

sup
|ξ|≤c0γr

F (x, ξ) dx <
2p−

∫ 3
4
1
4

F (x, h) dx

max{(4h)p− , (4h)p+}
:= βh.

Allora, per ogni λ ∈] 1
βh
, 1
αr

[, il problema (Dλ) possiede almeno tre soluzioni deboli.

Bibliografia

[1] G. Bonanno, A. Chinnì: “Multiple solutions for elliptic problems involving the
p(x)- Laplacian”, in corso di stampa su Le Matematiche.

[2] G. Bonanno, A. Chinnì: “Discontinuous elliptic problems involving the p(x)-
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[3] G. Bonanno. S.A. Marano,: “On the structure of the critical set of non-
differentiable functions with a weak compactness condition”,Appl. Anal., 89,
1-10 (2010).
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Maurizio Garrione: Risultati di esistenza e molteplicità per sistemi
nonlineari piani in risonanza

Maurizio Garrione
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SISSA - International School for Advanced Studies, Trieste

Alessandro Fonda
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Trieste

Sunto. Verranno presentati recenti risultati di esistenza e molteplicità di so-
luzioni di un problema in R2 del tipo{

Ju′ = F (t, u)
u(0) = u(T ),

J =

(
0 −1
1 0

)
.

In particolare, si considererà il caso in cui F (t, u) può essere “confrontata” asintoti-
camente con gradienti di Hamiltoniane positivamente omogenee e positive (una cui
esauriente trattazione è stata data in [2]). Il più semplice modello è dato da

F (t, u) = ∇H1(u) + o(|u|), |u| → 0,

F (t, u) = ∇H2(u) + o(|u|), |u| → +∞.
Saremo interessati a situazioni in cui si verificano fenomeni di risonanza.
Nella prima parte del talk, verranno presentati i risultati di esistenza ottenuti in [3]
nel caso generale di doppia risonanza all’infinito (senza ipotesi a 0). Tali risultati si
basano sull’introduzione e sull’utilizzo di un’opportuna condizione di Landesman-
Lazer.
Nella seconda parte, verranno brevemente analizzati i legami tra alcune condizioni
di nonrisonanza (tra cui tale condizione di Landesman-Lazer) e i rotation num-
bers di soluzioni “piccole” e/o “grandi” (in norma euclidea) di Ju′ = F (t, u). Con
opportune combinazioni di tali condizioni, sarà possibile utilizzare il teorema di
Poincaré-Birkhoff per fornire risultati fini di molteplicità (si veda [1]).

Bibliografia

[1] A. Boscaggin and M. Garrione, Resonance and rotation numbers for planar
Hamiltonian systems: Multiplicity results via the Poincaré-Birkhoff theorem, in
corso di stampa in Nonlinear Analysis TMA.

[2] A. Fonda, Positively homogeneous Hamiltonian systems in the plane, J.
Differential Equations 200 (2004), 162–184.

[3] A. Fonda and M. Garrione, Double resonance with Landesman-Lazer conditions
for planar systems of ordinary differential equations, J. Differential Equations
250 (2011), 1052–1082.



686 S3: Equazioni differenziali ordinarie

Roberto Livrea: Esistenza e molteplicità di soluzioni periodiche per
una classe di sistemi Hamiltoniani

Roberto Livrea1
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Sunto. La presente comunicazione si propone di presentare alcuni risultati
dedicati allo studio della seguente classe di sistemi Hamiltoniani

(15)
{
−ü+A(t)u = λb(t)∇G(u) q.o. in [0, T ]
u(T )− u(0) = u̇(T )− u̇(0) = 0,

dove T > 0, N ≥ 1, A(t) ∈ SN (R), per ogni t ∈ [0, T ], b ∈ L1([0, T ]), G ∈ C1(RN )
e λ è un parametro positivo.

In particolare, sfruttando la struttura variazionale del problema (1), attraverso
differenti gruppi di ipotesi sulla funzione G, si studierà l’esistenza ovvero la molte-
plicità di soluzioni periodiche (eventualmente infinite). In taluni casi, le soluzioni
saranno garantite senza fare ricorso ad alcuna condizione asintotica all’infinito su
G. L’approccio adottato si basa su alcuni teoremi di punto critico per funzionali
regolari.

Bibliografia

[1] G. Bonanno e P. Candito: “Non-differentiable functionals and applications to
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Luisa Malaguti: Equazioni di evoluzione multivoche semilineari con
argomenti ritardati contenuti nel termine nonlineare
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Sunto. Questa comunicazione verte sullo studio di equazioni di evoluzione
multivoche semilineari del tipo

x′(t) +A(t)x(t) ∈ F (t, xt), t ∈ [a, b], x ∈ E
in un arbitrario spazio di Banach E. Si assume che il termine non lineare F sia
misurabile in t e, nella maggior parte dei casi, semi-continuo superiormente e di-
pendente da un argomento ritardato nel secondo argomento. Si suppone, inoltre,
che F verifichi una ipotesi di crescita molto generale che le permette, in particola-
re, di essere superlineare nel suo secondo argomento. Quando si prende una parte
lineare A(t) : D(A) → E con D(A) ⊂ E denso in E e tale che {A(t)}t∈[a,b] sia
il generatore di un operatore di evoluzione fortemente continuo viene discussa la
presenza di soluzioni del tipo mild. Nel caso, invece, in cui A(t) : E → E sia
lineare e limitata per ogni t e Bochner integrabile in [a, b], si mostra l’esistenza di
soluzioni classiche cioè assolutamente continue. I risultati proposti, contenuti in
[1], si basano, principalmente, su un principio di continuazione per mappe conden-
santi e sono nuovi anche in assenza di termini di ritardo all’interno del processo. Il
metodo di indagine utilizzato richiede il verificarsi di una proprietà di trasversalità,
che viene qui ottenuta mostrando l’esistenza di opportuni bound set nello spazio E.
La discussione si completa con l’illustrazione di alcune applicazioni allo studio di
soluzioni del tipo Filippov di equazioni alle derivate parziali di reazione-diffusione
che contengono discontinuità del tipo salto.

Bibliografia

[1] S. Cecchini, L. Malaguti, Multivalued semilinear evolution equations with
Carathéodory retarded nonlinearities, preprint.

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto Prin "Equazioni Differenziali Ordinarie e
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Serena Matucci: Esistenza e sviluppo asintotico delle soluzioni
decrescenti per sistemi di equazioni differenziali nonlineari del secondo

ordine accoppiate

Serena Matucci
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email: serena.matucci@unifi.it

Sunto. Si considerano sistemi di equazioni differenziali del secondo ordine,
nonlineari, del tipo

(16)

{
(p(t)|y′|α−1y′)′ = ϕ(t)F (z)

(q(t)|z′|β−1z′)′ = ψ(t)G(y),

dove α, β sono costanti positive, p, q, ϕ, ψ sono funzioni continue e positive definite
su [a,∞), a ≥ 0, e F,G sono funzioni continue su R tali che uF (u) > 0, uG(u) > 0
per ogni u 6= 0. Sotto l’ipotesi che F e G siano funzioni a variazione regolare in
zero, di indici rispettivamente λ e µ, con αβ > λµ (caso sub-omogeneo), mediante
un approccio topologico ed opportune disuguaglianze integrali, si prova l’esistenza
di soluzioni singolari e si determinano condizioni per l’esistenza di soluzioni proprie
positive decrescenti, distinguendo i casi di limite zero e non zero per le componenti.
Nel caso di una soluzione con entrambe le componenti positive e decrescenti a
zero, mediante la teoria delle funzioni di Karamata, si determina inoltre la formula
asintotica per le componenti, assumendo che i coefficienti ϕ,ψ in (1) siano funzioni
a variazione regolare in zero. Tali risultati sono stati ottenuti in collaborazione
con Pavel Řehák, dell’Istituto di Matematica dell’Accademia delle Scienze della
Rep. Ceca.

Bibliografia

[1] T. Kusano, T. Tanigawa, On the structure of positive solutions of a class of
fourth order nonlinear differential equations, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 185
(2006), 521–536.

[2] S. Matucci, P. Řehák, Asymptotic formula for decreasing solutions to coupled
nonlinear differential systems, sottoposto per la pubblicazione.

[3] M. Naito, Existence of positive solutions of higher-order quasilinear ordinary
differential equations, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 186 (2007), 59–84.
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Giovanni Molica Bisci: Alcuni risultati di esistenza per certe classi di
problemi variazionali

Giovanni Molica Bisci
Università Mediterranea di Reggio Calabria

email: gmolica@unirc.it

Sunto. Nella comunicazione verranno presentati alcuni recenti risultati otte-
nuti in collaborazione con G. Bonanno e V. Rădulescu sull’esistenza e molteplicità
di soluzioni per alcune classi di problemi differenziali non-lineari. Precisamente si
considereranno:

a) Problemi coinvolgenti operatori sotto forma di divergenza; v. [3], [5] e [6].
b) Risultati di esistenza per equazioni su varietà Riemanniane compatte

senza bordo con applicazioni ad equazioni di tipo Emden-Fowler; v. [4].
c) Equazioni su domini frattali coinvolgenti il laplaciano debole; v. [7].

L’approccio adottato è di tipo variazionale ed è prevalentemente basato su
teoremi di punto critico contenuti nei lavori [1] e [2].

Bibliografia

[1] G. Bonanno e S.A. Marano, On the structure of the critical set of non-
differentiable functions with a weak compactness condition, Appl. Anal. 89
(2010), 1–10.

[2] G. Bonanno e G. Molica Bisci, Infinitely many solutions for a boundary value
problem with discontinuous nonlinearities, Bound. Value Probl. 2009 (2009),
1–20.

[3] G. Bonanno, G. Molica Bisci e V. Rădulescu, Infinitely many solutions for a
class of nonlinear eigenvalue problems in Orlicz-Sobolev spaces, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 349 (2011) 263–268.

[4] G. Bonanno, G. Molica Bisci e V. Rădulescu, Multiple solutions of generali-
zed Yamabe equations on Riemannian manifolds and applications to Emden-
Fowler problems, Nonlinear Anal. Real World Appl. (2011), 1–10, DOI
10.1016/jonrwa.2011.03.012.

[5] G. Bonanno, G. Molica Bisci e V. Rădulescu, Arbitrarily small weak solutions
for a nonlinear eigenvalue problem in Orlicz-Sobolev spaces, Monatsh Math.
(2011), 1–14, DOI 10.1007/s00605-010-0280-2.

[6] G. Bonanno, G. Molica Bisci e V. Rădulescu, Existence of three solutions for
a non-homogeneous Neumann problem through Orlicz-Sobolev spaces, Nonlinear
Anal. (2011), in corso di stampa.

[7] G. Bonanno, G. Molica Bisci e V. Rădulescu, Variational analysis for a
nonlinear elliptic problem on the Sierpiński gasket, (preprint), 2011, 1–16.
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Franco Obersnel1: Soluzioni eterocline per l’equazione della curvatura
prescritta

Denis Bonheure
Département de Mathématique, Université Libre de Bruxelles

Franco Obersnel1
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Trieste

email: obersnel@units.it

Pierpaolo Omari1

Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Trieste

Sunto. Si discute l’esistenza di soluzioni eterocline dell’equazione delle curva-
tura prescritta

−
(
u′/
√

1 + u′2
)′

= f(t, u)

per mezzo di tecniche variazionali nello spazio delle funzioni a variazione localmente
limitata, sotto varie configurazioni del secondo membro f dell’equazione.

Bibliografia

[1] F. Obersnel, P. Omari: Multiple bounded variation solutions of a periodically
perturbed sine-curvature equation, Comm. Contemporary Math. (2011), in
stampa.

[2] D. Bonheure, F. Obersnel and P. Omari: Heteroclinic solutions of the prescribed
curvature equation (2011), preprint.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto di ricerca GNAMPA “Soluzioni periodiche di equazioni
differenziali non lineari”
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Pierpaolo Omari: Soluzioni periodiche dell’equazione della curvatura
prescritta

Franco Obersnel
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Trieste

Pierpaolo Omari1

Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Trieste
email: omari@units.it

Sunto. Si discute l’esistenza, la molteplicità e la regolarità delle soluzioni
periodiche dell’equazione delle curvatura prescritta

−
(
u′/
√

1 + u′2
)′

= f(t, u),

sotto varie configurazioni del secondo membro f dell’equazione.
In particolare si studia il caso in cui f interagisce con il principio dello spettro

dell’operatore 1-Laplaciano con condizioni di periodicità.

Bibliografia

[1] F. Obersnel, P. Omari: Multiple bounded variation solutions of a periodically
perturbed sine-curvature equation, Comm. Contemporary Math. (2011), in
stampa.

[2] F. Obersnel, P. Omari: The periodic problem for curvature-like equations with
asymmetric perturbations (2011), preprint.

[3] F. Obersnel, P. Omari: Existence, regularity and stability properties of periodic
solutions of the prescribed curvature equation in the presence of lower and upper
solutions (2011), preprint.

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto G.N.A.M.P.A.,“Soluzioni periodiche di alcune classi
di equazioni differenziali ordinarie” e del P.R.I.N. “Equazioni differenziali ordinarie e applicazioni”.
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Duccio Papini: Soluzioni periodiche di equazioni differenziali
non-lineari con condizioni al bordo oblique

Walter Allegretto
Department of Mathematical and Statistical Sciences, University of Alberta,

Canada

Duccio Papini
Dipartimento di Ingegneria dell’Informazione, Università degli Studi di Siena

email: papini@dii.unisi.it

Sunto. Si studia l’esistenza di soluzioni periodiche positive di equazioni diffe-
renziali ellittiche e paraboliche con condizioni al bordo oblique e dinamiche e con
termini non lineari di tipo non-locale. I risultati sono ottenuti attraverso teoremi di
punto fisso, l’uso del grado topologico e delle proprietà di problemi ellittici lineari
ausiliari con condizioni al bordo naturali e parte principale non necessariamente
simmetrica. Come ulteriore conseguenza dello studio effettuato si ottengono anche
stime dell’autovalore principale per operatori ellittici non simmetrici.
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Pasquale F. Pizzimenti: Soluzioni positive per problemi differenziali
non lineari

Pasquale F. Pizzimenti
Dipartimento di Matematica, Università di Messina

email: ppizzimenti@unime.it

Sunto. Si presentano alcuni recenti risultati di esistenza di soluzioni non ba-
nali per problemi differenziali non lineari, ottenuti utilizzando un approccio basato
su un teorema di minimo locale per funzionali differenziabili, senza richiedere al-
cuna condizione asintotica sul termine non lineare né in zero né all’infinito. Come
conseguenza, viene enunciato un risultato di molteplicità di soluzioni per i problemi
considerati.

Come caso particolare del Teorema principale si enuncia il seguente.

Teorema. Sia g : R → R una funzione continua non negativa e si ponga

G(t) =

∫ t

0

g(ξ)dξ per ogni t ∈ R. Si assuma che

lim sup
t→0+

G(t)

tp
= +∞.

Allora, per ogni λ ∈ ]0, λ0[,

dove λ0 = k0 sup
c∈]0,+∞[

cp

G(c)
e k0 =

Nπ
p
2

p
[
m(Ω)Γ(1 + N

2 )
] p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

, il problema

(ADλ)
{
−∆pu = λg(u) in Ω
u = 0 on ∂Ω,

dove Ω è un aperto limitato e non vuoto dello spazio (RN , | · |), N ≥ 1, con frontiera
di classe C1, ∆pu = div

(
|∇u|p−2∇u

)
, con p > N e λ è un parametro reale positivo,

ammette almeno una soluzione debole positiva. Inoltre, si assuma che g(0) 6= 0 e
0 < µG(t) ≤ tg(t) per ogni |t| ≥ r, per qualche r > 0 e per qualche µ > p.
Allora, per ogni λ ∈ ]0, λ0[, il problema (ADλ) ammette almeno due soluzioni deboli
positive.

Bibliografia

[1] G. Bonanno, A critical point theorem via the Ekeland variational principle,
preprint.

[2] G. Bonanno and P. F. Pizzimenti, Neumann boundary value problems with not
coercive potential, Mediterr. J. of Math., in corso di stampa.

[3] G. Bonanno and P. F. Pizzimenti, Existence results for nonlinear elliptic
problems, preprint.

[4] P. F. Pizzimenti and A. Sciammetta, Existence results for a quasi-linear
differential problem, "Le matematiche", 2011, in corso di stampa.
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Paola Rubbioni: Inclusioni differenziali lineari con condizioni nonlocali
in spazi di Banach

Paola Rubbioni
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Perugia

email: rubbioni@dmi.unipg.it

Tiziana Cardinali
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Perugia

Sunto. In uno spazio di Banach E, consideriamo l’inclusione differenziale se-
milineare

x′(t) ∈ A(t)x(t) + F (t, x(t))

soggetta alla condizione nonlocale

x(0) + θ(x) = x0 ∈ E ,

ove {A(t)}t∈[0,b] è una famiglia di operatori lineari che genera un sistema d’evo-
luzione, F : [0, b] × E ( E è una mappa multivoca che verifica la proprietà di
Scorza-Dragoni nel senso della semicontinuità inferiore e θ : C([0, b], E) → E è
un’opportuna funzione.

In questa comunicazione discutiamo l’esistenza di soluzioni mild e la control-
labilità per il suddetto problema. Affrontiamo inoltre il problema dell’esistenza di
soluzioni mild nel caso impulsivo, richiedendo cioè che dette soluzioni verifichino
l’ulteriore proprietà

x(t+i ) := lim
s→t+

x(s) = x(ti) + Ii(x(ti)) , i = 1, · · · , p ,

ove 0 = t0 < t1 < · · · < tp < tp+1 = b e Ii : E → E, i = 1, · · · , p.
Nelle dimostrazioni facciamo uso di teoremi di esistenza di punti fissi e di teore-

mi di esistenza di selettori; fra questi ultimi un ruolo rilevante è svolto dal teorema
di selezione provato in [3].

I risultati esposti sono contenuti negli articoli [1] e [2].

Bibliografia

[1] T. Cardinali, P. Rubbioni: “Impulsive mild solutions for semilinear differen-
tial inclusions with nonlocal conditions in Banach spaces”, sottoposto per la
pubblicazione.

[2] T. Cardinali, F. Portigiani, P. Rubbioni: “Nonlocal Cauchy problems and their
controllability for semilinear differential inclusions with lower Scorza-Dragoni
nonlinearities”, Czech. Math. Jour. 61, 1, 225-245 (2011).

[3] T. Cardinali, F. Portigiani, P. Rubbioni: “Local mild solutions and impulsive
mild solutions for semilinear Cauchy problems involving lower Scorza-Dragoni
multifunctions”, Topol. Methods Nonlinear Anal. 32, 247-259 (2008).
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Angela Sciammetta: Su problemi di Neumann con p-Laplaciano

Angela Sciammetta
Dipartimento di Matematica, Università di Messina

email: asciammetta@unime.it

Sunto. Nella presente comunicazione vengono esaminati alcuni risultati di esi-
stenza e molteplicità di soluzioni per problemi differenziali non lineari con condi-
zioni di Neumann. Precisamente, siano: α ∈ L1([0, 1]) tale che α(x) ≥ 0 per q.o.
x ∈ [0, 1], α 6≡ 0, g : R → R una funzione continua e non negativa, p > 1 e λ un
parametro reale positivo. Si studia il problema

(ANλ)
{
−(|u′|p−2

u′)′ + |u|p−2
u = λα(x)g(u) in [0, 1]

u′(0) = u′(1) = 0.

L’approccio si basa sui metodi variazionali. Un caso particolare è il seguente.

Teorema. Assumiamo che

lim sup
ξ→0+

G(ξ)

ξp
= +∞, lim sup

ξ→+∞

G(ξ)

ξp
= 0,

dove G(ξ) =
∫ ξ

0
g(t)dt, per ogni ξ ∈ R. Inoltre supponiamo che esistano due costanti

positive c̄, d̄, con c̄ < 2
p−1
p d̄, tale che

G(c̄)

c̄p
<

1

2p−1

G(d̄)

d̄p
.

Allora, per ogni λ ∈
]

1

p‖α‖1
d̄p

G(d̄)
,

1

p2p−1‖α‖1
c̄p

G(c̄)

[
, il problema (ANλ) ammette

almeno tre soluzioni deboli positive.

Bibliografia

[1] G. Bonanno, A critical point theorem via the Ekeland variational principle,
preprint.

[2] G. Bonanno, P. Pizzimenti, Neumann boundary value problems with not coercive
potential, Mediterr. J. Math., in corso di stampa.

[3] G. Bonanno, A. Sciammetta, An existence result of one non-trivial solution for
two point boundary value problems, Bull. Aust. Math. Soc., in corso di stampa.

[4] G. Bonanno, A. Sciammetta, Existence resuls to Neumann problems for elliptic
equations involving the p-Laplacian, preprint.

[5] P. Pizzimenti, A. Sciammetta, Existence results for a quasi-linear differential
problem, Le Matematiche, in corso di stampa.



696 S3: Equazioni differenziali ordinarie

Marco Spadini: Oscillazioni forzate su una classe di varietà
differenziabili definite implicitamente

Marco Spadini
Dipartimento di Sistemi e Informatica, Università degli Studi di Firenze

email: marco.spadini@unifi.it

Sunto. Talvolta, nello studio delle soluzioni armoniche di perturbazioni perio-
diche di equazioni differenziali ordinarie e funzionali autonome su varietà differen-
ziabili, entra in gioco il grado (detto anche caratteristica o rotazione) di un campo
vettoriale associato all’equazione non perturbata. (Si vedano ad esempio [4, 5, 6]
ed i riferimenti ivi contenuti.) Quando la varietà non è conosciuta esplicitamente o
risulta difficile da esplicitare, il computo di tale grado può risultare non immediato.
Nel caso in cui la varietà ambiente sia definita implicitamente come l’insieme di zeri
di una funzione liscia dotata di opportune proprietà, esiste una formula, ottenuta
in [7], che permette di semplificare questo problema riducendo il calcolo del grado
di un campo vettoriale a quello del grado di Brouwer di una certa mappa costruita
esplicitamente. Questa formula trova naturale applicazione ai problemi di oscilla-
zioni forzate in varie situazioni. Descriverò brevemente alcune di queste nel caso
di equazioni del primo ordine con e senza ritardo [1, 2, 3, 7], e del secondo ordine
(attuale soggetto di studio in collaborazione con A. Calamai).

Bibliografia

[1] L. Bisconti, M. Spadini, On a class of differential-algebraic equations with
infinite delay. Preprint, arXiv:1104.0141v1 [math.CA].

[2] A. Calamai, Branches of harmonic solutions for a class of periodic differential-
algebraic equations. Apparirà in Comm. App. Analysis.

[3] A. Calamai, M. Spadini, Branches of forced oscillations for a class of constrained
ODEs: a topological approach. Sottoposto per la pubblicazione.

[4] M. Furi, M. P. Pera, M. Spadini, The fixed point index of the Poincaré operator
on differentiable manifolds, Handbook of topological fixed point theory, Brown
R. F., Furi M., Górniewicz L., Jiang B. (Eds.), Springer, 2005.

[5] M. Furi, M. P. Pera, M. Spadini, Periodic solutions of functional differential
perturbations of autonomous differential equations on manifolds. Apparirà in
Comm. Appl. Analysis.

[6] M. Furi, M. Spadini, Branches of forced oscillations for periodically perturbed
autonomous second order ODE’s on manifolds, J. of Differential Equations 154
(1999), 96–106.

[7] M. Spadini, A note on topological methods for a class of Differential-Algebraic
Equations. Nonlinear Analysis 73 (2010), 1065–1076.



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 697

Valentina Taddei: Inclusioni semilineari di evoluzione con regolarità
debole: teoremi di esistenza e applicazioni

Irene Benedetti
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Perugia
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Dipartimento di Scienze e Metodi dell’Ingegneria, Università di Modena e Reggio
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Valentina Taddei
Dipartimento di Matematica Pura e Applicata, Università di Modena e Reggio

Emilia
email: valentina.taddei@unimore.it

Sunto. Studiamo l’esistenza di soluzioni classiche per problemi di Cauchy e di
Floquet associati ad un’inclusione di evoluzione semilinare in uno spazio di Banach
riflessivo e separabile del seguente tipo

x′ ∈ A(t, x)x+ F (t, x), for a.a. t ∈ [a, b].

Assumiamo ipotesi di regolarità nella variabile di stato di tipo debole, sia per il
termine lineare che per quello non lineare. I risultati che otteniamo si basano
su un metodo originale che fa uso della topologia debole dello spazio di Sobolev
W 1,p([a; b];E) e di teoremi di punto fisso e principi di continuazione in spazi di
Fréchet. Ciò permette di evitare completamente l’uso di misure di non compattez-
za, di trattare il caso di soluzioni multiple del problema omogeneo associato e di
considerare ipotesi di crescita rispetto alla variabile di stato piú generali. Alcune
applicazioni ad equazioni integro-differenziali provenienti da modelli di dispersione
della popolazione completano la discussione.

Bibliografia

[1] I.Benedetti-L.Malaguti-V.Taddei: " Multivalued semilinear equations with
weak upper semicontinuous superlinear nonlinearities", Jour. Math. An. Appl.
368 (2010), 90-102.

[2] I.Benedetti-L.Malaguti-V.Taddei: "B.v.p. for differential inclusions in Fréchet
spaces with multiple solutions of the homogeneous problem", Math. Bohem.
(2011).

[3] I.Benedetti-L.Malaguti-V.Taddei: "Two-points b.v.p. for multivalued equations
with weakly regular r.h.s. ", Nonlin. An. (2011).
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Elisabetta Tornatore: Esistenza e molteplicità di soluzioni per problemi
differenziali non lineari con condizioni miste

Diego Averna
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Elisabetta Tornatore
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Palermo
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Sunto. Usando recenti teoremi di punto critico, si esamina il seguente proble-
ma di Sturm-Liouville con le condizioni miste al bordo{

−(pu′)′ + qu = λf(t, u) in I =]a,b[
u(a) = u′(b) = 0

dove λ è un parametro positivo, f : [a, b]×R→ R è una funzione L2-Carathéodory
e p, q ∈ L∞([a, b]) tali che

p0 = ess inf
t∈[a,b]

p(t) > 0, q0 = ess inf
t∈[a,b]

q(t) ≥ 0.

Assumendo un opportuno comportamento oscillante all’infinito del termine non-
lineare f si prova l’esistenza di infinite soluzioni per ogni λ appartenente ad un
opportuno intervallo, inoltre sotto un altro set di ipotesi sul termine non lineare si
prova l’esistenza di almeno tre soluzioni.

Bibliografia

[1] D. Averna - N. Giovannelli - E. Tornatore, Existence of three solutions for a
mixed boundary value problem, preprint.

[2] D. Averna - S. M. Buccellato - E. Tornatore, On a mixed boundary value problem
involving the p-Laplacian, Matematiche (Catania) 66 (2011) , n. 1.

[3] G. Bonanno - G. Molica Bisci, Infinitely many solutions for a boundary value
problem with discontinuous nonlinearities, Bound. Value Probl. 2009 (2009),
1-20.

[4] G. Bonanno - S. A. Marano, On the structure of the critical set of non-
differentiable functions with a weak compactness condition, Appl. Anal. 89
(2010) n. 1, 1 – 10.

[5] G. Bonanno - E. Tornatore, Infinitely many solutions for a mixed boundary
value problem, Ann. Polon. Math. 99 (2010) n. 3, 285–293.
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Fabio Zanolin: Punti fissi per funzioni della corona circolare e
applicazioni a sistemi piani non conservativi
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email: fabio.zanolin@uniud.it

Sunto. Si presentano alcuni risultati recenti che riguardano lo studio delle
“twist maps” definite su insiemi piani omeomorfi ad una corona circolare (anello)

A := {(x, y) | a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2}.
Un risultato classico in tale ambito è il teorema di Poincaré-Birkhoff che afferma
l’esistenza di almeno due punti fissi per un omeomorfismo di A che preserva le aree e
ruota la circonferenza interna e quella esterna di A in direzioni opposte. Tipiche ap-
plicazioni di tale teorema riguardano l’esistenza di soluzioni periodiche (armoniche
e sub-armoniche) per sistemi Hamiltoniani piani a coefficienti periodici. Si presen-
tano alcune recenti varianti di tale teorema che permettono di fornire applicazioni
anche a sistemi piani non conservativi e che sono basate sull’esistenza di punti fissi
che sono stabili per piccole perturbazioni. In tale direzione si esamineranno anche
alcune possibili connessioni con il problema della biforcazione di orbite periodiche
e l’esistenza di dinamiche caotiche.
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Fabio Bagagiolo: Su di un problema di visita ottima

Fabio Bagagiolo
Dipartimento di Matematica, Università di Trento

email: bagagiol@science.unitn.it

Sunto. In questa comunicazione si considera un problema di controllo ottimo
che consiste nel minimizzare il tempo per raggiungere (visitare) un numero fissato di
insiemi targets distinti, in particolare più di un target. Tale problema è ovviamente
reminiscente del famoso problema del “commesso viaggiatore” e porta con sé tutte
le sue difficoltà computazionali. Il nostro scopo è quello di applicare tecniche di
programmazione dinamica per poter caratterizzare la funzione valore del problema
come l’unica soluzione di viscosità di un’opportuna equazione di Hamilton-Jacobi.
A tal fine introduciamo alcune “variabili esterne” (una per target) che, in un qualche
senso, tengono in memoria il fatto se il corrispondente target sia già stato visitato
oppure no. Trasformiamo poi il problema in un problema del tipo di Mayer per
le nuove variabili estese. Questo permette di superare la difficoltà dovuta al fatto
che per il problema iniziale non vale il Principio della Programmazione Dinamica.
Le variabili esterne evolvono secondo un’opportuna legge di isteresi e l’equazione
di Hamilton-Jacobi risulta essere discontinua.

I risultati qui riportati sono ottenuti in collaborazione con Michela Benetton.

Bibliografia

[1] F. Bagagiolo, M. Benetton: “About an optimal visiting pro-
blem”, Preprint UTM 743 Matematica, University of Trento, 2010
(http://eprints.biblio.unitn.it/archive/00001963/).
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Annalisa Baldi: Un approccio variazionale alle forme differenziali in
gruppi di Carnot
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Bruno Franchi
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Sunto. Recentemente M. Rumin, in una serie di lavori (si veda ad esempio [5]),
ha sviluppato una teoria delle forme differenziali intrinseche in gruppi di Carnot,
definendo un opportuno sottocomplesso del complesso di de Rham, e un operatore
differenziale dc che agisce tra queste classi, che sono, in senso opportuno, associate
in modo naturale con la struttura di gruppo di Carnot.

L’operatore dc è, in generale, un operatore differenziale di ordine più alto di
1 (ad esempio, quando dc agisce sulle 1-forme intinseche nel primo gruppo di Hei-
senberg H1 è un operatore di ordine 2). Questa proprietà può essere letta come la
controparte, in termini di forme differenziali, del “gap” tra la dimensione omogenea
del gruppo e la dimensione di Rn come varietà.

In un gruppo di Carnot libero di passo κ, sia le 1-forme differenziali intrinseche
che il loro differenziale intrinseco dc appaiono naturalmente come limiti di “usu-
ali” differenziali riemanniani dε, ε > 0. Più in dettaglio, nel lavoro [1] proviamo
che l’energia L2 associata ε−κdε sulle 1-forme Γ-converge all’energia associata al
differenziale di Rumin dc, per ε → 0 e nel lavoro [2] estendiamo questo risultato e
mostriamo che il funzionale dell’energia associato alle equazioni di Maxwell classiche
in Rn Γ-converge all’energia associata ad un’equazione di Maxwell “intrinseca” in
un gruppo di Carnot.
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Sunto. Siano Ω e Ω′ domini di R2 diremo che un omemorfismo f : Ω
onto−→ Ω′

appartenente allo spazio W 1,1
loc (Ω;R2) è un W 1,1-omeorfismo. Se anche l’inversa

f−1 è un W 1,1-omeorfismo, diremo che f è una mappa bi-Sobolev. Per il Teore-
ma di Gehring-Lehto osserviamo che un W 1,1-omeomorfismo è differenziabile q.o..
Adottando le notazioni:

f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) con(x, y) ∈ Ωf−1(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) con (u, v) ∈ Ω′

allora f mappa bi-Sobolev equivale a richiedere che:

(17) ux, uy, vx, vy ∈ L1
loc(Ω) e xu, xv, yu, yv ∈ L1

loc(Ω′).

In [2] e [3] è contenuto il seguente risultato per le mappe bi-Sobolev:

Teorema 7. Se f : Ω
onto−→ Ω′ è una mappa bi-Sobolev, allora

(18)
∫

Ω

|Df | dz =

∫
Ω ′

∣∣Df−1
∣∣ dw.

Nello stesso spirito in [1], lavoro in collaborazione con Patrizia Di Gironimo,
Carlo Sbordone e Roberta Schiattarella, abbiamo dimostrato alcune identità per
mappe che appartengono a W 1,1. Più precisamente

Teorema 8. Sia f = (u, v) : Ω ⊂ R2 onto−→ Ω′ ⊂ R2 un omeomorfismo la cui
inversa è f−1 = (x, y). Se u, v ∈W 1,1

loc (Ω), allora x, y ∈ BVloc(Ω′) e

(19) |∇y| (Ω′) =

∫
Ω

∣∣∣∣∂f∂x (z)

∣∣∣∣ dz
(20) |∇x| (Ω′) =

∫
Ω

∣∣∣∣∂f∂y (z)

∣∣∣∣ dz.
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Sunto. I modelli di apprendimento supervisionato per la classificazione di dati
sono applicabili in molti campi scientifici e tecnologici, tra i quali l’economia, l’in-
gegneria e la medicina. Tra i vari algoritmi per l’apprendimento supervisionato ci
sono le così dette Support Vector Machines (SVM) [1], che presentano a loro van-
taggio delle performance accurate e tempi di addestramento molto brevi. Le SVM
si basano sulla teoria dell’apprendimento statistico e forniscono una soluzione ad un
problema di classificazione mediante la risoluzione di un problema di ottimizzazione
quadratica vincolato. Esse sono inoltre applicabili a problemi in cui i dati non sono
linearmente separabili attraverso l’uso di funzioni kernel.

Una delle principali limitazioni delle SVM risiede nella gestione di set di dati
soggetti a modifiche nel tempo; le tecniche attualmente in uso non sono in grado
di gestire dinamicamente tali modifiche per le quali è necessario ripetere da capo il
processo di apprendimento. E’ chiara la necessità di usare tecniche capaci di estrarre
il nuovo contenuto informativo derivante da un eventuale upgrade dei dati. A tale
riguardo è di interesse l’utilizzo di modelli incrementali [2,3] i quali saranno oggetto
di questa comunicazione sia dal punto di vista teorico che da quello applicativo.
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Giuseppe Floridia: Controllabilità moltiplicativa approssimata di
equazioni paraboliche degeneri con applicazioni alla climatologia
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Sunto. In questa comunicazione siamo interessati allo studio delle proprietà
di controllabilità del problema non-lineare di Cauchy-Neumann

ut − (a(x)ux)x = α(t, x)u+ f(t, x, u) in QT = (0, T )× (−1, 1)

a(x)ux(t, x)|x=±1 = 0 t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (−1, 1) ,

con controlli bilineari α(t, x) ∈ L∞(QT ), dato iniziale u0 ∈ L2(−1, 1) e con f(t, x, u)
funzione di Carathéodory su QT ×R con andamento superlineare in u. Il problema
è fortemente degenere, nel senso che il coefficiente di diffusione a ∈ C1([−1, 1]), a
è positivo su (−1, 1) e si annulla in ±1; inoltre 1

a è supposto ammettere primitive
integrabili in (−1, 1). Si può osservare che nel caso particolare in cui a(x) = 1−x2,
la parte principale dell’operatore del precedente problema coincide con quella del
modello climatologico unidimensionale di Budyko-Sellers. Recentemente abbiamo
ottenuto risultati che garantiscono la globale non negativa controllabilità appros-
simata del sistema. È stato quindi provato che il precedente sistema può essere
portato in L2(−1, 1) da un qualsiasi stato iniziale non nullo e non negativo in un
qualsiasi intorno di un qualunque stato finale (target-state) non negativo, mediante
controlli bilineari statici. Inoltre, il precedente risultato è stato esteso rilassando la
condizione di segno sullo stato iniziale u0.

Parole chiave: controllabilità approssimata, equazioni paraboliche degeneri,
controllo bilineare

AMS classificazione: 35K65, 93B05, 34B24
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1Lavoro svolto nell’ambito del GDRE CONEDP. Gli autori ringraziano l’Institut Henri Poin-
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“Control of Partial and Differential Equations and Applications” (Ottobre-Dicembre 2010).



706 S4: Calcolo delle variazioni, teoria del controllo e ottimizzazione

Nunzia Gavitone: La disuguaglianza isoperimetrica relativa nel piano:
il caso anisotropo
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Sunto. Sia Ω un aperto limitato e connesso di R2, con frontiera Lipschitzia-
na. La classica disuguaglianza isoperimetrica relativa afferma che per ogni insieme
misurabile E ⊆ Ω

(P) P 2(E; Ω) ≥ C min{|E|, |Ω \ E|},
dove |E| denota la misura di Lebesgue di E e P (E; Ω) è l’usuale perimetro di E
relativo a Ω. Alcuni problemi naturali collegati a (P) sono quelli di determinare la
costante ottimale C(Ω), provare che essa è assunta e caratterizzare i minimi. Se Ω è
un cerchio, in [V.G. Maz’ja, Springer, 1985] è provato che C(Ω) = 8/π ed è assunta
sui semicerchi. Più in generale, in [A. Cianchi, B.U.M.I., 1989] è provato che se Ω è
convesso, C(Ω) è assunta ed esiste un minimo convesso di misura |Ω|/2; inoltre ogni
minimo E è tale che ∂E ∩ Ω è un arco di circonferenza o un segmento ortogonale
a ∂Ω. In [1] abbiamo generalizzato tali risultati quando in (P) si considera un
perimetro “anisotropo”, definito per un insieme E ⊆ R2 con frontiera regolare come
PH(E; Ω) =

∫
∂E∩Ω

H(νE)dH1, dove H è una norma in R2 e νE è la normale esterna
a ∂E. Sotto opportune ipotesi su H in [1] abbiamo provato una disuguaglianza tipo
(P) per il perimetro anisotropo. Inoltre, denotando con CH(Ω) la migliore costante,
e ricordando che il Wulff shape è l’insieme W = {(x, y) ∈ R2 : Ho(x, y) < 1}, dove
Ho è la polare di H, i risultati ottenuti possono essere riassunti nel seguente

Teorema. Sia Ω una aperto limitato e convesso del piano. Allora CH(Ω) è un
minimo, esiste un minimo convesso con misura uguale a |Ω|/2 e ogni altro minimo
E ha le seguenti proprietà:
(a) ∂E ∩Ω è omotetico a un arco di Wulff (ossia un arco di ∂W ) o è un segmento
e né E né Ω \ E sono omotetici al Wulff shape;
(b) Sia T uno dei punti terminali di ∂E ∩Ω. Allora T è un punto regolare per ∂Ω
e in T vale la condizione d’angolo 〈DH(νE), νΩ〉 = 0;
(c) Se |E| < |Ω|/2, allora E è omotetico a un settore di Wulff avente lati su ∂Ω.
In tal caso è possibile determinare un altro minimo F che è ancora un settore di
Wulff avente lati su ∂Ω ma che ha misura uguale a |Ω|/2.

Bibliografia
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Luca Lussardi: Sui limiti di perimetri non locali
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Sunto. Lo scopo di questo seminario è quello di presentare un risultato rag-
giunto in collaborazione con Antonin Chambolle (École Polytechnique, France) e
Alessandro Giacomini (Università di Brescia) circa lo studio asintotico di perimetri
discreti non locali mediante Γ-convergenza: tali problemi hanno notevole interes-
se in segmentazione e ricostruzione delle immagini. Più precisamente, ci siamo
occupati di funzionali del tipo

Jh(u,Ω) :=


hN−1

∑
x∈Ih(Ω)∩hZN

F (u[x+ hΣ]) if u ∈ Vh(Ω)

+∞ if u ∈ L1(Ω) \ Vh(Ω),

essendo Σ ⊂ RN un insieme finito fissato, Ih(Ω) l’insieme di tutti gli x ∈ RN tali
che x+hΣ ⊂ Ω, u[x+hΣ] è il vettore (u(x+hy)y∈Σ) di RΣ, F : {0, 1}Σ → [0,+∞)
è non-negativa, sottomodulare ed estesa per coarea a tutto RΣ e Vh è lo spazio delle
funzioni u : RN → R costanti a tratti su una quadrettatura di passo h.

Si dimostra in [1] il seguente Teorema:

Teorema. La famiglia (Jh)h>0, Γ-converge, per h → 0, nella topologia forte
di L1(Ω), al funzionale

(21) J(u,Ω) =


∫

Ω

F

(
Du

|Du|
· Σ
)
d|Du| seu ∈ BV (Ω)

+∞ se u ∈ L1(Ω) \BV (Ω),

dove per ogni u ∈ BV (Ω) la funzione Du/|Du| rappresenta la derivata di Radon-
Nikodym di Du rispetto alla sua variazione torale |Du|. In particolare

J(χE ,Ω) =

∫
∂∗E∩Ω

F (νE · Σ) dHN−1

per ogni insieme E di perimetro finito in Ω.

Bibliografia

[1] A.Chambolle, A.Giacomini and L. Lussardi: “Continuous limits of discrete
perimeters”. M2AN Math.Model. Numer.Anal.44 (2) (2010) 207-230.



708 S4: Calcolo delle variazioni, teoria del controllo e ottimizzazione

Daniele Morbidelli: Disuguaglianza di Poincaré per famiglie
s-involutive di campi vettoriali

Annamaria Montanari
Dipartimento di Matematica, Università di Bologna

Daniele Morbidelli
Dipartimento di Matematica, Università di Bologna

email: daniele.morbidelli@unibo.it

Sunto. Data una famiglia H = {X1, . . . , Xm} di campi vettoriali in Rn, ci
domandiamo sotto quali condizioni sia possibile descrivere la struttura delle palle
della distanza di Carnot–Carathéodory ad essi associate e provare una disugua-
glianza di Poincaré. Il caso più noto è quello in cui i campi soddisfano la condizione
di Hörmander di passo s. In questa comunicazione, ispirandoci al recente lavoro [2]
e utilizzando i risultati ottenuti in [1], mostriamo che la condizione di Hörmander
può essere sostituita con la seguente ipotesi di “s-involutività”.
Condizione Bs Sia s ∈ N. Diciamo che una famiglia H soddisfa la condizione Bs se
i campi sono di classe Cs e se, indicato con {Y1, . . . , Yq} l’insieme dei commutatori
di lunghezza ≤ s, esistono funzioni ckij ∈ C1(Rn) tali che per ogni i, j ∈ {1, . . . , q}
si possa scrivere

[Yi, Yj ] =
∑

1≤k≤q

ckijYk.

Fissato x0 ∈ Rn, indichiamo con Ox0 l’insieme dei punti raggiungibili a partire
da x0 attraverso cammini che siano a tratti curve integrali dei campi, definiamo p :=
dim(span{Yj(x0) : j ∈ {1, . . . , q}}) e indichiamo con σp la misura p-dimensionale.

Teorema. Se H è una famiglia di classe Bs per qualche s ∈ N allora:
(1) ogni orbita Ox0 dei campi è una sottovarietà (“immersed” submanifold) di

classe C2 di Rn che contiene tutti i punti che hanno distanza di Carnot–
Carathéodory finita da x0;

(2) per ogni compatto K ⊂ Rn esistono C > 0 e r0 > 0 tali che:

σp(B(x, 2r)) ≤ Cσp(B(x, r)) per ogni x ∈ K ∩ Ox0 r ≤ r0∫
B(x,r)

|u− uB |dσp ≤ C
∫
B(x,Cr)

∑
j

|Xju|dσp per ogni x ∈ K ∩ Ox0 u ∈ C1.
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Sunto. Facendo uso della Γ∗-convergenza, si è ottenuto un risultato di ridu-
zione dimensionale da 3 a 2 dimensioni, per funzionali supremali. Si dimostra che
il funzionale limite ammette una rappresentazione supremale e si fornisce una rap-
presentazione esplicita della sua densità in casi particolari. I risultati sono stati ot-
tenuti a partire da un teorema astratto di rappresentazione supremale per Γ∗-limiti
di famiglie di funzionali supremali.
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Sunto. Un’importante estensione del concetto classico di variazione è la ϕ−variazione
introdotta da L.C. Young e ampiamente studiata da J. Musielak e W. Orlicz ([4]) per
funzioni f : [a, b] −→ R. In [3] è stata fornita una nuova definizione di ϕ−variazione
in assetto multidimensionale, ispirata all’approccio di L. Tonelli e C. Vinti. Uti-
lizzando tale concetto di ϕ−variazione, sono stati ottenuti risultati di convergenza
per una famiglia di operatori integrali lineari della forma

(Twf)(s) =

∫
RN

Kw(t)f(s− t) dt, w > 0, s ∈ RN ,

dove {Kw}w>0 è un’identità approssimata e f ∈ BV ϕ(RN ), dove BV ϕ(RN ) = {f ∈
L1(RN ) : ∃λ > 0 t.c. V ϕ[λf ] < +∞} indica lo spazio delle funzioni a ϕ−variazione
limitata in RN . Utilizzando una caratterizzazione del modulo di continuità nel caso
multidimensionale ([1]), il principale risultato di convergenza ottenuto dimostra che

lim
w→+∞

V ϕ[µ(Twf − f)] = 0

per qualche µ > 0, se f è ϕ−assolutamente continua. Sono stati anche forniti
risultati sull’ordine di approssimazione e, nel caso di nuclei di tipo Fejér, risultati
che migliorano la velocità di convergenza. In [2] tutta la teoria è stata estesa al
caso di operatori integrali nonlineari.
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Sunto. La comunicazione riguarda una generalizzazione dei teoremi di Dieu-
donné.

Un famoso teorema di Dieudonné asserisce che per spazi metrici compatti la
limitatezza sugli aperti di una famiglia di misure di Borel regolari implica l’unifor-
me limitatezza su tutti gli insiemi di Borel. Questo teorema è stato esteso a spazi
localmente compatti e successivamente a spazi di Hausdorff regolari. È da osser-
vare come questo teorema generalizzi il teorema di uniforme limitatezza dovuto a
Nikodym per misure a valori reali.

Sempre Dieudonné nel 1951 provò: “Se una successione di misure regolari di
Borel a valori in uno spazio metrico compatto converge sugli aperti, allora converge
ovunque. In questo caso, la successione è uniformemente regolare”.

Questo teorema generalizza il teorema di Nikodym secondo cui una successione
di misure di Borel converge a una misura di Borel: basta sostituire la puntuale
convergenza con l’analoga condizione sugli aperti purché una ipotesi di regolarità e
una condizione topologica sul codominio vengano soddisfatte.

Entrambe le versioni dei teoremi di Dieudonné (quello relativo alla convergenza
e l’altro relativo alla limitatezza) vengono estese a misure definite su strutture che
generalizzano le algebre booleane.
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Sunto. Dati E ⊆ Rk, P ∈ Rk e s > 0, si chiamano densità superiore e densità
inferiore s-dimensionali di E in P i due numeri: Ds(E,P ) = limr→0(2r)−sHs(E

⋂
Br(P ))

eDs(E,P ) = limr→0(2r)−sHs(E
⋂
Br(P )), doveHs denota la misura di Hausdorff

s-dimensionale e Br(P ) ⊆ Rk la sfera di centro P e raggio r > 0. Se i due valori
precedenti coincidono, il loro valore comune è detto densità di E in P ed è denotato
con Ds(E,P ). Se le densità sono definite relativamente alla packing measure ristret-
ta ad un insieme E : P sbE(F ) = P s(E

⋂
F ) per ogni F ⊆ Rk, sono indicate con i

simboli Θs∗(P sbE,P ) e Θs
∗(P

sbE,P ). Nella presente comunicazione si studiano in
generale i due tipi di densità precedenti relativamente a diagrammi, G, di funzioni
holderiane e li si collega al comportamento locale della funzione. Per questo tipo
di indagine è di notevole interesse la seguente definizione. Dato 0 < α ≤ 1, una
funzione f : [a, b] → R che sia α-holderiana (per cui cioè esista M > 0 per cui
risulti: |f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|α per ogni x e y ∈ [a, b]), è detta uniformemente
essenzialmente α-Holderiana se esistono λ > 0, una successione decrescente infini-
tesima di numeri positivi (δn)n∈N ed una successione crescente di insiemi (En)n∈N ,
dove En = xn0 , ..., x

n
in
, δn = xnj −xnj−1, j = 1, ..., in, tali che ω(δn, f, x) ≥ λδαn , essen-

do, per ogni δ > 0, ω(δ, f, x) = sup|f(x′)− f(x”)| : |x− x′| < δ, |x− x”| < δ. Sarà
dimostrato il seguente teorema:

Teorema. Sia f : [a, b]→ R una funzione α-holderiana, 0 < α < 1, x0 ∈]a, b[,
P = (x0, f(x0)), e sia

limx→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|α

> 0,

oppure ordx→x0 |f(x)− f(x0)| > α ma minore di 1
2−α , allora

D2−α(G,P ) = 0.

Se poi f è uniformemente essenzialmente α-holderiana e se ordx→x0
|f(x)−f(x0)| >

1
2−α allora

Θ2−α(P 2−α
bG , P ) = +∞,

mentre se ord|f(x)− f(x0)| = 1
2−α allora si ha:

0 < Θ2−α
∗ (P 2−α

bG , P );D2−α(G,P ) < +∞.
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aventi bassa discrepanza
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Sunto. Se ρ denota una qualsiasi partizione dell’intervallo [0, 1], attraver-
so successivi ρ-raffinamenti della partizione banale di [0,1] si ottiene una fami-
glia di successioni di partizioni uniformemente distribuite su [0, 1], denotate con
{ρn}. Tali successioni sono state introdotte e studiate in [3] e rappresentano una
generalizzazione del procedimento di suddivisione alla Kakutani [2].

In [1] abbiamo considerato una classe particolare di ρ-raffinamenti.

Definizione. Fissiamo due interi positivi L e S e consideriamo il numero reale
0 < β < 1 tale che Lβ + Sβ2 = 1. Denotiamo con ρL,S la partizione determinata
da L intervalli “lunghi” di lunghezza β, e da S intervalli “corti” di lunghezza β2.
Chiamiamo successione di partizioni di tipo LS la successione {ρnL,S} dei successivi
ρL,S-raffinamenti della partizione banale di [0, 1].

Ad ogni successione di tipo LS associamo, tramite esplicito algoritmo, una suc-
cessione di punti {ξnL,S} uniformemente distribuita nell’intervallo [0, 1], che chia-
miamo successione di punti di tipo LS e ne stimiamo la discrepanza.

Teorema. i) Se S < L + 1 esiste k1 > 0 tale che D({ξ1
L,S , ξ

2
L,S , . . . , ξ

N
L,S}) ≤

k1
logN
N per ogni N ∈ IN

ii) Se S = L+ 1 esiste k2 > 0 tale che D({ξ1
L,S , ξ

2
L,S , . . . , ξ

N
L,S}) ≤ k2

log2N
N per

ogni N ∈ IN
iii) Se S > L+ 1 esiste k3 > 0 tale che D({ξ1

L,S , ξ
2
L,S , . . . , ξ

N
L,S}) ≤ k3

logN
Nγ per

ogni N ∈ IN , dove γ = 1 + log(Sβ)
log β < 1.
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Danilo Costarelli: Operatori Sampling-Kantorovich multidimensionali e
applicazioni all’Image Processing
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Gianluca Vinti
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Sunto. In [3] vengono presentati alcuni risultati di approssimazione per fun-
zioni di piú variabili mediante operatori di tipo Sampling-Kantorovich ed alcune
applicazioni relative al trattamento delle immagini. Gli operatori presi in consi-
derazione, estendono al caso multidimensionale quelli studiati in [1] e sono della
forma:

(Sχwf)(x) =
∑
k∈Zn

χ(wx− tk)

[
wn

Ak

∫
Rwk

f(u) du

]
(x ∈ Rn, w > 0), (I)

dove χ : Rn → R è un nucleo soddisfacente opportune ipotesi, tk = (tk1 , ..., tkn)
è tale che (tki)ki∈Z, i = 1, 2, ..., n, è una opportuna successione di numeri reali
strettamente crescente e dove Ak = ∆k1 · ∆k2 · ... · ∆kn con ∆ki = tki+1 − tki ,
i = 1, 2, ..., n. Inoltre

Rwk =

[
tk1
w
,
tk1+1

w

]
×
[
tk2
w
,
tk2+1

w

]
× ...×

[
tkn
w
,
tkn+1

w

]
(w > 0).

Infine f : Rn → R è una funzione localmente integrabile tale che la serie (I) risulti
convergente per ogni x ∈ Rn. La forma multidimensionale di tali operatori li rende
adatti per lo studio e la loro applicazione al caso dell’elaborazione delle immagini.
I principali risultati ottenuti riguardano sia la convergenza puntuale e uniforme
che la convergenza modulare per le famiglie (Sχwf)w>0, dove f appartiene ad uno
spazio di Orlicz ([2]). L’approccio trattato permette di ricoprire i casi particolari
degli spazi Lp, gli spazi di Zygmund e gli spazi di tipo esponenziale a cui la teoria
è applicabile.
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normati

Gabriella Viola
Dipartimento di Matematica, Università di Torino

Margherita Fochi
Dipartimento di Matematica, Università di Torino

email: margherita.fochi@unito.it

Sunto. Sia X uno spazio normato con dim(X) > 2 e f : X → R un funzionale
reale. Prendendo spunto dai lavori di Gy. Szabò riguardanti l’equazione funzionale
di Cauchy condizionata sui vettori con norma uguale, cioè l’equazione

‖x‖ = ‖y‖ ⇒ f(x+ y) = f(x) + f(y),

ci siamo proposte di proseguire in tale studio e considerare l’equazione quadratica
e l’equazione di d’Alembert su tale dominio ristretto.

Precisamente, si considerano le equazioni

‖x‖ = ‖y‖ ⇒ f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y),

e
‖x‖ = ‖y‖ ⇒ f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y).

Viene provata l’equivalenza fra le precedenti equazioni e le corrispondenti equa-
zioni richieste valide in tutto lo spazio utilizzando, nelle dimostrazioni, alcuni vettori
la cui esistenza è garantita in particolari spazi normati.

Vengono infine segnalati problemi aperti riguardanti la struttura degli spazi
normati coinvolti e la caratterizzazione degli spazi con prodotto interno utilizzando
le equazioni funzionali su dominio ristretto.
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Sunto. Il concetto di successione di partizioni uniformemente distribuite (u.d.)
fu introdotto nel 1976 da Kakutani, che propose una tecnica per costruire un’ampia
classe di successioni di partizioni u.d. dell’intervallo unitario [2]. Tale procedura
è stata recentemente generalizzata tramite il concetto di ρ−raffinamento di una
partizione, che consente di ottenere nuove famiglie di successioni di partizioni u.d.
al variare della partizione ρ fissata inizialmente [3].

Il problema che si pone in maniera naturale è stimare il comportamento asinto-
tico della discrepanza delle successioni ottenute tramite ρ−raffinamenti successivi
e in particolare delle successioni di Kakutani. In questa comunicazione viene pre-
sentato un nuovo approccio a tale problema, basato su una rappresentazione ad
albero dei ρ−raffinamenti successivi che produce lo stesso albero costruito secondo
l’algoritmo di Khodak. Questa corrispondenza tra i due algoritmi consente di rica-
vare stime della discrepanza delle successioni generate dai successivi ρ−raffinamenti
dell’intervallo unitario, quando ρ è una partizione costituita da m intervalli di lun-
ghezza p1, . . . , pm tali che log(1/p1), . . . , log(1/pm) siano razionalmente correlati.
Questo caso include una classe numerabile di successioni di Kakutani classiche, per
la quale si hanno dunque stime della discrepanza finora non presenti in letteratura.

Per quanto concerne il caso irrazionale, cioè quando almeno uno dei rapporti
(log pi)/(log pj) non è razionale, le stime della discrepanza ottenute sono più deboli
in quanto dipendono fortemente dalle proprietà di approssimazione diofantea dei
rapporti irrazionali (cfr. [1]).
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Ilaria Mantellini: Formule asintotiche per operatori di convoluzione alla
Mellin
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Sunto. Gli operatori di convoluzione alla Mellin hanno grande importanza
nella teoria della trasformata di Mellin e nelle sue applicazioni, giocando lo stesso
ruolo dei classici operatori di convoluzione nell’analisi di Fourier. Gli operatori sono
del tipo

(Twf)(s) =

∫ +∞

0

Kw(t)f(ts)
dt

t
,

con {Kw} opportuna famiglia di nuclei.
Nel classico lavoro [5] viene ampiamente trattato lo studio della convergenza in

Lp e delle applicazioni alla trasformata di Mellin.
Usando le nozioni di derivata alla Mellin e di momento logaritmico, si ottengono

formule asintotiche alla Voronovskaja per la convergenza puntuale e stime quanti-
tative per operatori del tipo di Mellin-Fejer (ad esempio Mellin-Gauss-Weierstrass,
momento, Mellin-Poisson-Cauchy) e alcuni tipi di operatori alla Mellin-Picard (vedi
[1], [2] e [3]).

Nella formula di Voronovskaja la funzione f ∈ C2 e l’ordine di approssimazione
puntuale non supera O(w−2) anche se esistono le derivate di Mellin di ordine supe-
riore. Questo fatto dipende essenzialmente dal Teorema di Korovkin per operatori
positivi. Per migliorare l’ordine di approssimazione si considerano quindi opportune
combinazioni lineari.

Inoltre, per la classe di operatori di Mellin-Fejer si studiano anche espansioni
asintotiche, seguendo classici risultati ottenuti in [4].
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Sunto. A partire da un classico teorema di esistenza ed unicità di punto fisso
per una funzione che soddisfa una condizione contrattiva di tipo integrale, presente-
remo alcuni recenti risultati nell’ambito degli spazi metrici completi. Procederemo
indebolendo la condizione contrattiva, lavorando con una o due coppie di funzio-
ni e considerando anche spazi parzialmente ordinati. Se necessario, le funzioni
saranno supposte esplicitamente continue. Ogni altra proprietà aggiuntiva verrà
opportunamente discussa.
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Sunto. In [4] viene fornito un approccio unificante per lo studio della conver-
genza di una famiglia generale di operatori lineari di tipo "sampling" che include,
come casi particolari, diversi operatori molto utilizzati nella teoria della ricostru-
zione dei segnali. L’importanza di questo approccio consiste nella possibilità di
studiare la convergenza sia per gli operatori di tipo sampling ([1]), che per gli ope-
ratori di tipo sampling-Kantorovich ([2]), oltre ad altri tipi di operatori che tengono
conto di possibili errori (time jitter error, round-off error, etc.) che si verificano nel
processo di ricostruzione dei segnali e che quindi rivestono un ruolo importante
nelle applicazioni.
Gli operatori introdotti in [4] sono della forma:

(22) (Vwf) (s) :=
∑
k∈Z

χ(ws− k)Ltk/wf, s ∈ R, w > 0,

dove
{
Ltk/w

}
k∈Z sono opportuni funzionali lineari e limitati agenti su uno spazio

funzionale al quale appartiene la f e, {tk}k e χ : R→ R, sono rispettivamente una
successione di numeri reali ed un nucleo soddisfacenti opportune proprietà.

Si forniscono risultati di convergenza puntuale, uniforme e di convergenza mo-
dulare in un generico spazio di Orlicz ([3]). Questo assetto generale consente di
applicare la teoria agli spazi Lp, agli spazi di interpolazione, agli spazi di tipo
esponenziale e ad altri.
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Sunto. L’argomento della comunicazione riguarda lo studio di misure definite
su strutture più deboli delle algebre di Boole, come D-reticoli e pseudo-D-reticoli,
che si incontrano sia nell’ambito della logica quantistica sia in modelli matematici
dell’economia.

Sviluppando metodi topologici analoghi a quelli utilizzati da Drewnowski, We-
ber e altri nel contesto booleano, si estendono a misure modulari su tali strutture
teoremi di decomposizione del tipo Hahn, Lebesgue, Hewitt–Yosida e Hammer–
Sobczyk, teoremi del tipo Lyapunov sulla convessità della chiusura del codominio di
misure a valori in spazi di Banach con la proprietà di Radon–Nikodym o B-convessi,
teoremi di estensione del tipo Carathéodory, teoremi di esistenza del controllo del
tipo Rybakov e Bartle–Dunford–Schwartz, teoremi di limitatezza del tipo Nikodym
e teoremi di convergenza del tipo Vitali–Hahn–Saks.
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Aljoša Volčič
Dipartimento di Matematica, Università della Calabria

email: volcic@unical.it

Sunto. Denotiamo con Sn−1 la sfera unitaria di IRn. Una calotta è una por-
zione della sfera sezionata da un iperpiano. Se P è la probabilità correspondente
alla misura di Hausdorff normalizzata (n − 1)-dimensionale su Sn−1, diciamo che
una successione di vettori unitari {uj} è uniformemente distribuita su Sn−1, se si
ha

lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

χA(uj) = P (A)

per tutti gli insiemi di A la cui frontiera relativa è P -nulla.
Peter Gruber ha riproposto nel 2009 il seguente
Problema Supponiamo che C ⊂ IRn sia una calotta avente una dimensione

fissata, ad esempio P (C) = a, con 0 < a < 1
2 . Se vale la condizione

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

χρC(uj) = a

per ogni rotazione ρ della calotta C, si può concludere che {uj} è uniformemente
distribuita su Sn−1?

Si presenta una soluzione completa del problema per n = 2 e, utilizzando il
“freak theorem” di Ungar [1], si dimostra nel caso n ≥ 3 che la risposta è negativa
per un’infinità numerabile e densa di valori di a.

Si mostra la connessione di questo problema con quello della determinazione di
una misura definita su una classe di boreliani (cfr. [3]) e con il problema di Pompeiu
(cfr. [4]).
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Sunto. Presento alcuni teoremi di decomposizione di misure a valori in l-
gruppi. Il mezzo cruciale è il teorema di decomposizione di un l-gruppo Dedekind
completo per bande (G = B ⊕ B⊥). Come risultato principale viene mostrato
che si può ottenere anche una versione della decomposizione di Hammer-Sobczyk
con questo metodo. (Ricordiamo che il classico teorema di Hammer-Sobczyk di-
ce che ogni misura finitamente additiva di probabilità µ si può scrivere come
µ = µ0 +

∑∞
n=1 αnδn dove δn sono misure a valori in {0, 1} e µ0 è fortemen-

te continua, cioè, per ogni ε > 0, ogni elemento a del dominio di µ0 ammette
una decomposizione a1, . . . , an con µ0(ai) < ε per i = 1, . . . , n.) Infine viene ac-
cennato a come generalizzare i teoremi di decomposizione per “misure modulari”
definite su D-lattices, una struttura che generalizza sia le MV-algebra sia i reticoli
ortomodulari.

I risultati nuovi presentati sono basati su un preprint scritto in collaborazione
con G. Barbieri e A. Valente.
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Sunto. In [3] introduciamo la seguente famiglia di operatori lineari:

(23) (Swf)(z) =

∫
H

χw(z − hw(t))

[
1

µG(Bw(t))

∫
Bw(t)

f(u)dµG(u)

]
dµH(t),

dove H e G sono gruppi topologici di Hausdorff localmente compatti, µH e µG sono
le loro rispettive misure di Haar, hw : H → G è una famiglia di omeomorfismi di
H in hw(H) ⊂ G e χw : G → R è una famiglia di nuclei soddisfacenti opportune
condizioni (w > 0). Per ogni w > 0, la famiglia {Bw(t)}t∈H è un ricoprimento di
G che soddisfa determinate condizioni e f : G → R è una funzione misurabile per
cui abbia senso l’espressione (1).

La formulazione generale di tali operatori permette di scegliere oppurtunamente
i gruppi H e G, le loro rispettive misure di Haar e la famiglia {hw}w cosí da ottenere
come casi particolari alcune famiglie di operatori noti nella letteratura come, ad
esempio, gli operatori lineari di tipo Kantorovich (si veda [1]). Inoltre, è possibile
introdurre versioni alla Kantorovich dei classici operatori di convoluzione e degli
operatori di Mellin. Si forniscono anche applicazioni in ambiti multidimensionali.

I risultati ottenuti riguardano la convergenza puntuale, uniforme e la conver-
genza modulare in spazi di Orlicz [2] per gli operatori (1). I risultati di convergen-
za negli spazi di Orlicz vengono applicati negli spazi Lp, negli spazi di Zygmund
(Lα logβ L) e negli spazi di tipo esponenziale.
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Sunto. È ben noto che la teoria del potenziale su un albero è un caso parti-
colare di teorie più generali, su spazi metrici, comprendenti anche la classica teoria
newtoniana. È forse meno noto che la capacità logaritmica di un sottoinsieme chiu-
so della retta reale è confrontabile con la capacità di quello stesso insieme, quando lo
si interpreti come parte del bordo dell’albero associato alla decomposizione diadica
della stessa retta [3]. Nel lavoro [2] estendiamo questa equivalenza a sottoinsie-
mi di spazi metrici Ahlfors-regolari, per capacità d’insiemi associate a potenziali
generalizzati (lineari e non) di tipo Bessel. L’utilità è che le capacità sugli alberi
possono essere effettivamente calcolate mediante un algoritmo ricorsivo. Il risultato
è nuovo anche nel caso di Rn, n > 1, e della capacità lineare. Alcune applicazioni
alla capacità di condensatori, la distanza tra le cui piastre tende a zero, sono in [1].

Il risultato principale in [2] viene mostrato in tre passi. (i) Lo spazio metrico
X viene discretizzato a ogni scala, dando così origine a un grafo G di cui lo spazio
è il bordo, X = ∂G. (ii) Rimuovendo i “lati orizzontali” in G si ottiene un albero
T e, di conseguenza, una mappa suriettiva Λ : ∂T → X dal bordo dell’albero a X:
attraverso la mappa Λ possiamo far passare misure di Borel tra ∂T e X. (iii) Una
versione ad hoc della disuguaglianza di Muckenhoupt-Wheeden e Wolff mostra che
i potenziali di Bessel delle misure su X e ∂T sono confrontabili; l’equivalenza delle
capacità su X e ∂T segue facilmente dalla teoria del potenziale su spazi metrici.
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Sunto. In un celebre risultato D. Bakry [1] ha dimostrato che su una varie-
tà riemanniana pesata, completa, e avente curvatura di Bakry-Emery limitata dal
basso, le trasformate di Riesz locali associate al Laplaciano sono limitate su Lp per
ogni p in (1,∞), con una norma che non dipende dalla dimensione. La dimostra-
zione di Bakry utilizza tecniche probabilistiche e non dà alcuna informazione sulla
crescita delle norme rispetto a p. Recentemente X.D. Li [4], usando ancora tectiche
probabilistiche, ha migliorato il risultato di D. Bakry dimostrando che la norma
delle trasformate di Riesz locali cresce al più quadraticamente in p quando p ten-
de all’infinito. Utilizzando una funzione di Bellman esplicita [2,3,5], dimostreremo
un’immersione bilineare per il Laplaciano su una varietà pesata (M, eφµ) avente
curvatura di Bakry-Emery Ric +∇2φ limitata dal basso. L’immersione agisce sul
prodotto cartesiano di Lp(M, eφµ) e Lq(T ∗M, eφµ), 1/p+1/q = 1, e coinvolge stime
che non dipendono dalla dimensione e sono lineari in p. Come conseguenza otterre-
mo stime lineari e indipendenti dalla dimensione delle norme Lp delle corrispondenti
trasformate di Riesz locali. Tutte le nostre dimostrazioni sono analitiche.
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Sunto. In questa comunicazione vengono presentati recenti risultati relativi ad
un nuovo calcolo funzionale, chiamato S-calcolo funzionale, che si applica a n-uple
di operatori non necessariamente commutanti e vale anche per operatori illimitati,
si vedano ad esempio [1, 2, 3, 5]. Questo calcolo si basa sulla teoria delle funzioni
slice monogene e slice regolari introdotte in [4, 6] e si inquadra nel filone di ricerche
sviluppato da B. Jefferies, A. McIntosh, A. Pryde e dai loro coautori, e basato sulle
funzioni a valori ipercomplessi per definire funzioni di operatori, [7, 8]. L’S-calcolo
funzionale richiede una nuova nozione di spettro, chiamato S-spettro, associato
alla n-upla di operatori e un operatore risolvente, chiamato S-risolvente, che gioca
il medesimo ruolo che il classico risolvente gioca nel caso di Riesz-Dunford. La
maggior parte delle proprietà che valgono per il calcolo di Riesz-Dunford si estende
all’S-calcolo funzionale. È da notare inoltre che nel caso in cui si consideri un unico
operatore, l’S-calcolo funzionale si ricuce al calcolo di Riesz-Dunford.
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Sunto. Esaminiamo il problema della ottimalità delle regioni di Stolz per la
convergenza quasi ovunque di funzioni nella classe di Hardy nel disco. Nel caso in
cui si abbia invarianza per rotazioni, il problema è stato risolto da Littlewood nel
1927 e, sotto ipotesi meno stringenti, di tipo quantitativo, da H. Aikawa nel 1991.
Introduciamo una nuova condizione di regolarità, di tipo qualitativo, per dimostrare
un teorema di tipo Littlewood in cui le regioni di approccio sono tangenziali e
cambiano forma da punto a punto. La nostra condizione di regolarità può essere
estesa a contesti in cui è del tutto assente una struttura di gruppo che agisca sullo
spazio. Mostriamo in che senso la nostra condizione di regolarità è ottimale. Lavoro
in collaborazione con Alexander Stokolos, Olof Svensson e Tomasz Weiss.
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Sunto. Sia M una varietà compatta d dimensionale. Un problema classico è
l’approssimazione di un integrale

∫
M f(x)dx con somme di RiemannN−1

∑N
j=1 f (zj),

o con analoghi pesati
∑N
j=1 ωjf (zj). In questo lavoro si studia la discrepanza tra

integrali e somme per funzioni in classi di SobolevWα,p (M). Il risultato principale
è:

Teorema. (i) Se 1 ≤ p ≤ +∞ e α > d/p, allora esistono c > 0 e successioni
di punti {zj}Nj=1 e pesi positivi {ωj}Nj=1 con∣∣∣∣∣∣

N∑
j=1

ωjf (zj)−
∫
M
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ cN−α/d ‖f‖Wα,p .

(ii) Per ogni 1 ≤ p ≤ +∞ e α > d/p esiste c > 0 tale che per ogni distribuzione
di punti {zj}Nj=1 e numeri {ωj}Nj=1 esiste una funzione f(x) in Wα,p (M) con∣∣∣∣∣∣

N∑
j=1

ωjf (zj)−
∫
M
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ cN−α/d ‖f‖Wα,p .

Si dimostra anche che una quadratura ottimale per Wα,2 (M) lo è anche per
Wβ,2 (M) con d/2 < β < α, e che esiste una relazione tra regole di quadratura e
discrepanza geometrica.
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Sunto. Saranno presentati alcuni risultati relativi allo studio del seguente
problema inverso di determinazione del termine di sorgente:

(24)


u′(t) = Au(t) + f(t)ξ + g(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,∫
[0,T ]

u(t)dµ(t) = y.

Qui A è un generico operatore settoriale in uno spazio di Banach complesso X. I
dati del problema sono f e g (supposti a valori in C e X, rispettivamente), u0 e y,
appartenenti al dominioD(A) di A, e µ, che è una misura di Borel (scalare) in [0, T ].
I termini incogniti sono la funzione u, assieme all’elemento ξ di X. Se consideriamo
il sistema dato dalle prime due equazioni in (1), otteniamo un problema di Cauchy
astratto di tipo parabolico. Poiché ξ è incognita (questo implica che il termine
di sorgente non è completamente noto), è necessario assegnare un’informazione
supplementare per determinare u. Questa è data dall’ultima condizione in (1).

Si osservi che il problema è stato studiato soprattutto nel caso particolare
µ = δT .

I risultati, di natura astratta, sono applicabili a problemi misti per equazioni
paraboliche.
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Sunto. Sia G un gruppo discreto, finitamente generato e iperbolico secondo
Gromov. In questo lavoro ci occupiamo di una classe di rappresentazioni di G:
quelle debolmente contenute nella regolare. Queste sono esattamente le rappresen-
tazioni π di G che risultano estendibili alla C∗-algebra C∗red(G), cioè tali per cui si
ha

‖π(f)‖ ≤ ‖λ(f)‖ per ogni funzione f a supporto finito
(dove λ(f) indica l’operatore di convoluzione a sinistra con f definito su `2(G)).
Dimostriamo che, salvo alcuni gruppi eccezionali, tutte le rappresentazioni debol-
mente contenute nella regolare si ottengono tramite una costruzione universale che
coinvolge la frontiera di G.

Passiamo poi ad uno studio dettagliato del caso in cui G sia un reticolo non
uniforme in PSL(2,R). Tali gruppi risultano virtualmente liberi. Adoperando
una serie di risultati ottenuti per un gruppo libero non commutativo nei lavori [4]
e [5], costruiamo una nuova classe di rappresentazioni debolmente contenute nella
regolare che, per il risultato precedente, risultano anche realizzabili su L2(Ω, dν)⊗H
dove Ω è la frontiera di Martin di G e H è uno spazio di Hilbert separabile.
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Sunto. In questo articolo affrontiamo il problema della composizione di due
omeomorfismi di distorsione finita.

Dati Ω, Ω′, Ω′′ domini di Rn e f : Ω → Ω′, g : Ω′ → Ω′′ omeomorfismi di
distorsione finita, troviamo condizioni ottimali affinché la mappa composta h =
g ◦ f : Ω→ Ω′′ sia di distorsione finita.

Inoltre, mostriamo un risultato di integrabilità per la distorsione della mappa
composta h, mediante ipotesi di integrabilità sulle distorsioni delle mappe f e g.
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Sunto. Siano (E, ‖ · ‖E) uno spazio F -normato, Ω un insieme non vuoto, A
un’algebra di sottoinsiemi di Ω, η : A −→ [0,+∞] una submisura, ed η0 : P(Ω) −→
[0,+∞] la submisura definita da η0(B) := inf{η(A) : B ⊂ A and A ∈ A}. Sia EΩ

lo spazio lineare delle funzioni f : Ω −→ E, allora la funzione ‖·‖0 : EΩ −→ [0,+∞]
definita da

‖f‖0 := inf{a > 0 : η0({x ∈ Ω : ‖f(x)‖E ≥ a}) ≤ a}
è una pseudonorma di gruppo di Riesz su EΩ, (cioè, ‖0‖0 = 0, ‖f+g‖0 ≤ ‖f‖0+‖g‖0
‖f‖E ≤ ‖g‖E =⇒ ‖f‖0 ≤ ‖g‖0 per ogni f, g ∈ EΩ).

In questo lavoro si introduce, in una classe C di sottospazi F -seminormati di EΩ,
un parametro che misura il grado di non equiassoluta continuità di un sottoinsieme
M di un dato spazio L ∈ C. Dal confronto tra tale parametro e la classica misura di
non compattezza di Hausdorff si ottengono alcune disuguaglianze contenenti, come
casi particolari, condizioni sufficienti alla totale limitatezza diM. Inoltre, negli spazi
L ∈ C che soddisfano la W -property, come ad esempio gli spazi di Orlicz definiti
rispetto a misure finitamente additive, si ottiene un criterio di compattezza alla
Vitali.
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Sunto. In questo lavoro ci interessiamo al limite per collisioni radenti per l’e-
quazione di Kac inelastica la cui soluzione di equilibrio è una distribuzione di tipo
Levy con varianza infinita e decrescita polinomiale all’infinito. Dimostriamo che
le soluzioni, per dati iniziali in un opportuno dominio di attrazione della distribu-
zione di equilibrio, convergono alle soluzioni di un’equazione di Fokker-Planck con
operatore di diffusione frazionario.
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Sunto. Quando un sistema quantistico associato ad uno spazio di Hilbert h
complesso e separabile interagisce con l’esterno, la sua evoluzione diventa irrever-
sibile ed è approssimativamente descritta da un particolare semigruppo debole*
continuo T = (Tt)t≥0 di operatori limitati su B(h), l’algebra degli operatori lineari
e continui su h. Tale semigruppo è chiamato semigruppo quantistico Markoviano
(QMS) e Tt(x) descrive l’evoluzione di un osservabile x al tempo t. È stato veri-
ficato sperimentalmente ([4]) che in questo regime si ha una perdita di coerenza
delle fasi, cioè per tempi grandi l’evoluzione degli stati quantistici diventa descritta
da matrici densità che sono diagonali o diagonali a blocchi rispetto ad una certa
base selezionata o dall’interazione con l’esterno o da una misurazione effettuata sul
sistema. Diventa quindi importante selezionare i settori dello spazio degli stati che
sono immuni dal processo di decoerenza, cioè evolvono in modo unitario. Sebbene
il fenomeno della decoerenza sia diffusamente studiato dal punto di vista fisico,
ne manca ancora un’adeguata formalizzazione matematica e le definizioni proposte
recentemente da esperti del settore non sono equivalenti ([1], [3]). La definizione
data da Blanchard e Olkiewicz ([1]) per QMS sembra quella che meglio traduce
l’idea intuitiva del fenomeno, in quanto si basa sulla decomposizione di B(h) nel-
la somma diretta di due sottospazi invarianti, tali che la dinamica sia unitaria su
uno e si annulli nel tempo sull’altro. Questa definizione è il punto di partenza del
nostro lavoro ([2]): prima di tutto ne diamo una caratterizzazione alternativa che
ci permette di estenderla a semigruppi più generali di operatori. In secondo luogo
risolviamo completamente il caso h = C2, identificando il più grande sottospazio
di M2(C) immune da tale processo attraverso lo spettro del generatore infinitesimo
del semigruppo.
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Sunto. Il problema della convergenza degli integrali e delle serie di Fourier in
una dimensione è un argomento classico. In più variabili, invece, sono più i risultati
parziali di quelli definitivi.

Le medie di Bochner-Riesz di ordine α di funzioni su Rd sono definite da

SαR ∗ f(x) =

∫
Rd

(
1−

∣∣∣ ξ
R

∣∣∣2)α
+
f̂(ξ) e2πiξ·x dξ.

Lo studio della convergenza in norma e puntuale di questi operatori presenta nu-
merosi problemi ancora aperti. È comunque noto che l’operatore massimale di
Bochner-Riesz Sα∗ f(x) = supR>0 |SαR ∗f |(x) è limitato su Lp(Rd), con 1 < p < +∞
e α > (d − 1)|1/p − 1/2|. Dalla limitatezza dell’operatore massimale segue la
convergenza quasi ovunque.

In questa comunicazione consideriamo la convergenza puntuale di funzioni più
regolari, in particolare funzioni con β derivate in Lp(Rd), 1 < p <∞. Più precisa-
mente, otteniamo condizioni su α, β, p e d che assicurano la convergenza puntuale
a meno di insiemi di dimensione di Hausdorff al più d− β p. Poiché le funzioni che
stiamo considerando possono essere infinite precisamente in insiemi di dimensione
d−β p, la stima ottenuta per la dimensione dell’insieme di divergenza è la migliore
possibile.

Dimostriamo questo risultato in due casi: quando α > (d − 1)|1/p − 1/2| e
quando α+ β ≥ (d− 1)/2. La prima condizione coinvolge p e α ma non β, mentre
la seconda condizione coinvolge α e β ma non p. È chiaro che in questo contesto
generale la nostra analisi non è completa e che ci sono casi ancora aperti. Tuttavia,
nel caso di funzioni radiali otteniamo un risultato esaustivo ed ottimale per tutti
gli indici α, β, p e d.
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Sunto. Vengono presentati alcuni risultati e alcune applicazioni all’inferen-
za Bayesiana di una particolare classe di vettori di densità di probabilità alea-
torie dipendenti. I vettori considerati sono costruiti con una procedura di tipo
"stick-breaking". Nello specifico si considera un vettore di densità aleatorie su R,
(f1, . . . , fd), definito da

fi(y) :=
∑
k>1

Wik Ki(y|Φik) i = 1, . . . , r, y ∈ R

con
• Ki : R× Rd → [0, 1] (i = 1, . . . , r) nuclei di transizione fissati;
• Wk = (W1k, . . . ,Wrk) e Φk = (Φ1k, . . . ,Φrk) tali che:

– (Φk)k≥1 sono variabili aleatorie indipendenti e identicamente distri-
buite a valori in Rd×r;

– i pesi aleatori (Wik)k≥1 i = 1, . . . , r sono definiti tramite una suc-
cessione di vettori aleatori indipendenti e identicamente distribuiti
Sk = (S1k, . . . , Srk) a valori in [0, 1]r, ponendo

Wik := Sik
∏
j<k

(1− Sij), i = 1, . . . , r.

– (Φk)k≥1 e (Sk)k≥1 sono stocasticamente indipendenti;
Il vettore Sk ha distribuzione Beta multidimensionale, in questo modo ogni fi risulta
una densità mistura di processi di Dirichlet.

Particolare attenzione verrà dedicata alla descrizione di un algoritmo MCMC
(di tipo "slice sampling") per la simulazione delle distribuzioni finali.
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Sunto. Sia L uno spazio lineare di variabili aleatorie reali limitate su uno spazio
di probabilità (Ω,A, P0). Si indichi con P l’insieme delle probabilità finitamente
additive su A. (Si noti che P0 è σ-additiva). Ci proponiamo di studiare l’esistenza
di P ∈ P tale che

(25) P ∼ P0 ed EP (X) = 0 per ogni X ∈ L,
oppure tale che

(26) P � P0 ed EP (X) = 0 per ogni X ∈ L.
La comunicazione si articola nei seguenti quattro punti (con particolare atten-

zione agli ultimi due).
(a) Discussione (breve ed informale) delle ragioni che ci hanno condotto ad

analizzare (1)-(2) e legami con la condizione di non arbitraggio:
P0(X > 0) > 0 ⇐⇒ P0(X < 0) > 0 per ogni X ∈ L.

(b) Alcuni (classici) esempi nei quali (1) o (2) valgono per qualche P ∈ P, ma
non esistono leggi σ-additive che soddisfano tali condizioni.

(c) Esiste P ∈ P soddisfacente (1) se e solo se esistono una costante c > 0 ed una
legge σ-additiva Q ∼ P0 tali che cEQ(X) ≤ ess sup(−X) per ogni X ∈ L. In par-
ticolare, esiste P ∈ P soddisfacente (1) qualora ess sup (X) ≤ c∗ess sup(−X), X ∈
L, ||X||∞ = 1, per qualche c∗ > 0. Inoltre, esiste P ∈ P soddisfacente (2) se e solo
se ess sup(X) ≥ 0 per ogni X ∈ L.

(d) Relazione tra la (1) ed alcuni teoremi di separazione. Ad esempio, una
condizione necessaria per l’esistenza di P ∈ P soddisfacente (1) è

L− L+
∞ ∩ L+

∞ = {0}
dove L∞ = L∞(Ω,A, P0) e la chiusura è nella norma L∞. Tale condizione è anche
sufficiente se P0 è atomica. (Per inciso, un problema aperto è se la condizione sia
sufficiente in generale, quando P0 è una qualsiasi legge σ-additiva). Si noti che la
condizione precedente, con la chiusura nella topologia σ(L∞, L1), è necessaria e suf-
ficiente per l’esistenza di una misura martingala equivalente (ovvero, per l’esistenza
di una legge σ-additiva P soddisfacente (1)).
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Sunto. Uno degli approcci più competitivi per affrontare il problema della va-
lutazione e della copertura di derivati nei mercati finanziari incompleti è il local
risk-minimization (LRM), caratterizzato da un criterio quadratico di hedging, si
veda e.g. [3]. L’obiettivo è di studiare il LRM nella prospettiva del benchmark
approach, una modellizzazione generale e realistica dei mercati finanziari che ri-
chiede solo l’esistenza di un prezzo di riferimento, il cosiddetto numéraire portfolio.
Inanzitutto si considera il caso in cui i prezzi dei titoli, quando espressi in unità
del numéraire portfolio, risultano delle martingale locali. Questo è sempre il caso
in cui i prezzi dei titoli sono rappresentati da semimartingale continue ed accade
anche in un’ampia classe di modelli di diffusione con salti, si veda e.g. [2]. In tale
contesto il metodo LRM coincide con il risk-minimization (RM) come originaria-
mente introdotto in [1]. L’approccio RM non presenta le stesse difficoltà tecniche
del LRM, formalizza in modo matematico ed immediato l’intuizione economica
del rischio e fornisce sempre una strategia ottimale per un dato contingent claim
H ∈ L2(Ω,FT ,P), ottenuta calcolando la decomposizione di Galtchouck-Kunita-
Watanabe (GKW) di H sotto P. Allora non si ha più il problema di trovare la
misura minimale P̂, che potrebbe non esistere, e di verificare che per (sufficienti)
condizioni di integrabilità la decomposizione di GKW di H sotto P̂ sia la decom-
posizione di Föllmer-Schweizer di H sotto P. Successivamente viene studiato il
caso più generale in cui i prezzi dei titoli, quando espressi in unità del numéraire
portfolio, risultano delle supermartingale.
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Sunto. Il concetto di σ-diversità è stato introdotto in Pitman (2003) nell’am-
bito dello studio dei modelli di tipo Gibbs per partizioni aleatorie scambiabili; si
veda anche Pitman (2006) e riferimenti ivi contenuti. In particolare, sia Π una par-
tizione aleatoria scambiabile di N e sia Πn la corrispondente restrizione all’insieme
{1, . . . , n}; indicando con Kn il numero aleatorio dei blocchi distinti di Πn, diciamo
che la partizione Π ha σ-diversità Sσ se e solo se esiste una variabile aleatoria Sσ
positiva e finita quasi certamente tale che

Kn

nσ
q.c.−→ Sσ

per n → +∞. Nel presente contributo verrà presa in considerazione la σ-diversità
caratterizzante un modello di tipo Gibbs noto in letteratura come partizione alea-
toria scambiabile di Ewens-Pitman. Per tale modello verrà introdotta e caratteriz-
zata una versione condizionata della σ-diversità e ne verranno discussi gli aspet-
ti applicativi nell’ambito dell’inferenza Bayesiana nonparametrica per problemi di
campionamento di specie.
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Sunto. Nell’articolo [4] del 1950 il fisico italiano Gian Carlo Wick introdus-
se una procedura per rinormalizzare certe espressioni della teoria quantistica dei
campi contenenti quantità divergenti. Tale metodo si basa sul concetto di "ordi-
ne normale" per un prodotto di operatori agenti sullo spazio di Fock. Mettendo
in ordine normale le potenze dell’operatore di posizione otteniamo i polinomi di
Hermite calcolati nell’operatore stesso. Questa corrispondenza, ottenuta mediante
le relazioni di commutazione fra gli operatori di creazione e distruzione, induce in
maniera naturale una regola di moltiplicazione (prodotto di Wick gaussiano) fra i
polinomi di Hermite e quindi fra funzioni definite su spazi gaussiani.

Negli ultimi anni il prodotto di Wick ed il calcolo ad esso associato hanno
conosciuto un crescente interesse in alcuni ambiti dell’analisi stocastica e della teoria
delle equazioni differenziali stocastiche a derivate parziali. Questo è dovuto da un
lato al ruolo centrale che il prodotto di Wick riveste nell’integrazione stocastica
secondo Itô e dall’altro al suo impiego nella formalizzazione di alcune equazioni
non lineari che non ammettono soluzione in senso classico ([2]).

In questo seminario ci proponiamo di mostrare come il prodotto di Wick possa
essere considerato un equivalente gaussiano del classico prodotto di convoluzione
per funzioni ([1]) e come tale corrispondenza sia più o meno preservata per misure
non gaussiane ([3]).
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Sunto. Un’area di ricerca particolarmente vivace e ricca di contributi recenti
in ambito bayesiano riguarda la definizione di misure di probabilità aleatorie di-
pendenti. Una prima proposta è suggerita da Cifarelli e Regazzini (1978) e si basa
sull’impiego di misture di prodotti di processi di Dirichlet. I contributi successi-
vi, invece, mirano a formulare estensioni della costruzione di tipo “stick-breaking”
che caratterizza il processo di Dirichlet. In questa comunicazione viene presentato
un approccio diverso basato sull’impiego di processi a incrementi indipendenti con
traiettorie quasi certamente crescenti. La dipendenza tra le misure di probabilità
aleatorie è indotta da una copula di Lévy (cfr. Cont and Tankov, 2004). Questo
consente di ottenere versioni bivariate del processo di Poisson-Dirichlet a due para-
metri e dei processi neutrali a destra. Oltre a evidenziare alcuni risultati analitici
utili per valutare inferenze finali, viene descritta un’applicazione a un insieme di
dati di sopravvivenza, censurati a destra, generati da due campioni.
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Sunto. La distribuzione skew-normal (SN), introdotta da Azzalini (1985), è
stata stu-diata e generalizzata da numerosi autori. Lo scopo del presente lavoro
è l’introduzione di una nuova famiglia di distribuzioni che generalizzi la SN e sia
unimodale e bimodale. Tale famiglia, chiamata Beta skew-normal (BSN), deriva
naturalmente quando si considerano le distribuzioni delle statistiche d’ordine della
SN. La BSN può essere ottenuta anche come caso speciale della Beta generated
distribution definita da Jones (2004). In questo lavoro focalizziamo l’attenzione
su tre estensioni della distribuzione skew-normal : la distribuzione Balakrishnan
skew-normal (SNB) (Ba-lakrishnan (2002)), una generalizzazione della Balakrish-
nan skew-normal (GBSN) (Yadegari e altri (2008)) e una generalizzazione a due
parametri della Balakrishnan skew-normal (TBSN) (Bahrami e altri (2009)). Que-
ste tre estensioni sono legate alla BSN per particolari valori dei parametri. Presen-
tiamo alcune proprietà di questa nuova distribuzione, alcuni casi speciali e un caso
limite. Analizziamo le proprietà di forma, deriviamo la sua funzione generatrice dei
momenti e calcoliamo numericamente, tramite il pacchetto statistico R, i suoi primi
quattro momenti. Inoltre presentiamo due metodi differenti che ci permettono di
simulare da essa.
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Sunto. Il comportamento asintotico delle autofunzioni aleatorie del Laplacia-
no sulla sfera è stato recentemente oggetto di notevole attenzione, anche a causa
di importanti motivazioni che emergono dalla Fisica e dalla Cosmologia. In questo
lavoro, ci occupiamo del comportamento asintotico delle regioni sopra-soglia (ex-
cursion sets); equivalentemente, dimostriamo un teorema del limite centrale funzio-
nale per la misura empirica, cioè la misura della parte di sfera in cui le autofunzioni
Gaussiane sono al di sotto di un determinato valore z.

Le dimostrazioni utilizzano alcune tecniche derivate dalla letteratura sui pro-
cessi stazionari con integrazione frazionaria; in particolare, si espande la misura
empirica in polinomi di Hermite e si dimostra che il comportamento asintotico è
dominato da un singolo termine della serie. Il processo limite risulta quindi con
una struttura particolarmente semplice, corrispondente ad una singola variabile
aleatoria che moltiplica una funzione deterministica, esprimibile in termini della
densitâĂą gaussiana.
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Sunto. Nella teoria nota come Information Geometry un modello statistico
parametrico può essere considerato come una varietà differenziabile, e la sua strut-
tura geometrica può risultare utile per sviluppare ed esplorare alcune proprietà di
procedure inferenziali. In questo lavoro ci si propone di usare tale approccio, in un
contesto bayesiano, per caratterizzare la sensitività della distribuzione a posteriori
ψ(Π) = EΠx{f(θ)} di una funzione del parametro, rispetto a piccole variazioni della
distribuzione a priori Π in un intorno di Π0. Introdotta la varietà M di tutte le
distribuzioni a priori, la sensitività è determinata dal vettore tangente alla varietà
in Π0 e il suo effetto è misurato dalla derivata direzionale ad esso associata ψ(Π).
Se inoltreM è dotato di una metrica, possiamo normalizzare i vettori tangenti. La
sensitività è allora massima nella direzione del vettore gradiente ed è uguale alla
sua lunghezza ∇ψ, denominata indice di sensitività locale. Nel contesto decisionale
bayesiano, la funzione di perdita, che dipende dal valore di θ, può essere espressa
attraverso uno scoring rule proprio S(θ,Π), al quale è associata una metrica inM.
Inoltre, una misura naturale della sensitività delle decisioni rispetto a variazioni del-
la distribuzione a priori è data da S(Πx,Πx

0), che è della forma sopra menzionata
per f(θ) = S(θ,Πx

0).
Particolarmente interessanti, tra le metriche derivanti da adeguate regole di

scoring sono la metrica di Informazione, associata al log score, e la metrica di
Hyvärinin, associata a un problema decisionale predittivo. L’indice di sensibilità
locale viene calcolato in questi due casi.
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Sunto. Definiamo un vettore di hazard rate aleatori (h̃1, h̃2) che, in un contesto
Bayesiano nonparametrico, può essere usato per modellare due campioni di tempi di
sopravvivenza. Nella costruzione proposta, le componenti del vettore sono definite
come misture di nuclei governate da misure completamente aleatorie dipendenti µ̃1

e µ̃2. A loro volta le misure completamente aleatorie sono ottenute come funzionali
lineari di processi di Poisson dipendenti costruiti seguendo l’approccio di Griffiths e
Milne (1978). Il vettore (µ̃1, µ̃2) risulta avere componenti identicamente distribuite
e, congiuntamente, incrementi indipendenti. Quest’ultima proprietà gioca un ruolo
chiave nella dimostrazione di un risultato che fornisce una caratterizzazione della
distribuzione finale di (µ̃1, µ̃2), o equivalentemente di (h̃1, h̃2), dati i due campioni
di dati eventualmente censurati. A posteriori, la distribuzione di (µ̃1, µ̃2) coincide
con quella di un vettore di misure completamente aleatorie aggiornato e con punti
di salto fissati. Tale risultato può essere pensato come l’analogo bivariato della
caratterizzazione ottenuta da James (2005) nel caso unidimensionale. Come caso
particolare, con un’opportuna scelta di nuclei e misure completamente aleatorie,
otteniamo una caratterizzazione della distribuzione finale di un vettore di processi
gamma estesi, come definiti da Dykstra e Laud (1981). Con un esempio illustrati-
vo mostriamo come la caratterizzazione ottenuta risulti utile nella costruzione un
algoritmo per la stima di funzioni di sopravvivenza dipendenti, dati due campioni.

Bibliografia
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[2] Griffiths, R. C. e Milne, R. K.: “A class of bivariate Poisson processes”. J.
Multivariate Anal., 1978.
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Sunto. Questo lavoro tratta il comportamento asintotico del ponte di un pro-
cesso Gaussiano condizionato a stare in n punti fissati in n istanti passati. Viene
considerato il caso in cui gli istanti passati sono fissati e quello in cui gli istanti
passati dipendono da un piccolo parametro. In entrambi i casi viene stabilito un
principio di grandi deviazioni.

Più precisamente, siaX un processo Gaussiano. Sia ε > 0 e siano x1, . . . , xn, xn+1

le osservazioni per X negli istanti 0 < T1 < · · · < Tn < Tn+1 = Tn + ε. Si consideri
il processo X̄n, definito dalla seguente uguaglianza in legge

X̄n
Tn+· =

[
XTn+·

∣∣XT1
= x1, . . . , XTn = xn

]
e sia Ȳ n,ε il ponte di X̄n, cioè il processo che fornisce il comportamento futuro di
X̄n data l’osservazione futura xn+1 all’istante Tn+1 = Tn + ε, che è

Ȳ n,εTn+· =
[
X̄n
Tn+·

∣∣ X̄n
Tn+ε = xn+1

]
=

[
XTn+·

∣∣XT1
= x1, . . . , XTn = xn, XTn+ε = xn+1

]
.

Viene stabilito un principio di grandi deviazioni su C([0, 1]) per {Ȳ n,εTn+ε·}ε nel caso
0 < T1 < · · · < Tn fissati e nel caso Tj = εj, j = 1, 2, . . . , n. Le stime risultanti
per la probabilità di uscita, vengono poi usate per correggere lo schema classico
per il calcolo numerico della probabilità che X raggiunga una barriera prima di
un istante fissato. Vengono proposti molti esempi: moto Browniano frazionario,
moto Browniano frazionario integrato, moto Browniano integrato m volte. Come
applicazione viene studiato il comportamento asintotico della probabilità di uscita.

Bibliografia

[1] L. Caramellino, B. Pacchiarotti (2008). “Large deviation estimates of the
crossing probability for pinned Gaussian processes”. Advances in Applied
Probability, 40, 424-453.
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Sunto. In questa conferenza presentiamo alcuni risultati recenti della teoria
delle equazioni differenziali alle derivate parziali di tipo Kolmogorov che interven-
gono in fisica e in finanza matematica. Queste equazioni evolutive, che sono ge-
neralmente non uniformemente paraboliche, sono naturalmente associate a modelli
stocastici con memoria: i derivati finanziari con dipendenza dal passato fornisco-
no un tipico esempio. Tratteremo in particolare il caso delle opzioni Asiatiche di
stile Europeo ed Americano. Nell’ultima parte della presentazione introduciamo
un metodo perturbativo che consente di ricavare formule di approssimazione per la
densità di transizione relativa all’opzione Asiatica aritmetica. Consideriamo infine
anche alcuni modelli a volatilità stocastica e con salti di tipo jump-diffusion.
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Sunto. Un popolare approccio bayesiano non parametrico all’analisi della so-
pravvivenza consiste nel modellare gli hazard rates come misture dirette da una
misura completamente aleatoria. In questa comunicazione viene analizzato il com-
portamento asintotico di tali modelli. Si studia la consistenza della distribuzione a
posteriori e, inoltre, si forniscono teoremi centrali del limite per funzionali sia lineari
sia quadratici del hazard rate a posteriori. I risultati generali sono successivamente
specializzati a casi particolari di nuclei e di misure misturanti garantendo la consi-
stenza sotto condizioni minimali e derivando utili approssimazioni asintotiche per
le distribuzioni di funzionali.
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Sunto. Sia S uno spazio Polacco e (Xn : n ≥ 1) una successione scambiabile
di variabili aleatorie a valori in S. Sia α una misura di probabilità aleatoria su
S tale che α(B) = P

(
X1 ∈ B | T

)
q.c. per ogni Boreliano B ⊂ S, dove T è

la σ-algebra terminale di (Xn). Equivalentemente, α può vedersi come il limite
debole quasi certo delle misure empiriche. Si noti anche che α garantisce l’usuale
rappresentazione P

(
(X1, X2, . . .) ∈ ·

)
=
∫
α∞(·) dP, dove α∞ = α× α× . . .

Data una misura di Borel σ-finita λ su S, si affrontano due problemi tra loro
collegati.

Il primo problema è di dare condizioni per α� λ q.c.. Tali condizioni dovreb-
bero riguardare soltanto le distribuzioni a dimensione finita L(X1, . . . , Xn), n ≥ 1.
Tra l’altro, condizioni ragionevoli per α � λ q.c. sono utili in statistica Baye-
siana non parametrica. In questo ambito, la distribuzione iniziale è precisamente
la distribuzione di probabilità di α. Quindi, α � λ q.c. significa che l’iniziale è
concentrata sulle leggi assolutamente continue (rispetto a λ). Si noti anche che una
condizione necessaria per α� λ q.c. è

(27) L(X1, . . . , Xn)� λn per ogni n ≥ 1.

Il secondo problema è di investigare se ||αn − α|| q.c.−→ 0, dove || · || è la norma
della variazione totale e αn(·) = P

(
Xn+1 ∈ · | X1, . . . , Xn

)
la misura predittiva.

Sorprendentemente, nonostante l’interesse teorico e le connessioni con la consistenza
Bayesiana, questo problema è stato finora trascurato. Sono stati ottenuti vari
risultati, dei quali ci limitiamo ad elencare i principali.

(a) α� λ q.c. se e solo se ||αn − α||
q.c.−→ 0 e vale la condizione (1).

(b) ||αn − α||
q.c.−→ 0 quando αc � λ q.c., dove αc è la parte diffusa di α.

(c) La condizione (1) non basta affinché α� λ q.c..
(d) Si supponga che valga la condizione (1). Allora α � λ q.c. se, per ogni

compatto K ⊂ S, vale supn

∫
K
gn+1

(
X1,...,Xn, x)p λ(dx)

gn(X1,...,Xn)p < ∞ q.c. dove p > 1 è una
costante (indipendente da K) e gn una densità di L(X1, . . . , Xn) rispetto a λn.
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Sunto. Le misure di rischio di Haezendonck sono state introdotte e discusse in
Haezendonck e Goovaerts [6] e in Goovaerts et al. [5] e studiate più tardi anche in
Bellini e Rosazza Gianin [1], [2]. Negli ultimi due lavori, ne abbiamo dimostrato la
coerenza, fornito la rappresentazione duale su L∞ e, grazie al loro legame con gli
M -functionals, abbiamo ricavato alcune proprietà statistiche dei premi di Orlicz.

In questo lavoro consideriamo le misure di rischio di Haezendonck nell’ambito
più ampio e naturale degli Orlicz hearts MΦ. Applicando alcuni risultati di Che-
ridito e Li [3] e di Filipovic e Kupper [4] sui cash-additive hulls, siamo in grado di
estenderne la rappresentazione duale all’intero MΦ e di caratterizzare gli scenari
ottimi.

Inoltre, in analogia con il caso del CVaR nella formulazione di Rockafellar e
Uryasev [8], analizziamo le proprietà dei quantili di Orlicz definiti come

x∗ ∈ arg min
{
αH(X − x)+ + (1− α)H(X − x)−

}
,

dove H(·) rappresenta il premio di Orlicz e α ∈ (0, 1).

Utilizzando alcuni risultati di statistica robusta riguardanti laM -stima (si veda
Huber [7]), infine, calcoleremo in alcuni casi particolari la funzione di influenza di
x∗ e della misura di rischio di Haezendonck.
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Sunto. Il processo ad infiniti alleli neutrali (Ethier e Kurtz, 1981) è una diffu-
sione infinito-dimensionale che descrive l’evoluzione temporale delle frequenze delle
specie presenti in una popolazione idealmente infinita, soggetta a mutazione e de-
riva genetica. Questo è stato recentemente esteso al caso di due parametri (Petrov,
2009), che influiscono in modo diverso sul tasso di mutazione totale. Tali modelli
sono inoltre associati ai processi di Poisson-Dirichlet, sottoclasse delle misure di
probabilità aleatorie (MPA) indotte da partizioni di tipo Gibbs (Gnedin e Pitman,
2006).

In questo lavoro viene introdotta una famiglia di diffusioni infinito-dimensionali,
associata ad un’altra sottoclasse di distribuzioni Gibbs data dalle MPA Gaussiane
inverse normalizzate (Lijoi, Mena e Prünster, 2005), che descrivono l’evoluzione di
infinite frequenze e del tasso di mutazione. Quest’ultimo è anch’esso un processo di
diffusione, denominato di α-diversità, derivato come estensione in tempo continuo
della corrispondente nozione introdotta da Pitman per le MPA di tipo Gibbs.

La classe di diffusioni è caratterizzata mediante il suo generatore infinitesimale
che agisce su un dominio appropriato, e si mostra essere il limite in distribuzio-
ne di una successione, opportunamente trasformata, di processi di particelle di tipo
Moran, dove le particelle sono campioni estratti da una MPA Gaussiana inversa nor-
malizzata. Sarà inoltre discussa la relazione di non pura inclusione tra le diffusioni
associate ai processi di Poisson-Dirichlet e la classe di processi introdotta.
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Sunto. Il teorema di Sklar rappresenta il fondamento della teoria delle di-
stribuzioni multivariate. A causa della sua importanza, tale teorema ha ricevuto
grande attenzione ed è stato dimostrato numerose volte. Fu introdotto, ma non
dimostrato da Sklar (1959).

Qui si presenta una nuova dimostrazione basata sul metodo dei mollificatori,
usuale nella teoria delle equazioni alle derivate parziali. Dato ε > 0, si introduce il
mollificatore

ϕε(x) := k exp

(
1

|x/ε|2 − 1

)
1B1(0)(x/ε) ,

la costante k è tale che la norma L1 sia eguale a 1 e B1(0) è la sfera unitaria (chiusa)
di raggio 1.

Per ogni f.r. H : Rd → [0, 1] la convoluzione

Hn(x) :=

∫
Rd

H(x− y)ϕ1/n(y) dy =

∫
Rd

ϕ1/n(x− y)H(y) dy

definisce una f.r. continua che converge a H(x) in ogni punto x ∈ Rd in cui H sia
continua.

Una d–copula è la restrizione al cubo unitario Id della legge di un vettore
aleatorio le cui componenti sono distribuite uniformemente in I.

Teorema. Per ogni f.r. H : Rd → [0, 1] con marginali F1, F2, . . . , Fd esiste
una d–copula C tale che

H(x) = C (F1(x1), F2(x2), . . . , Fd(xd)) .

Se le marginali F1, F2, . . . , Fd sono continue la copula C è unica.
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Sunto. I risultati che presento, ottenuti in collaborazione con G.D. Costanzo,
S. De Bartolo e F. Dell’Accio, riguardano il problema di anticipare un responso
binario associato a un processo stocastico. A tal fine si considerano una classe S
di processi stocastici le cui realizzazioni sono funzioni ϕ : [0, T ] −→ R continue e
lineari a tratti, che soddisfano una particolare condizione geometrica, e la famiglia
R di tutti i responsi binari Y associati ad un processo X ∈ S. Si introduce la
nozione di curva di aggiustamento γa : [0, T ] −→ [0, 1] per il responso binario Y
associato al processo stocastico X, che è un utile strumento per predire Y in ogni
istante t ∈ [0, T ]. Nel caso di processi industriali, che possono essere simulati da una
coppia (X,Y ), tale curva permette di monitorare e predire la qualità del risultato.
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Sunto. Studiamo connessioni su deformazioni noncommutative di varietà Rie-
manniane con metrica arbitraria. Questo caso è meno noto del caso in cui la
deformazione è compatibile con la metrica (deformazione isospettrale). È rilevante
anche perché nella formulazione di teorie di gravità noncommutativa la metrica è
appunto un campo dinamico.

I nostri risultati sono nell’ambito della quantizzazione per deformazione, in
particolare la noncommutatività è ottenuta tramite twist di Drinfeld triangolare.
Data un’algebra di Lie g, denotiamo con Ug[[~]] l’algebra universale di inviluppo
sull’anello C[[~]] delle serie formali nel parametro ~ a coefficienti in C. Un twist
F ∈ Ug[[~]] ⊗ Ug[[~]] è un elemento invertibile del (completamento del) prodotto
tensore di Ug[[~]] che soddisfa certe condizioni di 2-cociclo.

In questo contesto una struttura noncommutativa su una varietà liscia M è un
twist F ∈ Ug[[~]]⊗ Ug[[~]] dove g è sottoalgebra dei campi vettoriali su M .

L’algebra delle funzioni liscie su M diventa noncommutativa definendo lo star-
prodotto f ? g = µ ◦ F−1(f ⊗ g), dove µ(f ⊗ g) = fg è l’usuale prodotto di
funzioni.

Se M = R2 e g è l’algebra di Lie delle traslazioni infinitesime, abbiamo per
esempio il twist F = e

i
2~( ∂∂x⊗

∂
∂y−

∂
∂y⊗

∂
∂x ). Si ottiene così lo star-prodotto di Moyal-

Weyl su R2.
Sollevando l’azione di F tramite la derivata di Lie si definisce similmente un’al-

gebra tensoriale e un’algebra esterna noncommutativa. Piu’ in generale questo
formalismo permette di costruire una geometria differenziale (derivata esterna,
connessioni,...) e Riemanniana noncommutativa.

Se l’algebra di Lie g è abeliana abbiamo [1]:

Teorema. Una struttura noncommutativa F ∈ Ug[[~]]⊗Ug[[~]] su una varietà
M che è (pseudo)Riemanniana determina un’unica connessione noncommutativa di
Levi-Civita (ovvero compatibile con la metrica e a torsione nulla).

Presentiamo questo teorema e discutiamo la sua generalizzazione al caso in cui
l’algebra di Lie g non sia abeliana.

Bibliografia
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Sunto. L’importanza delle trasformazioni di Bäcklund nello studio di equazio-
ni non lineari di evoluzione è ben noto e in particolare testimoniato dalla monografia
[13] e dalle referenze ivi incluse. Infatti, sia proprietà quali la struttura Hamiltonia-
na e/o bi-Hamiltoniana, e gruppi di simmetria ammessi possono essere dimostrati
con l’aiuto di tali trasformazioni. I risultati ottenuti per quanto riguarda gerarchie
di equazioni non lineari di evoluzione che ammettono un membro base del terzo e
del quinto ordine sono stati studiati in [8], [2], [9], [11], [12] anche con estensioni
al caso di equazioni di evoluzione in due variabili spaziali [10]. Recentemente, si è
affrontato, in collaborazione con C. Schiebold, lo studio delle gerarchie di equazioni
di Korteweg-de Vries e di Korteweg-de Vries modificata, in forma non commutativa
sia in caso scalare che matriciale [3], [4], [5]. Lo studio condotto, e tuttora in corso,
si basa su un approccio operatoriale [6], [7], [1], [14] cioè si considerano equazioni
operatoriali in opportuni spazi di Banach. Si illustra come le reti di legami me-
diante trasformazioni di Bäcklund, da un lato, e l’approccio operatoriale, dall’altro,
inducano ai risultati ottenuti. Nuove prospettive e problemi attualmente allo studio
sono, infine, elencati.

Bibliografia

[1] H. Aden, B. Carl, J. Math. Phys. 37, 1833–1857, (1996);
[2] S. Carillo, B. Fuchssteiner, J. Math. Phys., 30, 1606–1613, (1989);
[3] S. Carillo, C. Schiebold J. Math. Phys., 50, 12pp., (2009),073510;
[4] S. Carillo, C. Schiebold J. Math. Phys., 52 n. 4, 21 pp., (2011);
[5] S. Carillo, C. Schiebold in A. Greco,et al.Ed.s, World Scientific, 74–80, (2010);
[6] B. Carl, C. Schiebold. Nonlinearity 12, 333–364, (1999);
[7] B. Carl, C. Schiebold. Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 102, 102 (2000);
[8] B. Fuchssteiner, S. Carillo, Physica A, 154, 467–510, (1989);
[9] B. Fuchssteiner, T. Schulze, S. Carillo, J.Phys.A, 25, 223, (1992);
[10] W. Oevel, S. Carillo, J. Math. Anal. and Appl., 217, 161–178, (1998);
[11] W. Oevel, S. Carillo, J. Math. Anal. and Appl., 217, 179–199, (1998);
[12] C. Rogers, S. Carillo, Physica Scripta, 36, 865-869, (1987);
[13] C.Rogers, W.K.Schief, Bäcklund and Darboux Transformations", 2002;
[14] C. Schiebold, Glasgow Math. J. 51, 147–155, (2009);

1Lavoro svolto nell’ambito di G.N.F.M.-I.N.D.A.M. e Sapienza Università di Roma



760 S8: Fisica matematica

Claudio Giberti: Stabilità per perturbazioni nei vetri di spin
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Sunto. La teoria della risposta lineare a piccole perturbazioni è un metodo
fondamentale in fisica statistica. Perturbando opportunamente l’energia di un si-
stema esso permette, calcolando semplicemente una derivata, di ottenere relazioni
(identità strutturali) fra le quantità fisiche. Queste identità identificano i parametri
d’ordine della teoria riducendone i gradi di libertà. Un celebre esempio di questo
approccio è la teoria di campo medio della fase ferromagnetica nella quale l’unico
parametro d’ordine è rappresentato dalla magnetizzazione. Lo scopo del presente
lavoro è, in modo analogo, di introdurre una nuova stabilità per la risposta lineare
nella teoria dei vetri di spin. Una precedente teoria di stabilità lineare (stabilità
stocastica) introdotta in [1] ha permesso di ricavare una famiglia infinita di identità
strutturali polinomiali (identità di Aizenman-Contucci). D’altra parte una classe
più ampia di identità, note come le identità di Ghirlanda-Guerra, [2] sono state
ottenute dal controllo delle fluttuazioni dell’energia nello stato di equilibrio dello
spin glass, prima nell’approssimazione di campo medio, poi per i modelli a corta
portata [3],[4]. In questo lavoro dimostriamo la stabilità dei vetri di spin rispetto
ad una nuova perturbazione dello stato di equilibrio da cui si ricava l’intera famiglia
delle identità di Ghirlanda-Guerra.
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Sunto. Il calcolo di invarianti polinomiali dei nodi (il cui prototipo è il poli-
nomio di Jones) è un problema considerato computazionalmente ‘intrattabile’, nel
senso che non esiste alcun algoritmo classico efficiente (polinomiale in funzione del-
la lunghezza della stringa che rappresenta l’input) che lo possa risolvere. Da una
decina di anni è stato introdotto (da M. Freedman e collaboratori) un nuovo sche-
ma per la computazione quantistica – basato sulle teorie di campo topologiche con
azione di Chern-Simons – che ha permesso di affrontare in una prospettiva del tutto
innovativa questo tipo di problemi algoritmici.

Si presenteranno qui risultati recenti riguardanti la costruzione esplicita di algo-
ritmi quantistici efficienti per calcolare (con una precisione arbitrariamente piccola
e in tempo polinomiale rispetto alla complessità dell’input) invarianti polinomiali
dei nodi che generalizzano il polinomio di Jones nonché invarianti topologici delle
3–varietà chiuse.

Verranno anche analizzate le implicazioni di tali risultati in riferimento alle
relazioni tra i concetti di ‘solubilità’ di modelli fisico–matematici di tipo geometrico
e l’ ‘effettiva’ calcolabilità dei funzionali associati.
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Valter Moretti: Radiazione di Hawking ed effetto tunnel: un approccio
basato sulla teoria algebrica dei campi
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Sunto. Si prova come la recente intepretazione della radiazione di hawking
in termini di effetto tunnel abbia un senso rigoroso in teoria algebrica dei campi
quantistici in riferimento a stati di Hadamard e generalizzando alcuni ben noti
risultati dovuti a Fredenhagen-Haag e Kay-Wald.
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Sunto. Negli anni cinquanta Yang e Mills elaborarono una teoria fisica volta a
descrivere le interazioni forti tra le particelle. Tale teoria, oggi nota come teoria di
gauge non-abeliana, prevedeva una Lagrangiana con potenziale a valori nell’algebra
di Lie di SU(2) e un particolare comportamento di tale potenziale sotto l’azione del
gruppo delle simmetrie interne. Una prima soluzione ad equazioni di campo di una
teoria di Yang-Mills fu data da Belavin, Polyakov, Schwartz e Tyupkin e oggi ci si
riferisce ad essa come istantone BPST (e più in generale ad istantoni per soluzioni
auto-duali delle equazioni di Yang-Mills).

Se inizialmente fu ignorato il legame fra la teoria di Yang-Mills e la teoria mate-
matica dei fibrati e connessioni su di essi, a partire dagli anni ’70 tale rapporto venne
riconosciuto e portò a notevoli sviluppi sia in fisica che in matematica. Un potenzia-
le di Yang-Mills su R4 si identifica allora con l’espressione locale di una connessione
su di un SU(2)-fibrato principale sulla sfera S4 e la ‘carica’ k dell’istantone corri-
sponde ad un invariante topologico del fibrato. Soluzioni autoduali delle equazioni
di Yang-Mills furono costruite da Atiyah, Drinfeld, Hitchin e Manin (costruzione
ADHM ) e la loro classificazione fu ottenuta tramite l’utilizzo della teoria dei twisto-
ri sviluppata nel frattempo da Penrose. Fu dimostrato che lo spazio dei moduli di
SU(2)-istantoni è una varietà di dimensione reale 8k−3 e lo studio di tale spazio dei
moduli ha portato a notevoli progressi in topologia, quali il teorema di Donaldson.

Negli ultimi anni molta attenzione è stata rivolta al problema di sviluppare
una teoria dei fibrati e connessioni nell’ambito della geometria non-commutativa.
Quest’ultima è basata sulla rilettura algebrica della geometria e sta acquisendo
sempre più interesse anche per i suoi possibili utilizzi in fisica.

Nel presente seminario verranno presentati alcuni aspetti base della teoria dei
fibrati in geometria non-commutativa e in particolare deformazioni in tale ambito
del fibrato di Hopf S7 → S4 corrispondente all’istantone BPST. Considereremo la
costruzione di istantoni su diverse classi di sfere noncommutative: le ‘quantiche’ e
le ‘isospettrali’. Tempo permettendo discuteremo anche dello spazio dei moduli e
di recenti sviluppi nello studio di istantoni non-commutativi.
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Sunto. In due articoli apparsi nel 1985 e 1986 Dixon, Harvey, Vafa e Witten
hanno introdotto un metodo generale per studiare la propagazione delle stringhe
sul quoziente di una varietà complessa liscia per un gruppo finito di automorfismi
allo scopo di fornire modelli realistici di teorie di stringhe. Di fatto tali modelli sono
risultati essere più appropriati rispetto al modello toroidale studiato in precedenza
in quanto permettono di ridurre le extra dimensioni da dieci a quattro ed inoltre
presentano notevoli vantaggi dal punto di vista computazionale.

Dall’altro lato questi studi hanno condotto ad importanti sviluppi in ambito
geometrico ed all’introduzione di nuovi invarianti geometrici per gli orbifolds, questi
ultimi sono spazi localmente modellati dal quoziente di varietà liscie per gruppi
finiti. Di particolare rilievo sono gli invarianti di Gromov-Witten e la coomologia
orbifold; essi sono stati definiti da Chen e Ruan per orbifolds simplettici e da
Abramovich, Graber e Vistoli per stacks di Deligne-Mumford lisci. Inoltre sono
state formulate diverse congetture che mettono in relazione alcuni aspetti della
geometria degli orbifolds con quelli della geometria di ogni risoluzione delle loro
singolarità. In questo ambito, nel 2001 Ruan ha congetturato che, sotto opportune
ipotesi, l’anello di coomologia orbifoldH∗orb(X ) di un orbifold X è isomorfo all’anello
QH∗q=c(Y ) che si ottiene dalla coomologia quantistica di ogni risoluzione crepante
Y dello spazio dei moduli coarse X di X per particolari valori c dei parametri
quantistici q. Questa congettura è nota come Cohomological Crepant Resolution
Conjecture (CCRC in breve).

Nel seminario presenterò alcuni risultati ottenuti dallo studio della CCRC nel
caso in cui X sia localmente isomorfo a Ck× [C2/G], con G ≤ SL(2,C) sottogruppo
finito [1]. Questi includono il fatto che la congettura così come è stata formulata non
può valere ed una modifica della CCRC. Darò anche alcuni cenni delle dimostrazioni
della validità di tale modifica per G ∼= Z/2Z , Z/3Z [1] e per alcuni spazi proiettivi
pesati di dimensione tre e di tipo Gorenstein [2], [3].
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Sunto. Si riassumono alcuni risultati relativi al comportamento asintotico delle
soluzioni di equazioni cinetiche spazialmente omogenee à la Boltzmann, dimostra-
ti sulla base di argomentazioni riconducubili alla formulazione generale del teore-
ma centrale del calcolo delle probabilità. Si pongono in evidenza alcuni miglio-
ramenti, rispetto ai risultati ottenuti con impostazioni prevalentemente analitiche,
conseguenti all’uso dei metodi probabilistici.
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Sunto. Definiamo un modello di matrici generalizzato la cui curva spettrale
coincide con quella del sistema integrabile di Hitchin. Studiamo la quantizzazione
del sistema di Hitchin in termini della beta deformazione della misura del modello di
matrici generalizzato e mostriamo come questo riproduca in un particolare limite le
Hamiltoniane quantistiche del sistema di Hitchin sulla sfera e sul toro con punture.
Discutiamo infine le motivazioni e applicazioni di questi risultati nel contesto delle
teorie di gauge supersimmetriche.
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Gian Luigi Agnoli: Aspetto lagrangiano per alcuni problemi della
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Sunto. Nello studio di fenomeni ecologici e biologici è fondamentale conoscere
soluzioni e proprietà del sistema autonomo,

(28) Ẋ = A ·X.
In realtà le equazioni che governano i suddetti fenomeni sono assai più complica-

te ma le inevitabili semplificazioni (è questa una scelta obbligata data la complessità
del problema) portano sempre a considerare il sistema (1).

In biologia, la matematica deve affrontare lo studio di modelli governati da
equazioni di questo tipo:

(29) q̇i = fi(q, q̇, t) (i = 1, 2, . . . , n)

ove le funzioni f dipendono dal modello in esame e sono non lineari.
Cercheremo di dare un aspetto lagrangiano a questi problemi.
Il primo fu Kerner che introdusse la lagrangiana per lo studio dei sistemi

biologici.
Kerner dimostra che la funzione hamiltoniana è un integrale del moto per il

sistema di equazioni differenziali (2).
I lavori precedenti nella biologia matematica secondo la formulazione lagran-

giana fallirono mentre furono affrontate le due questioni:
i) quali sono le proprietà che un sistema di equazioni differenziali ordinarie

deve verificare per assicurare l’esistenza di una funzione lagrangiana;
ii) esiste un algoritmo capace di costruire la funzione lagrangiana di equazioni

dinamiche.
Tali questioni furono considerate nel campo della meccanica classica. In effetti,

le condizioni per l’esistenza di una lagrangiana per un sistema dinamico furono
formulate per la prima volta da Helmholtz il quale affermò che una condizione
necessaria e sufficiente per l’esistenza di una lagrangiana per un sistema di equazioni
differenziali ordinarie è che il sistema

(30) Fi(q, q̇, t) = 0 (i = 1, 2, . . . , n)

sia autoaggiunto da un punto di vista variazionale.
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Sunto. Il ponderoso testo di H. Fuchs (The dynamics of Heat 1996) e i lavori
della scuola di Karlsrue ( Falk, Hermann, Schmid) danno una trattazione della
Termofisica in cui sostanzialmente si introduce l’entropia come grandezza primitiva,
rifacendosi anche alle idee di Callendar (1911) e di Trusdell. La scuola di Karlsruhe
ha prodotto anche un interessantissimo corso di fisica a livello liceale disponibile
in rete anche in italiano (Karlsruer Physikkurs). In questa trattazione si sviluppa
l’idea dell’entropia come portatore dell’energia termica (Falk, Herrmann, Schmid;
Energy forms or energy carriers? Am. J. Phys. 1983).

Da queste trattazioni nasce l’idea di introdurre per la conduzione del calore una
ipotesi alternativa alla legge di Fourier: ~q = −k1 grad θ, dove θ è la temperatura
assoluta e ~q il vettore densità di flusso dell’energia termica. La nuova ipotesi può
essere formulata nel modo seguente

~h = −k2 grad θ

dove ~h è il vettore densità di flusso di entropia. Tenendo presente la relazione
~q = θ ~h, partendo dal bilancio termico, analogamente a quanto si fa nel caso della
legge di Fourier, con alcuni passaggi si arriva facilmente all’equazione alle derivate
parziali

∂θ

∂t
= K 4 θ2.

Questo risultato è particolarmente interessante perché l’equazione trovata rientra
nel tipo delle cosiddette PME (porous medium equations), equazioni differenzia-
li alle derivate parziali non lineari, ampiamente studiate (vedi J. L. Vasquez, The
Porous Medium Equation, 2007). Sostanzialmente con questa equazione la trasmis-
sione del calore segue leggi analoghe a quella della propagazione di un fluido in un
mezzo poroso. In particolare si ha una velocità di propagazione finita (vedi cap. 14
del Vasquez).
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Sunto. Negli ultimi anni sono state proposte varie tipologie di modelli per lo
studio dell’evoluzione della distribuzione della ricchezza in una semplice economia
di mercato. Mentre negli anni settanta l’attenzione era stata rivolta a modelli
di tipo Lotka–Volterra nell’ambito della teoria dei sistemi dinamici, in tempi più
recenti sono stati proposti modelli cinetici in cui si prendono in considerazione
i singoli individui, che interagiscono fra loro scambiandosi frazioni della propria
ricchezza. L’analisi scende pertanto al livello microscopico dei singoli agenti e delle
loro mutue interazioni, proponendosi di determinare il numero atteso di individui
che posseggono una ben precisa assegnata ricchezza, cioè la distribuzione del reddito
nella popolazione. L’evoluzione temporale di tale distribuzione di ricchezza può
essere descritta da un’equazione di tipo Boltzmann, analoga a quella solitamente
utilizzata per descrivere la dinamica dei gas rarefatti, ovviamente quando le ipotesi
di validità di tale equazione cinetica sono soddisfatte.

I modelli sono costruiti a partire dall’assegnazione delle leggi di interazione
microscopiche, che variano a seconda delle assunzioni fatte. Il più semplice è un
modello conservativo e deterministico, per il quale le transazioni tra gli agenti por-
tano asintoticamente a una distribuzione in cui tutti gli individui detengono la
medesima ricchezza. Sono stati sviluppati anche modelli più complessi, in cui ven-
gono introdotte variabili aleatorie, che descrivono la possibilità di speculazione nel
mercato, con i rischi ad essa annessi. Per questi modelli, pur se conservativi in
media, non è più possibile determinare univocamente le caratteristiche della distri-
buzione della ricchezza per tempi grandi; in alcuni casi limite particolari è tuttavia
possibile dimostrare l’esistenza di distribuzioni asintotiche con “code di Pareto”,
cioè tali che non tutti i momenti esistono finiti [1]. Recentemente abbiamo cercato
di generalizzare i modelli cinetici sopra citati, con l’inserimento di altri fenomeni
caratteristici delle principali economie di mercato: i meccanismi di tassazione ed
eventuale ridistribuzione delle ricchezze prelevate [2]. Ci proponiamo di tradurre
questi fenomeni in termini matematici e di valutarne gli effetti sulla distribuzione
globale della ricchezza tra la popolazione.
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Sunto. In questa comunicazione si considera un modello retto da equazioni
differenziali con memoria (SDDEs) che descrive, in contesto stocastico, la dinamica
della Risposta Immunitaria nell’uomo. Il modello stocastico è un’estensione del
modello deterministico introdotto nel 2007 da Beretta, Carletti, Marino e Kirschner
[1]. Del modello stocastico, un ampio studio sulla stabilità dell’equilibrio positivo
è stato svolto da Notarangelo e Buckwar in [2].

Nella comunicazione verranno presi in esame gli aspetti computazionali dello
studio del modello. Mediante un’indagine con simulazioni numeriche delle soluzio-
ni delle SDDEs che caratterizzano il modello stesso, si indagheranno le condizioni
sufficienti per l’asintotica stabilità in media quadratica dell’equilibrio positivo pre-
viste nei risultati analitici in [2]. Verrà inoltre condotta un’analisi di incertezza e
sensitività del modello stocastico di risposta immunitaria umana. L’incertezza del-
l’output sarà studiata rispetto all’incertezza sui parametri del sistema e verranno
fornite soglie sui ritardi mediante le quali si possono predire gli switch di stabilità
dell’equilibrio positivo [3]. I risultati della sperimentazione verranno infine discussi
anche dal punto di vista biologico.
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Sunto. La Teoria della Taglia si è recemente dimostrata un promettente ap-
proccio geometrico/topologico per l’analisi ed il confronto di forme. Inizialmente
introdotta per lo studio di proprietà di forma 1-dimensionali, descritte da funzio-
ni continue a valori nei reali (ad esempio la funzione distanza dal baricentro o la
funzione distanza geodetica), la Teoria della Taglia è stata successivamente genera-
lizzata al caso di proprietà di forma multi-dimensionali, modellizzabili con funzioni
continue a valori in Rk (ad esempio, la rappresentazione del colore nel modello RBG
o le coordinate di un punto nello spazio Euclideo 3-dimensionale). Una tale genera-
lizzazione del setting teorico ha portato alla formalizzazione di un nuovo descrittore
di forma, denominato funzione di taglia k-dimensionale, e alla definizione di una
distanza per confrontare differenti funzioni di taglia k-dimensionali, cioè la distanza
di matching k-dimensionale. La definizione di questa distanza dipende da un certo
estremo superiore calcolato su un insieme di cardinalità infinita. Dal punto di vista
computazionale, questo implica la necessità di sostituire il calcolo dell’estremo su-
periore con quello di un massimo, e quindi considerare una approssimazione della
distanza di matching k-dimensionale.

Questo contributo propone un nuova soluzione algoritmica per il caso k = 2.
Più precisamente, verranno presentati alcuni risultati teorici sull’approssimazione
della distanza di matching 2-dimensionale, sui quali si fonderà la formulazione di un
algoritmo per il calcolo della detta distanza, a meno di un errore di approssimazione
scelto arbitratriamente. Verrano inoltre illustrati alcuni risultati sperimentali allo
scopo di validare il nuovo algoritmo. Per ulteriori dettagli si rimanda a [1].
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Sunto. Nei mercati finanziari la maggioranza degli strumenti derivati è scritta
su titoli che pagano almeno un dividendo discreto ed inoltre sono di tipo Americano.
Molti approcci finora seguiti presentano diverse problematiche che possono condurre
ad arbitraggi. Il più recente lavoro di Haug et al. [3] segna un passo avanti nella
valutazione di opzioni in presenza di dividendi discreti grazie a: (i) la distinzione tra
il prezzo di mercato del titolo e quello del titolo in cui il dividendo viene reinvestito,
di solito un fondo, e (ii) l’introduzione di una nuova politica per i dividendi che
prevede la possibilità di pagare il dividendo dichiarato solo se l’azienda è in grado,
vale a dire solo una percentuale del dividendo dichiarato in precendenza. Purtroppo
tale approccio soffre della mancanza di un modello a volatilità stocastica con salti
sia per il prezzo del titolo che per la volatilità, il quale è considerato da tempo
come la descrizione dinamica più completa per gli strumenti derivati sovra citati.
Oltre a sopperire a tale mancanza, in questo lavoro si propongono due approcci di
soluzione, uno con una rappresentazione integrale della soluzione stessa e il secondo
risolvendo numericamente (metodo “sparse grid” proposto da Chiarella e Kang [2])
l’equazione integro-differenziale legata alla valutazione del titolo.
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Sunto. Dati Ω ⊂ R2 e [0, tf ] ⊂ R, sia C : [0, tf ] × Ω → R un campo scalare
sufficientemente regolare che modella la concentrazione di una sostanza S in un
mezzo fluido M . Si consideri il seguente modello diretto di convezione-diffusione-
reazione: 

∂C
∂t − µ∆C +∇ · (uC) + σC = 0, in Ω

C = C0, on {0} × ∂Ω
µ∂C∂n = Cin, on [0, tf ]× Γin

C = Cf , on [0, tf ]× Γup
µ∂C∂n = 0, on [0, tf ]× Γdown
C = 0, on [0, tf ]× Γr

dove ∂Ω = Γin∪Γup∪Γdown∪Γr. S viene rilasciata inM attraverso Γin. Si suppon-
ga noto il campo di velocità u: esso può essere simulato numericamente (usando per
esempio le equazioni di Navier Stokes incomprimibile o di Eulero, a seconda che M
sia un liquido o un gas rispettivamente) o misurato sperimentalmente (per esempio
utilizzando la Particle Image Velocimetry (PIV)). Il problema consiste nella stima
del flusso Cin di S, supponendo di conoscere Cs tale che

C = Cs, on [0, tf ]× Γdown.

Questo problema inverso ha due possibili applicazioni: se si suppone che Cs sia
noto da misure sperimentali, lo scopo è determinare numericamente il flusso di S
emesso in Γin tale che la concentrazione in Γdown approssimi Cs; se invece Cs è una
concentrazione massima ammissibile di S in Γdown, lo stesso problema si traduce
nella ricerca del flusso massimo di S rilasciabile in Γin [3].

Per la minimizzazione della funzione di costo, confronteremo un algoritmo di
Gauss Newton [2] con tecniche che utilizzano il modello aggiunto [3]. Adotteremo
inoltre metodi di riduzione di modello [1] per diminuire il costo computazionale.
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Sunto. Le leghe con memoria di forma (Shape Memory Alloys - SMA) sono
una classe molto particolare di leghe metalliche che hanno la proprietà di ricordare
la loro forma originaria dopo essere state piegate o distorte; il loro largo impiego
in molti campi è stata la motivazione per un crescente interesse nella direzione di
una corretta ed esaustiva modellizzazione del loro comportamento macroscopico.
Molti modelli considerano trasformazioni di fase completamente reversibili; il più
significativo tra questi è il modello di Souza-Auricchio (SA) che rispetto ai modelli
precedenti mostra indubbi vantaggi dal punto di vista della semplicità e della ro-
bustezza. All’interno di questa comunicazione accenneremo a tre lavori che hanno
come punto di partenza il modello di SA. Nel lavoro [1] ci siamo occupati della
parte analitica di un nuovo modello tri-dimensionale, che migliora il modello di SA
includendo effetti di non elasticità permanente. Abbiamo provato l’esistenza di so-
luzioni energetiche e convergenza delle stesse (nel senso della Γ-Convergenza). Nel
lavoro [2] invece, ci siamo interessati al problema del controllo termico: da un la-
to, abbiamo formulato un nuovo risultato di esistenza per determinare l’evoluzione
meccanica quasistatica della lega a temperatura fissata (chiedendo per essa minore
regolarità); dall’altro abbiamo provato l’esistenza di un controllo ottimo per una
opportuna larga classe di funzionali costo. Un altro approccio è stato usato nel
lavoro [3]. Infatti i classici modelli per SMA possono essere anche descritti usando
una relazione costitutiva che usi un operatore di isteresi; per esempio la relazione
stress-strain nel modello di SA usa un operatore di tipo play. L’analisi matematica
del modello di SA mostra che anche nel caso quasistatico il bilancio dell’energia
è mal posto e una regolarizzazione della funzione della temperatura è necessaria
per avere consistenza termodinamica. Noi abbiamo proposto una regolarizzazione
ispirata dal modello di Preisach, mostrando che l’intero modello è consistente dal
punto di vista termodinamico.
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[2] M. Eleuteri, L. Lussardi, U. Stefanelli: “Thermal control of the Souza-Auricchio
model for shape memory alloys”, preprint (2011).

[3] M. Eleuteri, J. Kopfová, P. Krejčí: “Solutions to balance laws in materials with
temperature driven memory”, in preparation.
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Sunto. Come è ben noto, essendo le equazioni di Navier Stokes non lineari,
solo in casi molto particolari è possibile ottenerne soluzioni espresse in termini di
funzioni elementari. Tuttavia, se la geometria del problema è particolarmente sem-
plice, per alcuni moti, si possono trovare trasformazioni di similarità che riducono
le equazioni di Navier Stokes ad un sistema non lineare di equazioni differenziali or-
dinarie, più facile da studiare. Ciò avviene ovviamente anche per le equazioni della
Magnetoidrodinamica. Un esempio è costituito dai moti con un punto di ristagno.
Questi moti si osservano ogni volta che un fluido colpisce un ostacolo. In letteratura
sono studiati moti piani ortogonali ed obliqui ([1], [2]), moti tridimensionali, moti
con particolari simmetrie, ecc.

Durante la comunicazione verrà analizzato il moto stazionario bidimensiona-
le obliquo con un un punto di ristagno per un fluido Newtoniano elettricamente
conduttore, qualora sia presente un campo elettromagnetico esterno. L’ostacolo
è rappresentato da una parete piana, rigida, fissa che viene colpita dal fluido con
un arbitrario angolo di incidenza. Saranno esaminate alcune interessanti situazioni
fisiche. In particolare si dimostrerà che se il campo elettrico esterno è nullo ed il
campo magnetico esterno giace nel piano del moto, con una direzione non parallela
alla frontiera, allora, nell’ipotesi di trascurabilità del campo magnetico indotto, il
moto obliquo con un punto di ristagno è possibile se e solo se il campo magnetico
esterno è parallelo alla dividing streamline. In tutti i casi considerati verrà provato
che le equazioni della Magnetoidrodinamica ammettono soluzioni di similarità e si
mostrerà che lo studio del moto è ricondotto ad un problema ai valori al contorno
per equazioni differenziali ordinarie, di cui si fornisce la soluzione numerica. Infine
sarà descritto il comportamento del fluido nello strato vicino alla frontiera in cui la
viscosità ha un effetto rilevante.
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Sunto. La modellazione delle catene di produzione è caratterizzata da diversi
approcci: simulazioni ad eventi discreti e modelli continui (ad esempio ODE), in
particolare modelli basati su PDE che descrivono quantità medie come densità
e velocità media. Scopo della comunicazione è presentare alcuni risultati su un
modello continuo-discreto descritto da un sistema di leggi di conservazione per la
densità di parti in lavorazione e per la frequenza di servizio. Il modello evolve
in modo continuo su intervalli contigui, mentre ai nodi il problema viene risolto
conservando la densità delle parti ma non la frequenza di servizio. In [1] si sono
definiti alcuni Riemann solver ai nodi con opportune caratteristiche. Il modello per
catene di produzioni sequenziali è stato esteso a reti di produzione, [2], considerando
due algoritmi di instradamento: il primo massimizza i flussi tenendo conto della
destinazione finale delle merci, mentre il secondo massimizza i flussi senza vincoli.
Sono state analizzate le onde prodotte ai nodi. In particolare, è stato mostrato
come il modello sia in grado di riprodurre il ben noto Bullwhip effect. L’esistenza e
l’unicità delle soluzioni ai problemi di Cauchy sia per catene di produzione che per
reti è stata ottenuta fissando la regola che le merci sono processate in un nodo al
fine di massimizzare il flusso, con produzione di onde nella sola densità, se possibile,
altrimenti di onde minime nella frequenza di produzione [3]. L’unicità è stata
provata ricavando stime sulla variazione totale del flusso, densità e frequenza di
produzione lungo soluzioni approssimate basate sul metodo del wave-front tracking.
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Sunto. La rimozione di alcuni tipi di inquinanti presenti nel sottosuolo può
essere effettuata con tecniche basate sulla bonifica biologica. Viene sfruttata la ca-
pacità di alcune specie batteriche - già presenti nel sottosuolo oppure appositamente
introdotte - di metabolizzare l’inquinante trasformandolo in sostanze non tossiche.

Tale processo, però, è limitato dalla concentrazione spaziale di ossigeno e può
essere favorito immettendo aria nel sottosuolo: questa tecnica è denominata bio-
ventig.

Il modello matematico descrive l’evoluzione spazio-temporale delle concentra-
zioni nel sottosuolo dell’inquinante e delle altre componenti del sistema fisico al
fine di fornire indicazioni di progetto, previsioni sui tempi e sull’andamento della
bonifica.

Si utilizzano le equazioni per il moto dei fluidi nei mezzi porosi e le equazioni
descriventi la dinamica di popolazioni batteriche; i pozzi di immissione di aria
compaiono nel modello come termini sorgenti.

Saranno presentati i risultati di alcune simulazioni numeriche relative ad un
modello semplificato.
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Sunto. Nel presente lavoro gli AA. hanno studiato i problemi della dinamica
del sangue nelle grandi arterie del sistema cardiovascolare. Queste vengono conside-
rate in prima approssimazione come dei condotti in cui circola un fluido di viscosità
non-newtoniana; mentre c’è da tenere conto come la parete delle grandi arterie
abbia delle caratteristiche di elasticità, che non sono lineari. Vengono studiati
soprattutto i vari problemi che si generano nel sistema cardiovascolare per effetto
delle proprietà dei tessuti presi in esame e vengono discussi i risultati sia a livello
teorico che quelli a livello fisiologico e clinico.
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Sunto. Negli ultimi anni si è sviluppata in letteratura una modellistica ma-
tematica e numerica capace di riprodurre qualitativamente l’evoluzione delle dune
sabbiose soffiate dal vento in ambienti desertici. Questa modellistica si basa su una
legge di conservazione della massa di sedimenti, la quale bilancia la variazione tem-
porale dell’elevazione della superficie sabbiosa con la divergenza dei flussi di sabbia
in saltazione (dovuto, attraverso un meccanismo di saturazione, allo sforzo di ta-
glio esercitato dal vento sulla superficie) e in rotolamento (dovuto alla generazione
spontanea di valanghe qualora la pendenza della superficie sabbiosa ecceda l’angolo
di riposo della sabbia).

In questo lavoro siamo interessati allo studio dell’evoluzione di dune formate
da una mistura di sabbie con caratteristiche differenti.

Per approcciare questo problema è necessario adottare l’ipotesi che lo scambio
di sedimenti tra la colonna sabbiosa e i due meccanismi di trasporto superficiale
sia limitato in uno strato superficiale di spessore dato (active layer). La legge di
conservazione della massa nell’active layer, scritta per ogni classe di sedimenti con-
siderata, porta a dover caratterizzare la divergenza del flusso di sabbia superficiale
per ogni classe di sedimenti considerata.

Considerando l’evoluzione di dune bidimensionali, mostreremo come sia possi-
bile semplificare questo problema passando ad una formulazione che sostituisce la
divergenza del flusso con il bilancio tra i tassi di erosione e deposito di sabbia, dove
il tasso di deposito si lega a quanto viene eroso sopravento assumendo una densità
di probabilità per la lunghezza di salto e di rotolamento dei granelli di sabbia. Mo-
streremo alcuni risultati numerici ottenuti con questa formulazione che dimostrano
che il modello riproduce dinamiche di dispersione della mistura di sabbie fisicamen-
te plausibili. Infine, mostreremo come sia possibile approcciare il problema nel caso
tridimensionale.
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Sunto. I cristalli liquidi, ovvero le proprietà liquido-cristalline possedute da
alcuni composti organici, furono scoperti nel 1888 da Friedrich Reinitzer il quale si
accorse che riscaldando del benzoato di colesterile questo dapprima diventava opaco,
per poi schiarirsi al progressivo alzarsi della temperatura. Una volta raffreddato, il
liquido diventava bluastro e poi cristallizzava. Pertanto tali sostanze non passano
direttamente dallo stato liquido a quello solido, ma in particolari condizioni sono
in grado di organizzarsi in fasi intermedie che vengono denominate mesofasi, che
presentano caratteristiche sia dello stato liquido cristallino che di quello solido.
Questo dualismo giustifica il termine con cui si indicano questi composti: cristalli
liquidi. Gli autori stabiliscono dei criteri di regolarità di tipo Serrin per flussi di
cristalli liquidi nematici (NLC). Un flusso nematico ÃŃ uno stato di aggregazione
intermedio tra il liquido e il cristallino, caratterizzato da bassa viscosità e struttura
filamentosa. Il criterio usato può essere considerato come un’estensione del risultato
recente di Liu-Cui [1].

Teorema. Siano u = u(x; t) ∈ R3 la velocità del flusso, π la funzione scalare
che rappresenta la pressione, d = d(x; t) ∈ R3 la media degli orientamenti moleco-
lari, f(d) =

(
|d|2 − 1

)
d, (u0; d0) ∈ H1(R3) × H2(R3), div u0 = 0, (u; d) soluzione

del sistema, e (∇d�∇d) la matrice 3×3 di componenti ∇id ·∇jd, per 1 ≤ i, j ≤ 3,
ut+u·∇u+∇π−∆u=−∇·(∇d�∇d) ,

dt + u · ∇ d = ∆ d − f(d),
div u = 0,

(u, d)|t = 0 = (u0, d0) in R3.

Se
.

Xr = {f(x) ∈ L2
loc

(
R3
)

: ‖f‖ .
Xr

= sup
‖g‖ .

H
r≤1

‖fg‖L2 < ∞} ed u soddisfa una

delle condizioni u ∈ L
2

1− r (0, T ;
.

Xr(R
3)) oppure ω = curlu ∈ L

2
1− r (0, T ;

.

Xr(R
3)),

0 ≤ r < 1, allora u ∈ L∞(0, T ;H1)∩L2(0, T ;H2) e d ∈ L∞(0, T ;H2)∩L2(0, T ;H3).
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Sunto. In questa comunicazione tratteremo l’approssimazione numerica degli
autovalori di famiglie di evoluzione per sistemi di equazioni differenziali funzionali
con ritardo lineari e non autonome. Lo schema di discretizzazione è basato sulla ri-
duzione a dimensione finita attraverso una collocazione pseudospettrale. Verrà pre-
sentato il relativo algoritmo, accompagnato dall’analisi dell’errore e dalle proprietà
di convergenza. Si mostrerà inoltre come applicazioni di fondamentale interesse,
quali la determinazione della stabilità asintotica di equilibri e soluzioni periodiche
per la classe di equazioni analizzate, possono essere trattate con la medesima tecni-
ca. Si accennerà, infine, alla possibile estensione del metodo al calcolo di esponenti
di Lyapunov ed alla determinazione, quindi, di comportamenti caotici, dopo una
riscrittura del modello su spazi prodotto di Hilbert.
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Sunto. I Metodi Generali Lineari (GLM) per la risoluzione numerica di equa-
zioni differenziali ordinarie includono come sottoclassi i metodi numerici classici,
ma sono dotati di un numero più elevato di parametri liberi, i quali permettono di
ottenere proprietà di accuratezza e stabilità ottimali. In tal modo i GLM possono
divenire candidati privilegiati per lo sviluppo di software matematico affidabile e
robusto. Tuttavia, la costruzione di GLM ottimali è un compito non semplice ed in
particolare ancora non sono noti criteri di tipo generale per la costruzione di GLM
con ottime proprietà di stabilità. L’obiettivo della nostra ricerca è la costruzione di
GLM che soddisfino la condizione di Quadratic Stability (QS), ossia la cui funzione
di stabilità abbia solo due radici non nulle. La proprietà QS semplifica notevolmen-
te lo studio della stabilità, e permette di stabilire quali sono i parametri del metodo
ottimali. La proprietà QS à stata introdotta per la prima volta nell’ambito dei
metodi two-step Runge-Kutta in [3,4]. In questa comunicazione verranno descritte
le condizioni che garantiscono la proprietà di QS e la costruzione di GLM espliciti
di tipo Nordsieck con QS. Inoltre sarà illustrata la ricerca numerica di metodi con
QS e regioni di assoluta stabilità di area massima. Infine saranno mostrate le re-
gioni di stabilità di alcuni metodi costruiti e confrontate con quelle dei metodi di
tipo Runge-Kutta e GLM con Inherent Runge-Kutta Stability. I risultati presentati
sono stati ottenuti in collaborazione con i Proff. Z. Jackiewicz e H.D. Mittelmann
dell’Arizona State University e sono in parte oggetto dei lavori [1,2].
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with quadratic stability functions. J. Sci. Comput., 44 .(2010), pp. 191–218.

[4] Z. Jackiewicz. General Linear Methods for Ordinary Differential Equations.
John Wiley, Hoboken, New Jersey, 2009.



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 785

Raffaele D’Ambrosio: Metodi Generali Lineari altamente stabili e
conservativi per la risoluzione numerica di Equazioni Differenziali

Ordinarie

Raffaele D’Ambrosio
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Salerno

email: rdambrosio@unisa.it

Sunto. Bibliografia

[1] J. C. Butcher, R. D’Ambrosio, Partitioned general linear methods for separable
Hamiltonian problems, sottoposto per la pubblicazione.

[2] D. Conte, R. D’Ambrosio, Z. Jackiewicz, Two-Step Runge-Kutta Methods with
Quadratic Stability Functions, J. Sci. Comput. 44, 2 (2010), 191-218.

[3] R. D’Ambrosio, M. Ferro, Z. Jackiewicz, B. Paternoster, Two-step almost col-
location methods for ordinary differential equations, Numer. Algor. 53 (2-3),
195-217 (2010).

[4] R. D’Ambrosio, Z. Jackiewicz, Construction and implementation of highly sta-
ble two-step continuous methods for stiff differential systems, Math. Comput.
Simul., doi: 10.1016/j.matcom.2011.01.005 (2011).



786 S10: Metodi numerici per le equazioni differenziali ordinarie

Nicoletta Del Buono: Localizzazione delle aree di crossing e di sliding
in sistemi dinamici discontinui

Nicoletta Del Buono1

Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Bari “Aldo Moro”
email: delbuono@dm.uniba.it

Luciano Lopez
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Bari “Aldo Moro”

Sunto. Molti sistemi fisici, quali ad esempio sistemi con attrito o impatto,
circuiti elettrici con diodi, ecc., sono matematicamente rappresentati da sistemi
di equazioni differenziali con discontinuità nel campo vettoriale (di tipo Filippov).
Caratteristica fondamentale di un sistema di Filippov è la presenza di superfici
di discontinuità che dividono lo spazio degli stati in sottoregioni disgiunte, al cui
interno il campo vettoriale è continuo.

La conoscenza di quali porzioni della superficie di discontinuità risultano essere
aree di sliding o di crossing consente uno studio completo del sistema dinamico
discontinuo.

La localizzazione delle diverse regioni di attraversamento o di scivolamento
presenti sulla superficie di discontinuità è basata sull’analisi delle proprietà geome-
triche del campo vettoriale e sull’osservazione del suo comportamento locale su un
insieme finito di punti della superficie. L’uso di tecniche di continuazione permette
di inferire il comportamento del sistema in opportuni intorni dei punti localizzati
senza la necessità di integrare numericamente il sistema dinamico.
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[1] V. Acary, B. Brogliato: “Numerical methods for nonsmooth dynamical sy-
stems: applications in mechanics and electronics”, Lecture Notes in Applied
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1Lavoro svolto nell’ambito del progetto GNCS 2011 “Metodi numerici per sistemi differenziali
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Sunto. In questo talk verrà presentata la nuova famiglia dei Metodi Generali
Lineari (GLMs) per la risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordinarie
(ODEs) del secondo ordine di tipo speciale. La classe dei GLMs per ODEs del
secondo ordine include propriamente tutti i metodi classici considerati nella let-
teratura per problemi siffatti, come i metodi lineari multistep, i metodi Runge-
Kutta-Nyström, i metodi ibridi a due passi e i metodi Runge-Kutta-Nyström a due
passi come casi speciali. La famiglia dei GLMs è più ampia e generale rispetto
alle famiglie di metodi noti in letteratura: infatti, essa dipende da più parametri
che possono essere sfruttati, ad esempio, al fine di fornire un migliore equilibrio
tra ordine di convergenza e proprietà di stabilità. Inoltre, la teoria dei GLMs per
y′′ = f(x, y) permette di fornire un approccio unificante per l’analisi delle proprie-
tà di convergenza, consistenza e stabilità. Verrà presentata la riformulazione dei
metodi classici secondo il nuovo approccio e la generalizzazione al caso dei GLMs
dei principali risultati riguardanti la consistenza, la zero-stabilità, la convergenza,
le condizioni di ordine e la teoria della stabilità lineare. Verranno forniti, inoltre,
nuovi esempi di metodi numerici per equazioni differenziali ordinarie del secondo
ordine. L’approccio utilizzato è l’estensione naturale della teoria sviluppata da
Butcher e Jackiewicz (cfr. [1, 2]) per le ODEs del primo ordine.
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Sunto. Recentemente, equazioni differenziali di ordine frazionario sono state
utilizzate, con crescente interesse, in differenti ambiti tra cui la biologia, la chimica,
la fisica, l’ingegneria, ecc. In particolare, è stato osservato che fenomeni carat-
terizzati da diffusione anomala vengono meglio descritti e modellizzati per mezzo
di operatori differenziali di ordine non intero. Nella teoria del controllo, inoltre,
si è potuto constatare come i sistemi di ordine frazionario presentino una minore
sensibilità rispetto alla variazione dei parametri, risultando pertanto maggiormente
robusti.

In questa comunicazione presentiamo alcuni risultati conseguiti nell’approssi-
mazione numerica di sistemi lineari e semilineari di equazioni differenziali frazionarie

Dαy(t) = Ay(t) + g(t, y(t)),

dove Dα è l’operatore di derivazione frazionaria secondo l’approccio di Caputo,
y(t) : [0, T ]→ Rm, A è una matrice in Rm×m e g : [0, T ]×Rm → Rm una funzione
sufficientemente regolare. Nel caso lineare assumiamo g(t, y(t)) = g(t).

Le tecniche studiate mirano a generalizzare formule di quadratura esponenziale
ed integratori esponenziali sviluppati per equazioni differenziali di ordine intero [1].

Due sono le principali difficoltà che si incontrano nel generalizzare questi ap-
procci al caso frazionario: la gestione di una memoria persistente che rende più
costoso il calcolo della soluzione numerica e la presenza, al posto della più semplice
funzione esponenziale, di una funzione di tipo Mittag–Leffler, la quale deve essere
approssimata mediante apposite tecniche numeriche.

Oltre ad aspetti implementativi, vengono discusse e studiate alcune propietà di
convergenza e stabilità dei metodi proposti.

Bibliografia

[1] M. Hochbruck, A. Ostermann, Exponential integrators, Acta Numer. 19 (2010),
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Sunto. Si considera la risoluzione numerica di problemi al contorno per equa-
zioni differenziale funzionali neutrali{

y′ (t) = F (t, y, y′, p) , t ∈ [a, b] ,
B (y, y′, p) = 0,

dove F : [a, b]× C × U × Rd0 → Rd e B : C × U × Rd0 → Rd × Rd0 sono funzionali
assegnati, con C lo spazio di Banach delle funzioni continue [a, b] → Rd e U un
idoneo spazio di Banach di funzioni integrabili [a, b]→ Rd. Il parametro p ∈ Rd0 è
incognito e deve essere determinato insieme alla soluzione y ∈ C.

Dopo aver riscritto il problema in una forma più conveniente, si introdurrà e
si analizzerà la convergenza di una forma generale di discretizzazione che include i
tre più importanti tipi di discretizzazione per equazioni differenziali, vale a dire il
metodo degli elementi finiti, il metodo degli elementi spettrali e il metodo spettrale.
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Sunto. La Trasformata Wavelet Discreta Razionale (RDWT) è uno strumen-
to utile ed efficace nell’analisi di segnali fortemente oscillanti quali, per esempio, i
segnali vocali o musicali. La RDWT risulta, da un lato, particolarmente flessibile
grazie alla suddivisione del dominio delle frequenze del segnale in intervalli la cui
ampiezza non necessariamente è multiplo di una potenza negativa di 2 (multiriso-
luzione diadica), dall’altro facilmente implementabile mediante schemi di subband
coding (banchi di filtri), come nel caso della multirisoluzione classica.

Si presenteranno alcune proprietà della trasformata wavelet discreta con para-
metro di dilatazione razionale e fattore di qualità variabile, implementata usando un
banco di filtri con risposta all’impulso infinita, e si mostreranno alcune applicazioni
nell’elaborazione di segnali vocali. In particolare, si confronterà l’approssimazione
prodotta mediante alcuni coefficienti della RDWT del segnale con quella ottenuta
mediante l’uso dei coefficienti Mel-cepstrali (MFCC), comunemente utilizzati nello
speech processing, evidenziando aspetti quali: i) affinità col sistema uditivo umano;
ii) robustezza al rumore; iii) complessità di calcolo.
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Sunto. In questa comunicazione, si intende focalizzare l’attenzione su una suc-
cessione (Cn)n≥1 di operatori lineari positivi su L1([0, 1]N ), ove con [0, 1]N si de-
nota l’ipercubo in RN (N ≥ 1) (cfr. [1]). Gli operatori Cn costituiscono una
generalizzazione degli operatori di Kantorovich multidimensionali; in particolare,
essi consentono di ricostruire una funzione integrabile secondo Lebesgue attraverso
i suoi valori medi su un numero finito di plurintervalli di [0, 1]N , che possono non
costituire una suddivisione di [0, 1]N .

Oltre a presentare le principali proprietà di approssimazione dei Cn, si intende
mettere in evidenza il profondo legame esistente tra particolari C0-semigruppi su
C([0, 1]N ) e su Lp([0, 1]N ) (1 ≤ p < +∞) e le iterate degli operatori Cn. Infatti
(cfr. [2]), esiste un semigruppo di Markov (T (t))t≥0 su C([0, 1]N ) tale che

T (t)(f) = lim
n→+∞

C [nt]
n (f) in C([0, 1]N ) (1)

per ogni f ∈ C([0, 1]N ) e t ≥ 0, ove il simbolo [nt] indica la parte intera di nt.
Inoltre, il generatore (A,D(A)) del semigruppo (T (t))t≥0 coincide su C2([0, 1]N )

con l’operatore differenziale ellittico

Vl(u)(x) :=
1

2

N∑
i=1

xi(1− xi)
∂2u

∂xi
(x) +

N∑
i=1

(
l

2
− xi

)
∂u

∂xi
(x)

(u ∈ C2([0, 1]N ), x = (xi)1≤i≤N ∈ [0, 1]N ), ove l ∈ [0, 2].
Infine, sotto particolari ipotesi, è possibile estendere il semigruppo (T (t))t≥0 ad

un C0-semigruppo (T̃ (t))t≥0 su Lp([0, 1]N ) (1 ≤ p < +∞) e si può provare che per
(T̃ (t))t≥0 è ugualmente valida, in Lp([0, 1]N ), la formula di approssimazione (1).
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Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 793

Costanza Conti: Schemi di suddivisione stazionari e non-stazionari per
la generazione di curve

Costanza Conti1

Dipartimento di Energetica “Sergio Stecco”, Università di Firenze
email: costanza.conti@unifi.it

Lucia Romani
Dipartimento di Matematica, Università di Milano Bicocca

Sunto. Gli schemi di suddivisione sono metodi iterativi, basati su regole di
raffinamento, che consentono di generare sequenze sempre più dense di punti che,
sotto opportune ipotesi, convergono ad una funzione continua ed eventualmente re-
golare. Le regole di raffinamento sono semplici medie i cui coefficienti costituiscono
la cosiddetta maschera di suddivisione, sequenza finita di numeri reali. Gli schemi
di suddivisione possono essere raggruppati in due grandi categorie: gli schemi di
suddivisione stazionari (quando le regole di raffinamento non dipendono dall’itera-
zione) e gli schemi di suddivisione non-stazionari. All’interno di queste due classi,
gli schemi possono poi variare da scalari (quando la maschera è costituita da numeri
reali) a vettoriali (nel caso in cui la maschera sia costituita da matrici di numeri
reali); da uniformi (quando le regole non variano da punto a punto) a non-uniformi;
da binari (quando il numero di punti è “raddoppiato” ad ogni iterazione) ad una
diversa a-rità; da interpolatori (quando i punti generati ad ogni iterazione sono
mantenuti per l’iterazione successiva) a non-interpolatori. La potenza e popolarità
degli algoritmi di suddivisione è ormai assodata in molti contesti, fra cui quello della
costruzione di curve e superfici, il CAGD, l’animazione, la generazione di funzioni
raffinabili e la costruzione di funzioni wavelets, l’analisi isogeometrica.

Nell’ambito della modellizzazione geometrica, sono particolarmente importanti
algoritmi in grado di generare curve e superfici che, approssimando (o interpolando)
un insieme iniziale di punti, riproducono specifiche tipologie di curve quali curve po-
linomiali, coniche, spirali o curve trigonometriche, quando i dati originano da queste
primitive. Sebbene i polinomi possano essere generati utilizzando schemi di sud-
divisione stazionari, negli altri casi è necessario considerare schemi di suddivisione
non-stazionari.

Lo scopo di questa presentazione è quello di mostrare che le proprietà analitiche
di uno schema di suddivisione (proprietà di convergenza, regolarità, interpolazione,
riproduzione) sono traducibili in condizioni algebriche sui simboli dello schema,
polinomi di Laurent associati alle maschere di suddivisione. In particolare saranno
analizzate le condizioni algebriche sui simboli di uno schema di suddivisione non-
stazionario che garantiscono la riproduzione di polinomi esponenziali.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto GNCS “Schemi di suddivisione scalari e vettoriali: teoria
e applicazioni”
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Sunto. Recentemente, una serie di lavori [1]-[7] è stata incentrata sul proble-
ma dell’incremento del grado di precisione di schemi di approssimazione univariata
e multivariata utilizzando dati derivati supplementari. La procedura più famosa,
proposta da X. Han [3], per uno schema di approssimazione di ordine m e un insie-
me di dati derivati fino all’ordine r, risulta in un grado di precisione m+r. Nel caso
in cui sono forniti dati derivati supplementari fino all’ordine r il grado di precisione
dell’operatore di Shepard può essere incrementato fino a r considerando l’opera-
tore di Shepard combinato con il polinomio di Taylor di ordine r [8]. In questo
talk mostriamo come aumentare ulteriormente il grado di precisione dell’operatore
di Shepard, mantenendo allo stesso tempo le proprietà di interpolazione dell’ope-
ratore di Shepard-Taylor nei punti di campionamento e una buona accuratezza
nell’approssimazione.
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Europea e la Regione Calabria declinano ogni responsabilità sull’uso che potrà essere fatto delle informazioni in
essa contenute."
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Sunto. L’elettroencefalografia (EEG) e la magnetoencefalografia (MEG) han-
no lo scopo di identificare le zone di attività cerebrale attraverso la misura non
invasiva dei segnali generati dalle sorgenti neurali distribuite all’interno del cervel-
lo. L’EEG e la MEG non sono vere e proprie tecniche di neuroimaging funzionale
in quanto la localizzazione delle sorgenti neurali richiede la ricostruzione dell’im-
magine del flusso di corrente a partire dai dati elettrici e/o magnetici, misurati,
rispettivamente, sullo scalpo e nello spazio circostante la testa. Pertanto, il proble-
ma di localizzazione consiste nel risolvere un problema inverso che risulta altamente
mal posto e mal condizionato a causa dei pochi dati a disposizione e dell’elevato
rumore da cui sono affetti. La soluzione numerica del problema inverso neuroe-
lettromagnetico richiede l’utilizzo di tecniche di regolarizzazione e schemi numerici
sofisticati.

In questo lavoro presenteremo uno schema numerico veloce ed efficiente per la
soluzione del problema inverso accoppiato EEG/MEG. Prima di tutto la matrice
di discretizzazione associata al problema diretto, che risulta di grandi dimensioni
e piena, viene compressa utilizzando la trasformata wavelet. Quindi il problema
inverso viene risolto utilizzato un algoritmo iterativo che utilizza ad ogni passo
un operatore di soglia; in questo modo vengono privilegiate soluzioni localizzate
in piccole regioni spaziali. Infine, viene utilizzata una tecnica di accelerazione per
aumentare la velocità di convergenza.

Verranno presentati alcuni esperimenti numerici che mettono in evidenza come
lo schema proposto permetta di localizzare con una buona accuratezza spaziale
sorgenti concentrate.

Il lavoro è svolto in collaborazione con C. Filardo, M. Muzi e L. Paulon.

Bibliografia

[1] M.S. Hamalainen, R. Hari, R.J. Ilmoniemi, J. Knuuttila, O.V. Lounasmaa:
“Magnetoencephalography - Theory, Instrumentation and Applications to Non
Invasive Studies of the Working Buman brain”, Rev. Mod. Phys. 65, 413–497
(1993).

[2] L. Paulon, C. Filardo, M. Muzi, F. Pitolli: “An efficient numerical algorithm for
neuroelectric source localization”, sottoposto per la pubblicazione.

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto di Ateneo “Metodi Numerici e Probabilistici per
l’Ingegneria”, Università di Roma “La Sapienza”
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Sunto. Gli schemi di suddivisione sono algoritmi iterativi per generare curve
e superfici come limite di un processo di raffinamento di un insieme discreto di
punti. In particolare, gli schemi di suddivisione interpolatori sono caratterizzati
dalla proprietà di generare curve e superfici che non solo interpolano l’insieme di
punti assegnato, ma tutte le sequenze ottenute nelle varie iterazioni. Gli schemi di
suddivisione interpolatori risultano molto utili nelle applicazioni CAGD per il lega-
me estremamente intuitivo fra la curva/superficie limite e l’insieme iniziale di punti
“sketch” dell’oggetto che si intende rappresentare. Inoltre, gli schemi interpolatori
consentono di generare funzioni raffinabili cardinali utilizzate per la costruzione di
wavelets.

Negli ultimi anni in letteratura sono apparse molte proposte di schemi di sud-
divisione approssimanti, mentre molto meno è stato fatto nell’ambito dell’interpo-
lazione. Obiettivo di questa presentazione è descrivere recenti risultati riguardanti
strategie algebriche per costruire uno schema interpolante a partire da un approssi-
mante [1,2]. Tali strategie risultano essere uno strumento potente e versatile per la
progettazione di nuovi algoritmi interpolatori che spaziano dalla classe degli sche-
mi stazionari ai non-stazionari, dal caso binario al caso di arità maggiore di 2.
Estensioni all’ambito multivariato sono attualmente in corso di studio.

Bibliografia

[1] C. Conti, L. Gemignani, L. Romani: From approximating to interpolatory non-
stationary subdivision schemes with the same generation properties. In corso
di stampa in Advances in Computational Mathematics.

[2] C. Conti, L. Gemignani, L. Romani: From symmetric subdivision masks of
Hurwitz type to interpolatory subdivision masks. Linear Algebra and its
Applications 431(10), 1971-1987 (2009).

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto GNCS “Schemi di suddivisione scalari e vettoriali: teoria
e applicazioni”
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Sunto. Descriveremo un solutore veloce per sistemi lineari con matrice Cauchy-
like ricostruibile. Il solutore richiede O(rn2) operazioni aritmetiche e O(rn) loca-
zioni di memoria, dove n ed r sono, rispettivamente, la dimensione ed il “rango di
displacement” della matrice. Il solutore si basa sull’applicazione dell’algoritmo di
Schur generalizzato ad un’opportuna matrice, sotto alcune ipotesi sui nodi della
matrice Cauchy-like. Il solutore include alcune tecniche di pivoting già presenti in
letteratura ed un nuovo algoritmo che richiede solo la ricostruibilità della matrice
Cauchy-like.

È stato sviluppato sviluppato un pacchetto software, drsolve, scritto in Ma-
tlab e in C-MEX, che contiene un’implementazione dei metodi descritti. Tale soft-
ware include anche solutori per sistemi lineari con matrice Toeplitz(+Hankel)-like
e Vandermonde-like, i quali possono essere ridotti a Cauchy-like mediante trasfor-
mazioni veloci e stabili. Presenteremo alcuni esperimenti numerici a conferma della
bontà del codice.

Bibliografia

[1] I. Gohberg, T. Kailath, V. Olshevsky: “Fast Gaussian elimination with
partial pivoting for matrices with displacement structure” Mathematics of
Computation, Vol. 64, No. 212, pp. 1557-1576

[2] F. Poloni: “A note on the O(n)-storage implementation of the GKO algorithm
and its adaptation to Trummer-like matrices”, Numerical Algorithms, Volume
55, Number 1, 115-139.

[3] A. Aricò, G. Rodriguez: “A fast solver for linear systems with displacement
structure”, Numerical Algorithms, Volume 55, Number 4, 529-556.

1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN 2008 N. 20083KLJEZ
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Sunto. La motivazione del presente lavoro proviene dai metodi di linear sca-
ling, ampiamente usati in chimica quantistica e in fisica dello stato solido per il
calcolo di strutture elettroniche. Tali metodi si basano sul fenomeno noto come lo-
calizzazione: per opportune scelte delle funzioni di base, la matrice hamiltoniana che
descrive un sistema fisico ha tipicamente una struttura a banda o, più in generale,
sparsa. Nella matrice densità corrispondente, che è una funzione dell’hamiltonia-
na, si osserva un comportamento di decadimento degli elementi all’aumentare della
distanza dalla diagonale principale; questa proprietà permette di approssimare la
matrice densità con una matrice a banda e di rendere più veloce il calcolo delle
strutture elettroniche.

Il nostro obiettivo è dare una dimostrazione matematica rigorosa di tale feno-
meno. Per mezzo di tecniche di algebra lineare e di approssimazione polinomiale,
formuliamo dei bound asintotici sugli elementi della matrice densità e di altre fun-
zioni di matrici. In particolare, dimostriamo sotto opportune ipotesi che gli elementi
della matrice densità P decrescono con andamento esponenziale, ovvero si ha

|Pij | ≤ Ke−α|i−j|,
doveK e α sono costanti positive che non dipendono dalla dimensione di P . Risulta-
ti di questo tipo permettono di stimare l’errore commesso durante l’approssimazione
a banda o sparsa di funzioni di matrici.

Le applicazioni, tuttavia, non si limitano alla fisica computazionale. Nel cor-
so del talk sarà presentato un esempio di come i bound sulle funzioni di matrici
risultino utili anche in teoria delle reti per quantificare determinate proprietà di
connettività.

1Lavoro svolto nell’ambito dell’NSF grant DMS-0810862 e del progetto PRIN 2008 n.
20083KLJEZ.
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Sunto. La ricostruzione di immagini è un problema comune a molti ambiti,
come l’astronomia, la microscopia elettronica e la tomografia, dove i dati sono
soggetti a effetti di degradazione di tipo sia deterministico che statistico. Esso
consiste in un problema inverso mal posto che, nell’approccio Bayesiano [1], viene
riformulato come

min
x∈X

f0(x) + βf1(x)

dove f0(x) è una funzione convessa che misura la discrepanza dai dati; f1(x) è il
termine di regolarizzazione; β > 0 rappresenta il peso relativo dei due termini; X ⊆
Rn definisce opportuni vincoli (per esempio la non negatività delle componenti).

La funzione di discrepanza dipende dalla natura statistica dei dati: nel caso
Poissoniano, f0(x) è la nota divergenza di Kullback-Leibler, mentre una scelta con-
veniente del termine di regolarizzazione, quando si vuole preservare la nitidezza dei
contorni, è la funzione di Variazione Totale (TV), f1(x) =

∑n
k=1 ‖(∇x)k‖2, dove

(∇x)k indica un’approssimazione discreta del gradiente dell’immagine x nel pixel
k [3].

Poiché la funzione TV non è differenziabile ovunque, i metodi standard di
ottimizzazione non si possono applicare. Tuttavia, mediante noti risultati di analisi
convessa, il problema di minimo si può riformulare come problema di punto sella

min
x∈X

max
y∈Y

F (x, y)

dove F (x, y) è una funzione differenziabile convessa-concava.
Osservando che il problema di punto sella è un particolare tipo di disequazione

variazionale [2], in questo lavoro proponiamo un metodo extragradiente modificato,
in cui le iterate sono aggiornate in modo alternato rispetto alle componenti x e y
e la lunghezza del passo viene calcolata in modo adattivo. Per il nuovo metodo si
prova la convergenza globale, mentre la sperimentazione numerica su problemi di
ricostruzione di immagini con rumore Poissoniano ne mostra la stabilità numerica.

Bibliografia

[1] S. Geman, D. Geman, IEEE Trans. Pattern Anal. Machine Intell., 1984.
[2] G. Korpelevich, Ekonomika i Matematicheskie Methody, 1976.
[3] T. Le et al., J. Math Imaging Vis., 2007.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto PRIN 2008T5KA4L Optimization Methods and
Software for Inverse Problems
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Sunto. La Singular Spectrum Analysis (SSA) è un’interessante tecnica per
l’analisi delle serie temporali [1,2]. Nella SSA gli elementi dei una serie tempo-
rale diventano elementi di una matrice di Hankel rettangolare, detta matrice di
traiettoria, di cui viene calcolata la decomposizione ai valori singolari (SVD). La
SVD viene utilizzata, per esempio, per individuare trend, estrarre componenti sta-
gionali, eliminare eventuale rumore dalla serie temporale. Recentemente, la SSA
è stata applicata a serie temporali legate a fenomeni di natura fisica, economica,
sociale. In particolare, in [3] si considerano serie temporali di natura sismica legate
al monitoraggio dell’attività vulcanica.

In questa comunicazione prospettiamo un legame tra SSA ed analisi di Fourier.
In effetti, il comportamento dei valori singolari della matrice di traiettoria rispecchia
certi andamenti qualitativi dei coefficienti di Fourier della serie temporale. Più
precisamente, i valori singolari possono essere approssimati da opportune medie
calcolate sullo spettro della serie.

Il legame prospettato può essere giustificato sulla base della teoria di Szegö
circa la distribuzione asintotica degli autovalori delle matrici di Toeplitz.

Bibliografia

[1] N. Golyandina, V. Nekrutkin, A. Zhigljavsky, Analysis of time series structure.
SSA and related techniques. Chapman & Hall/CRC, 2001.

[2] H. Hassani, Singular Spectrum Analysis: Methodology and Comparison.
Journal of data science, 5 (2007), 239–257.

[3] E. Bozzo, R. Carniel, D. Fasino, Relationship between Singular Spectrum Ana-
lysis and Fourier analysis: Theory and application to the momitoring of volcanic
activity. Comp. Math. Appl., 60 (2010), 812–820.

1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN 2008 n. 20083KLJEZ “Problemi di algebra lineare
numerica strutturata: analisi, algoritmi e applicazioni”.
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Sunto. La risoluzione di problemi di controllo ottimo retti da equazioni diffe-
renziali alle derivate parziali richiede la disponibilità sia di metodi numerici accurati
ed efficienti sia di risorse di calcolo ad alte prestazioni. In questa presentazione ci si
sofferma sulla risoluzione iterativa di sistemi lineari, sparsi e di grandi dimensioni,
derivanti dalla discretizzazione delle condizioni di ottimalità associate a problemi
di controllo ottimo di tipo ellittico. In particolare, è presentata una classe di pre-
condizionatori multivello algebrici paralleli, basati su metodi di Schwarz e su una
variante della tecnica di “smoothed aggregation”. Tale variante utilizza un oppor-
tuno ordinamento delle incognite del sistema per costruire operatori di restrizione e
prolungamento indipendenti dal parametro di regolarizzazione della funzione di co-
sto. I precondizionatori così ottenuti sono stati implementati nell’ambito del packa-
ge MLD2P4 (MultiLevel Domain Decomposition Parallel Preconditioners Package
based on PSBLAS). Si riportano i risultati di esperimenti numerici che mostrano
l’efficacia dei precondizionatori e la loro scalabilità.

Bibliografia

[1] A. Borzì and V. Schulz, Multigrid methods for PDE optimization, SIAM Review,
51, 2 (2009), pp. 361–395.

[2] P. D’Ambra, D. di Serafino, and S. Filippone, MLD2P4: A Package of Paral-
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ACM Trans. Math. Software, 37, 3 (2010), article n. 30.
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Sunto. Recentemente sono apparsi molti lavori che propongono la riduzione di
una matrice in forma semiseparabile come valida alternativa alla riduzione in forma
di Hessenberg quando vogliamo approssimarne gli autovalori. Infatti, il costo di un
passo di QR su una matrice semiseparabile è lo stesso di quello su una matrice in
forma di Hessenberg, ed alcune volte abbiamo una migliore convergenza e quindi
un risparmio computazionale.

In questa comunicazione presenteremo, sotto un aspetto generale ed unificante,
gli algoritmi per trasformare per via unitaria, una matrice a forma di Hessenberg,
a forma semiseparabile o a una combinazione di queste. In particolare, le differenti
trasformazioni possono essere viste come diverse istanze di uno stesso algoritmo.
Questo nuovo algoritmo si basa sulla rappresentazione della matrice di partenza
in forma QR. Grazie a manipolazioni che coinvolgono trasformazioni elementari
di Givens, viene eliminato un opportuno insieme di matrici elementari, ottenendo
in questo modo una matrice simile alla matrice di partenza e con le desiderate
proprietà strutturali. A partire da questo nuovo processo di riduzione di una gene-
rica matrice a varie forme compatte (Hessemberg, semiseparabili e combinazioni di
queste), abbiamo stabilito risultati di unicità e dimostrato legami con i metodi di
Krylov (razionali). I procedimenti di trasformazione per similitudine unitaria per
la riduzione di una matrice in forma semiseparabile che presentiamo differiscono
significativamente da quelli proposti in lavori precedenti [1, 2]. Infatti, il nuovo ap-
proccio necessita di circa metà delle trasformazioni di Givens utilizzate dai metodi
precedenti, ed inoltre mostra un diverso tipo di convergenza ai valori di Ritz, che
non era stata osservato in precedenza.

Bibliografia

[1] R. Bevilacqua, G. M. Del Corso, Structural properties of matrix unitary
reduction to semiseparable form. Calcolo, Vol. 41 (4), (2004) pp. 177–202
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Sunto. Nella definizione di operatori di trasferimento di griglia per metodi
multigrid una tecnica semplice ed efficace si basa sull’aggregazione dei nodi vicini.
Risultati teorici recenti hanno mostrato che per metodi a due griglie tali operatori
permettono di ottenere un fattore di convergenza indipendente dal numero dei
punti di discretizzazione (ottimalità). Purtroppo nel caso di metodi a più griglie
tale proprietà non è preservata [1] e per recuperarla solitamente si ricorre a tecniche
di smoothing del proiettore [2].

In questo seminario si fornisce uno studio algebrico degli operatori di aggrega-
zione nel caso di griglie strutturate. Preliminarmente si estende l’analisi di conver-
genza classica per metodi multigrid introducendo proiezioni in griglie più rade con
fattori di contrazione interi maggiori di due. Le nuove condizioni di convergenza
ottenute permettono di verificare l’ottimalità degli operatori di aggregazione per
metodi a due griglie e contemporaneamente di mostrare perché tali operatori non
sono sufficienti ad ottenere l’ottimalità nel caso di più griglie. Si passa quindi ad
analizzare tecniche di smoothing del proiettore basate su metodi iterativi con rilas-
samento. Il parametro di rilassamento ottimo, che permette di avere una convergen-
za indipendente dal numero dei punti di discretizzazione, sarà ottenuto sfruttando
proprio lo studio precedente sugli operatori di aggregazione [3]. Per concludere si
presentano dei risultati numerici a conferma dell’analisi teorica proposta.

Bibliografia

[1] A. Napov e Y. Notay, “Algebraic analysis of aggregation-based multigrid”,
Numer. Linear Algebra Appl., 18–3 (2011), pp. 539–564.

[2] P. Vanvek, M. Brezina e J. Mandel, “Convergence of algebraic multigrid based
on smoothed aggregation”, Numer. Math., 88–3 (2001), pp. 559–579.
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Sunto. Consideriamo un generico problema inverso del tipo Ax = y, dove
A : X → Y è un operatore tra due spazi funzionali X e Y . In tale problema,
l’incognita da determinare x ∈ X è la “causa” che dà luogo agli “effetti” y ∈ Y , che
rappresentano i dati a disposizione.

La teoria classica della regolarizzazione di Tikhonov, in cui X e Y sono en-
trambi spazi di Hilbert (generalmente X = Y = L2) e λ > 0 è il parametro di
regolarizzazione, conduce alla minimizzazione del funzionale quadratico Φλ(x) =
||Ax − y||2Y + λ||x||2X , che risulta molto agevole in quanto equivale alla risoluzione
dell’equazione lineare di Eulero (A∗Ax + λI)x = A∗y. Tuttavia, i metodi di re-
golarizzazione negli spazi di Hilbert dànno luogo a soluzioni estremamente regolari
(over-smoothness), poco adatte a fenomeni quali la ricostruzione di immagini, dove
i bordi di un oggetto rappresentano discontinuità “naturalmente” presenti.

Più recentemente, il funzionale di Tikhonov è stato studiato nel contesto più
generale in cui X e Y sono solo spazi di Banach. L’esempio più significativo sono
gli spazi Lp, con 1 < p < +∞ [1]. In tal modo, in Φλ sia il residuo Ax − y che la
soluzione x vengono misurati mediante le norme dei rispettivi spazi di Banach Y e
X (ad esempio, per 1 < p < 2, le componenti piccole della funzione acquistano un
peso maggiore nel calcolo della norma). La nuova “geometria” degli spazi di Banach
X e Y , se opportunamente scelti, permette di ottenere soluzioni meno soggette al
fenomeno di over-smoothness. Nella ricostruzione di immagini il contrasto e la
risoluzione dei bordi degli oggetti risulta migliore.

In questa comunicazione, riferita a una ricerca ancora in progress, analizzeremo
e illustreremo tecniche di regolarizzazione iterativa in spazi di Banach. Queste
verranno applicate a problemi di ricostruzione di immagini (in particolare, image
deblurring e microwave inverse scattering). Sebbene la minimizzazione di Φλ in
spazi di Banach risulti più complessa (il problema diviene intrinsecamente non-
lineare), mostreremo che la risoluzione non comporta un aumento della complessità
computazionale.

Bibliografia

[1] F. Schöpfer, A.K. Louis, T. Schuster Nonlinear iterative methods for linear
ill-posed problems in Banach spaces, Inverse Problems, 22 (2006/01), 311-329.
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Sunto. Nel presente lavoro si introduce un’interpretazione unificata dei Metodi
di Ottimizzazione e degli Algoritmi della Scienza del Calcolo tramite un nuovo
approccio.

In particolare, viene mostrato come, sia i Metodi Diretti che i Metodi Iterativi
dell’Analisi Numerica, sia gli Algoritmi della Scienza del Calcolo appartengano
ad una ben definita e generale Classe di Procedimenti Iterativi Finiti ed Infiniti,
caratterizzati da opportune Direzioni di Discesa.

In tal modo, la classica dicotomia tra la Scienza del Calcolo, fondata su Proce-
dure Finite su Insiemi Discreti, ed i Metodi Iterativi dell’Analisi Numerica, fondati
sull’Approssimazione della Soluzione Ottima di un problema definito nel Continuo
per mezzo di una Successione Convergente ad un Punto di Accumulazione, può es-
sere superata. In effetti, i Metodi Iterativi dell’Analisi Numerica nella maggioranza
dei casi sono basati sul Principio del Punto Fisso e quindi su procedure convergenti
in un Numero Infinito di Passi.

I Metodi di Tipo-Gradiente, descritti nel presente lavoro, rappresentano lo stru-
mento fondamentale di calcolo per affrontare un ampio insieme di Problemi di Ot-
timizzazione Continua, essendo fondati su di un principio unitario, riferito sia ad
Algoritmi (Finiti) che a Procedimenti Iterativi Infiniti. Un ruolo fondamentale vie-
ne svolto dalle proprietà di opportune Matrici Strutturate, associate ai Metodi di
Ottimizzazione. Le tecniche basate su Trasformate Veloci sono infatti essenziali per
costruire procedimenti di bassa complessità [1].

In tal modo, è possible risolvere efficientemente Problemi di Ottimizzazione
Locale Non Vincolata e Vincolata [2]. Inoltre, con un tale approccio si possono
affrontare analogamente Problemi di Ottimizzazione Globale [3].
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Sunto. Migliorare la leggibilità umana ed automatica di documenti a stampa
o scritti a mano è una necessità comune nelle biblioteche e negli archivi. Infatti,
specialmente quando sono antichi, i documenti sono spesso affetti da vari tipi di ar-
tefatti. Le interferenze fronte-retro (bleed-through e show-through) sono forse le più
comuni degradazioni osservabili nei manoscritti antichi. Il bleed-through è intrin-
seco al documento fisico ed è dovuto alle infiltrazioni di inchiostro dal lato opposto
di una pagina. Mentre, lo show-through appare principalmente nell’immagine del
documento per effetto del processo di scansione, unito alla parziale trasparenza del-
la carta. Per questo motivo, tale tipo di degradazione colpisce spesso le scansioni
anche di documenti moderni ben conservati. Le tecniche dell’elaborazione d’im-
magine per rimuovere queste interferenze hanno recentemente acquisito un grande
interesse, dal momento che sono necessarie per consentire di analisi automatica o
per migliorare la leggibilità degli studiosi [1].

Attraverso un’analisi fisica dell’effetto di show-through che uno scanner intro-
duce nell’immagine digitale di un documento fronte-retro, Sharma [2] propose un
modello che tiene conto dei parametri di riflessione, trasmissione e dispersione della
carta. Utilizzando tale modello, tramite le tecniche di regolarizzazione, è possibile
definire la soluzione del nostro problema come il minimo di una opportuna funzione
energia, data dalla somma di due termini: il primo rappresenta la consistenza con
i dati mentre il secondo è un termine di regolarizzazione. Il termine di consistenza
con i dati, differentemente dal problema analogo di ricostruzione di immagine sfoca-
te, risulta in questo caso essere non convesso. In questo lavoro vengono analizzate le
possibili approssimazioni convesse di tale termine e viene determinata l’approssima-
zione piú adatta da essere inserita in uno schema GNC (Graduated Non-Convesity)
per la minimizzazione della funzione energia.
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Sunto. La tecnica di shift è utilizzata nell’ambito della risoluzione numerica
di equazioni matriciali, come passo preliminare da effettuare prima che un oppor-
tuno risolutore sia applicato alle equazioni. Può essere intesa come una tecnica di
accelerazione della convergenza ma anche come un modo per migliorare il condi-
zionamento della soluzione cercata e quindi un modo per migliorare l’accuratezza
nella risoluzione numerica.

Verrà discussa la nuova tecnica del “subspace shift” che può essere usata in
alcuni problemi in cui la tecnica di shift non fornisce risultati accettabili. Verrà
discusso inoltre il problema dell’applicabilità senza breakdown di algoritmi di tipo
doubling a problemi a cui sono state applicate le tecniche di shift. Ci concentreremo
principalmente sulle equazioni di Riccati non simmetriche.
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Sunto. Il problema della ricostruzione di immagini è notoriamente un proble-
ma inverso mal posto secondo Hadamard nel senso che la sua soluzione può non
esistere, non essere unica e non dipendere con continuità dai dati. Una soluzione
stabile di tale problema può essere determinata attraverso l’uso di opportune tecni-
che di regolarizzazione che richiedono di riformulare il problema della ricostruzione
di immagini come il problema di minimo vincolato

min F(x)

s.t. g(x) ≥ 0
(31)

la cui funzione obiettivo esprime consistenza con i dati e può eventualmente conte-
nere un termine di regolarizzazione, mentre il vincolo esprime qualche conoscenza a
priori sull’immagine da ricostruire. Ad esempio, il vincolo può contenere informa-
zioni sul livello di rumore presente sui dati, sulla regolarità della soluzione o sulla sua
positività. Scopo di questa comunicazione è presentare alcune tecniche numeriche
recentemente sviluppate per risolvere efficientemente ed efficacemente il problema
di minimo vincolato (1) che sorge nell’ambito della regolarizzazione dei problemi di
ricostruzione di immagini. In particolare, saranno presi in considerazione metodi
del Lagrangiano, delle direzioni ammissibili e di tipo Newton proiettato. Partico-
lare rilievo sarà dato alla presentazione dei risultati numerici ottenuti applicando
tali tecniche a problemi di ricostruzione di immagini mediche.
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Sunto. Una tecnica standard per la soluzione dei problemi di diffusione acu-
stica in sistemi aperti consiste nell’uso di uno strato perfettamente combaciante
(perfectly matched layer, PML) per limitare il dominio computazionale. Nono-
stante l’operatore corrispondente abbia inverso limitato per valori reali del numero
d’onda, capita tuttavia che esso possa esibire una rapida crescita della norma sul-
l’asse reale nell’intorno di risonanze complesse. In questa comunicazione espongo i
risultati dello studio di tale crescita della norma nell’intorno di autovalori della di-
scretizzazione PML. A tal fine calcoliamo i pseudospettri generalizzati del problema
discreto, definiti per ogni ε > 0, ε << 1, come

σε(A) = {z ∈ C : ‖(A− zI)−1‖ ≥ ε−1}.
Dal momento che le discretizzazioni PML portano a matrici sparse di grandi di-
mensioni, utilizzeremo tecniche di riduzione per rendere realizzabile il calcolo degli
pseudospettri. Applichiamo tale tecnica ad alcuni problemi interessanti, dove le
risonanze sono vicine all’asse reale, e studiamo anche l’influenza dei parametri dello
strato sui pseudospettri dei problemi discretizzati.
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Sunto. Recentemente sono stati presentati metodi di alternanza per il deblur-
ring e denoising delle immagini digitali. I piú semplici di questi metodi sono i
metodi a due passi che ricostruiscono l’immagine contaminata alternando tra una
correzione di deblurring e una di denoising. Questo lavoro descrive un metodo a
due passi che si basa su metodi iterativi in sottospazi di Krylov che permettono
l’applicazione di operatori di regolarizzazione in entrambi i passi. Esempi numerici
mostrano che questa strategia può migliorare la qualità delle ricostruzioni. I me-
todi presentati risultano particolarmente interessanti quando il prodotto matrice-
vettore, con un operatore di blurring discreto e la sua trasposta possono essere
valutati efficientemente, ma la struttura di tali operatori non permette semplici
diagonalizzazioni.

Lavoro in collaborazione con:
J. Orlando
(Inst. de Ciencia y Tecnologia de Materiales, Univ. de La Habana, Habana, Cuba),
L. Reichel
(Dept. of Math. Sciences, Kent State University, Kent, OH 44242, USA),
F. Sgallari
CIRAM-Dipartimento di Matematica, Università di Bologna, Bologna, Italia
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Sunto. Il problema generalizzato polinomiale agli autovalori è definito come
segue: per j = 0, . . . , k siano Pj matrici quadrate di dimensione n e con elementi
in C, con Pk 6= 0. Un numero z ∈ C e un vettore ~y ∈ Cn sono, rispettivamente,
un autovalore e un autovettore per il polinomio di matrici P (x) =

∑k
j=0 Pjx

j se
P (z)~y = ~0.

Un polinomio di matrici il cui determinante non sia identicamente nullo viene
detto regolare. Per un polinomio regolare x è autovalore se e solo se esso è uno zero
per il polinomio scalare p(x) := det(P (x)).

Il metodo di Ehrlich-Aberth è un metodo iterativo di tipo Newton che ap-
prossima simultaneamente tutti gli zeri di un polinomio scalare: ne esistono im-
plementazioni che lo rendono un metodo estremamente robusto ed efficiente per il
calcolo degli zeri di un polinomio scalare. Al fine dell’applicazione del metodo al
problema polinomiale agli autovalori, si rende necessaria una tecnica per valutare
indirettamente la quantità p′(x)/p(x) senza valutare esplicitamente i coefficienti di
p(x), generalmente mal condizionati rispetto agli elementi dei coefficienti matriciali
di P (x).

A questo scopo proponiamo diverse strategie basate sulla formula di Jacobi per
la derivata del determinante di una matrice. Saranno discussi i dettagli del metodo
che ne deriva, la cui complessità computazionale risulta, nel caso di elevato grado
k del polinomio, vantaggiosa rispetto ai metodi matriciali di uso comune per il
calcolo degli autovalori. Si porrà particolare attenzione alla possibilità di adattare
il metodo di Ehrlich-Aberth per polinomi con particolari strutture che inducano
una struttura nello spettro degli autovalori. In molte situazioni, l’adattamento
di Ehrlich-Aberth consente di recuperare esattamente la struttura indotta nello
spettro, ottenendo contemporaneamente un ulteriore vantaggio computazionale.
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Sunto. Consideriamo la risoluzione numerica del seguente problema di otti-
mizzazione non vincolato

min
x∈IRn

f(x),

dove f : IRn → IR è una funzione con derivate seconde differenziabili con continuità.
È ben noto che il metodo di Newton applicato al sistema ∇f(x) = 0 non è sempre
ben definito e che, in generale, può non convergere globalmente. Per garantirne
la convergenza globale, sono state proposte in letteratura opportune strategie di
globalizzazione basate ad ogni iterazione, sulla risoluzione di sottoproblemi rego-
larizzati. In particolare, tali regolarizzazioni consistono nel controllare la norma
del passo da calcolare per aggiornare le iterate. La strategia di trust-region, per
esempio, impone una limitazione esplicita sulla norma del passo minimizzando un
modello quadratico per la funzione obiettivo f in un intorno, detto trust-region,
dell’iterata corrente.

Recentemente, sono state proposte nuove tecniche di globalizzazione basate
sulla minimizzazione di un modello quadratico o cubico della funzione obiettivo in
un intorno implicitamente definito da un termine di regolarizzazione che penalizza
l’ampiezza del passo. In particolare, ci occupiamo del metodo ARC proposto in
[Cartis, Gould, Toint, Math. Program., 2009] in cui la funzione obiettivo viene
localmente approssimata da un modello cubico in cui i termini nello sviluppo di
Taylor superiori al terz’ordine vengono sostituiti da un termine di penalità che
comprende una stima adattiva locale della costante di Lipschitz dell’Hessiana di f .
Il metodo ARC ha proprietà di convergenza globale e locale confrontabili con quelle
del metodo di trust-region e possiede proprietà di complessità superiori.

L’aggiornamento ad ogni iterazione del parametro di penalità riveste un ruolo
cruciale dal punto di vista pratico. Proponiamo nuove regole di aggiornamento
per tale parametro basate su tecniche di interpolazione che sfruttano proprietà
caratteristiche del modello cubico utilizzato nel metodo ARC. Inoltre, presentiamo i
risultati di un’ampia sperimentazione numerica volta sia a validare le nuove tecniche
di aggiornamento che a studiare il comportamento pratico del nuovo metodo ARC.
In particolare, il nuovo metodo viene confrontato con il classico metodo di trust-
region nella risoluzione di problemi reali di grandi dimensioni.
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Sunto. L’inversione numerica della trasformata di Laplace con dati reali, di ri-
levante importanza in molte applicazioni, è un problema fortemente malcondiziona-
to. È questo il motivo per il quale la qualità dei risultati è fortemente dipendente dai
valori attribuiti ad alcuni parametri, caratteristici degli algoritmi utilizzati. In que-
sta comunicazione verrà illustrata una tecnica per la valutazione ottimale dei men-
zionati parametri, basata sui criteri di stima a posteriori dell’errore recentemente
introdotti in [1,2].
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Sunto. I metodi proiettivi basati sugli spazi di Krylov di tipo razionale stan-
no emergendo come una classe di nuovi approcci altamente competitivi per la
risoluzione iterativa dell’equazione algebrica di Lyapunov (continua nel tempo)

AX +XAT +BBT = 0,

con A matrice quadrata di grandi dimensioni (O(105 − 106)), e B matrice di rango
(colonna) basso. Questo tipo di equazione ha grande rilevanza nello studio della sta-
bilità di sistemi dinamici, nella riduzione d’ordine dei modelli associati (MOR), ed
in problemi di teoria del controllo in generale. Anche quando A è sparsa, la matrice
soluzione X è solitamente piena e quindi impossibile da memorizzare esplicitamen-
te. I metodi proiettivi permettono di determinare una buona approssimazione della
soluzione con un costo computazionale non elevato, mediante una matrice di rango
basso, X̃ = ZZT , in cui è possibile determinare Z senza prima calcolare X̃.

Durante l’intervento discuteremo varie proprietà di questi nuovi metodi risolu-
tivi, e proporremo una strategia per la determinazione adattativa e completamente
automatica dei parametri usati durante l’iterazione. Inoltre, riporteremo i risul-
tati di un confronto teorico tra questa classe di metodi e l’iterazione classica ADI
(Alternating Direction Implicit), largamente usata in letteratura. I nostri risulta-
ti confermano l’evidenza sperimentale attestante la superiorità di metodi di tipo
proiettivo rispetto ad ADI, sotto ipotesi molto generali.

Questa attività è parzialmente in collaborazione con Vladimir Druskin e Leonid
Knizhnerman, Schlumberger-Doll Research, Boston.
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Sunto. La necessità di modellare matematicamente il processo di acquisizione
dei dati di osservazione non invasiva di un oggetto o di un fenomeno è comune a
molti campi e ha grande rilevanza per le applicazioni. Nell’ambito dei problemi
di imaging, lo scopo è ottenere una stima ragionevolmente accurata dell’oggetto
osservato. La formulazione di tali problemi porta a dover risolvere problemi di ot-
timizzazione vincolata con vincoli semplici. In questa comunicazione illustriamo le
caratteristiche principali di un metodo del gradiente proiettato per la risoluzione
di problemi di imaging mediante approcci del tipo massima verosimiglianza [1]. Le
operazioni richieste dal metodo consentono una efficiente implementazione dell’al-
goritmo in ambienti di calcolo parallelo di ultima generazione, come quelli basati su
GPU [2]. In particolare verranno proposte tecniche di parallelizzazione su diversi
tipi di architetture multiprocessore, utilizzando i paradigmi CUDA ed MPI. Questo
consente una efficace risoluzione di problemi sia di medie che di grandi dimensioni,
inclusi quelli 3D, mediante il paradigma più adeguato sia al problema che all’ar-
chitettura disponibile. La flessibilità dell’approccio permette di integrare anche
strategie di scelta dei parametri del modello, basate ad esempio sul criterio della
discrepanza [3]. Le prestazioni del software che implementa l’algoritmo saranno
valutate su problemi di deconvoluzione di immagini e di rimozione del rumore.
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Sunto. Molti problemi dipendenti dal tempo modellati da equazioni differen-
ziali alle derivate parziali (PDE) di tipo iperbolico possono essere riformulati me-
diante equazioni integrali di contorno (BIE) e quindi discretizzate attraverso il
classico metodo degli elementi di contorno (BEM). Interessanti applicazioni so-
no già state realizzate, per esempio, in sismologia, acustica ed elettromagnetismo,
sfruttando in particolare il soddisfacimento implicito delle condizioni di radiazione
all’infinito.

Per problemi di propagazione di onde, diversi sono i contributi relativi a formu-
lazioni BEM nel dominio delle frequenze che utilizzano la trasformata di Laplace.
Recentemente, è stato introdotto un metodo BEM di tipo Galerkin direttamente
in spazio-tempo per la discretizzazione di BIE relative a problemi 2D di propaga-
zione di onde, basato sulla naturale identità dell’energia soddisfatta dalla soluzione
del corrispondente problema differenziale, che conduce ad una formulazione debole
delle BIE con precise proprietà di continuità e coercività [1,2].

Qui illustriamo l’estensione dell’approccio energetico alla risoluzione numerica
di problemi esterni 3D di propagazione di onde con condizioni al bordo di Neu-
mann, riformulati in termini di BIE ipersingolari. Mentre in lavori precedenti la
forma bilineare energetica era discretizzata direttamente con il suo nucleo ipersin-
golare, qui consideriamo una forma bilineare equivalente ottenuta con un approccio
di regolarizzazione già utilizzato in [3] e quindi la discretizzazione di un nucleo de-
bolmente singolare. Saranno inoltre discussi alcuni schemi di calcolo degli integrali,
nelle variabili spaziali e temporali, che costituiscono gli elementi della matrice di
Galerkin.
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Sunto. Si studia la formulazione mista dell’equazione δdu+dδu = f definita su
un dominio n-dimensionale D con forzante f dipendente dalla variabile spaziale x ∈
D e dalla variabile ω ∈ Ω, dove (Ω,A,P) è uno spazio di probabilità. L’operatore
δd+dδ, che mappa k-forme differenziali in k-forme differenziali, è noto in bibliografia
come operatore di Hodge-Laplace. Poiché il dato forzante f è un campo stocastico,
la soluzione dell’equazione precedente sarà essa stessa dipendente da ω.

Dopo aver introdotto gli opportuni spazi di Sobolev stocastici, si derivano le
equazioni deterministiche soddisfatte dalla media e dalle correlazioni dei due campi
u e p = δu e si stabiliscono risultati di esistenza, unicità e dipendenza continua
dai dati delle soluzioni. Si sottolinea che mentre la struttura del problema della
media rispecchia la struttura del problema stocastico di partenza, le equazioni per
le correlazioni dei campi u e p sono definite sul prodotto cartesiano D × D e si
ottengono tensorizzando l’operatore coinvolto nel problema di partenza.

Utilizzando gli strumenti del calcolo esterno si individuano discretizzazioni agli
elementi finiti stabili. Si trattano con particolare attenzione le equazioni della
magnetostatica e il problema di Darcy.
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Sunto. Molti modelli matematici sono descritti da sistemi iperbolici con rilas-
samento stiff, definiti da un tempo di rilassamento piccolo ε. In un rilassamento
di tipo diffusivo, quando ε → 0, il sistema rilassa a una equazione di tipo para-
bolica oppure a una equazione di convezione e diffusione. Inoltre, risolvere sistemi
iperbolici con rilassamento diffusivo è abbastanza complicato da un punto di vista
numerico poiché le velocità caratteristiche della parte iperbolica dipendono da ε e
divergono non appena ε → 0. Classici metodi IMEX Runge-Kutta sviluppati per
sistemi iperbolici con rilassamento stiff ([2], [3]), applicati a tali sistemi falliscono
perché la condizione CFL richiederebbe ∆t = O(ε∆x). In precedenti lavori, [1],
questo problema è stato superato introducendo degli schemi asymptotic preserving
che nel limite diffusivo si riducono a consistenti schemi espliciti per l’equazione
diffusiva (oppure di convezione e diffusione). In questa comunicazione presentiamo
due diverse tecniche per la costruzione di schemi IMEX Runge-Kutta che catturano
il corretto comportamento asintotico nel limite diffusivo senza la restrizione classica
di stabilità per equazioni di tipo diffusivo sul passo temporale, ∆t = O(∆x2). Il
primo approccio, in collaborazione con L. Pareschi, si basa sul trattamento in mo-
do implicito di alcuni termini iperbolici, mentre il secondo approccio, che tratta i
termini iperbolici in modo esplicito, è ottenuto applicando delle condizioni aggiun-
tive sui coefficienti del metodo IMEX Runge-Kutta. Vari test numerici verranno
presentati per confermare la validità dei due approcci.
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Sunto. Il modello Affine Morphological Scale Space (AMSS), introdotto da
Alvarez et al. in [1], è un modello multiscala per processi di immagini basato
sull’equazione della curvatura media alla 1/3:

(32)

ut(x, t) = div
(
Du(x,t)
|Du(x,t)|

)1/3

|Du(x, t)| for (x, t) ∈ R2 × (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), for x ∈ R2.

Tale equazione ammette un’unica soluzione viscosità continua, se il dato inziale è
limitato e uniformemente continuo.

Il modello AMSS fu introdotto perché verifica, oltre le proprietà di invarianza
standard come monotonia, invarianza di scale di grigio e invarianza per traslazioni,
la proprietà di invarianza affine, ovvero risulta invariante rispetto proiezione planari
di forme piane.

Presentiamo uno schema Semi-Lagrangiano per l’approssimazione della soluzio-
ne dell’equazione (1). Lo schema è ottenuto in modo simile allo schema presentato
in [3] per il moto per curvatura media.

Analizziamo le proprietà di consistenza, monotonia e presentiamo un risultato
di convergenza, seguendo la teoria sviluppata in [2].

La caratteristica principale di questo schema è verificare la proprietà di conver-
genza con passi in tempo relativamente lunghi, pur essendo uno schema completa-
mente esplicito. Lo schema non verifica la proprietà di invarianza affine, tuttavia
la proprietà è verificata asintoticamente, come si mostra in un test numerico.

Infine, mostriamo un’applicazione dello schema al filtraggio di immagini.
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Sunto. Problemi di interazione fluido-struttura rappresentano temi di crescen-
te interesse sia dal punto di vista applicativo, sia dal punto di vista teorico. Fra
le molte situazioni che vedono l’interagire di una fase fluida e di una solida ci con-
centriamo su quelle che coinvolgono fluidi viscosi e strutture viscoelastiche. In que-
sta categoria di problemi, rientrano le applicazioni di bio-ingegneria dell’apparato
vascolare (umano).

Il calcolo scientifico si occupa da diversi decenni di questi temi. Molti autori
hanno contribuito allo sviluppo di diverse tecniche di indagine, fra questi ricordiamo
A. Quarteroni, J.-F. Gerbeau, W. A. Wall e R. Glowinski. Ciascuno di questi
approcci vede il fluido e la struttura occupare porzioni distinte del domino. Un
approccio radicalmente diverso fu proposto da C. S. Peskin negli anni settanta.
Qui la struttura è immersa nel fluido e lo sforzo elastico viene esercitato dalla fase
solida verso la fase fluida. Il metodo è chimato Immersed Boundary Method.

Un significativo miglioramento dell’IBM viene intodotto da D. Boffi e L. Gastal-
di negli anni duemila. Qui l’originale approccio alle differenze finite viene sostituito
da una formulazione debole del problema. Di qui la possibilità di tenere conto in
maniera variazionale dell’interfaccia fluido struttura e delle relative condizioni di
trasmissione.

In questa presentazione ci soffermiamo sulle prestazioni di diversi elementi finiti.
In particolare analizzeremo spazi di soluzione classici come Bercovier–Pironneau e
Hood–Taylor. Inoltre prenderemo in considerazione gli spazi di soluzione per le
pressioni arricchiti di funzioni costanti a tratti. Gli esperimenti numerici mostrano
come le prestazioni degli spazi arricchiti siano significativamente superiori agli spazi
standard.
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Sunto. Simulazioni numeriche del movimento di fluidi in mezzi porosi, quali
rocce o terreni inconsolidati, risultano molto complesse a causa delle forti eteroge-
neità nelle proprietà fisiche dei mezzi porosi. In numerose applicazioni geofisiche,
come ad esempio dispersione di inquinanti in falde acquifere, stoccaggio di scorie
nucleari, sequestro di CO2 oppure migrazione di idrocarburi, i domini di interesse ri-
sultano molto vasti e omogenei, in contrasto con le eterogeneità, quali fratture, faglie
e orizzonti, che risultano di dimensione ridotta e creano complesse interconnessioni.

In questa presentazione esporremo alcuni modelli ridotti per il trattamento
di tali eterogeneità, in modo tale da rendere accettabile lo sforzo computazionale
necessario per la simulazione e, al tempo stesso, rappresentare correttamente tutti i
fenomeni. Tali modelli approssimano oggetti n dimensionali con superfici immerse,
n−1 dimensionali, in un mezzo poroso n dimensionale, accoppiandoli con opportune
condizioni di interfaccia [1].

Le attuali metodologie per la risoluzione di modelli accoppiati sono basate
essenzialmente su griglie di calcolo conformi, ovvero le griglie delle fratture sono
composte da facce della griglia del mezzo poroso. In contesto geofisico tale confor-
mità può rappresentare un ostacolo che degrada la qualità della griglia di calcolo,
con conseguente perdita di accuratezza. Il metodo proposto permetterà di trattare
griglie di calcolo non conformi, ottenendo inoltre vantaggio nell’analisi di scenari
multipli in presenta di incertezza sui parametri [2]. Per rappresentare le superfici
immerse è stato utilizzato un metodo di tipo XFEM, come proposto in [3], in modo
da permettere un completo disaccoppiamento geometrico delle griglie di calcolo.
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Sunto. In questa presentazione studiamo la stabilità di alcuni elementi finiti
per il problema di Stokes ottenuti dagli schemi classici arricchendo localmente lo
spazio delle pressioni. In particolare, consideriamo una modifica degli schemi di
Hood–Taylor e di Bercovier–Pironneau che consiste nell’aggiungere funzioni costanti
a tratti allo spazio delle pressioni.

Gli spazi classici di Hood–Taylor e di Bercovier–Pironneau, essendo caratte-
rizzati da pressioni continue, assicurano la proprietà di conservazione della massa
solo sull’intero dominio. D’altra parte, schemi che prevedono pressioni discontinue
assicurano la proprietà di conservazione delle massa a livello locale poiché la media
della divergenza è nulla elemento per elemento.

Utilizzando la tecnica dei macroelementi si dimostra che se ogni elemento della
mesh ha almeno un vertice interno, allora gli elementi di Hood–Taylor arricchiti con
pressioni costanti a tratti soddisfano la condizione di inf-sup su mesh triangolari e
tetraedriche in dimensione due e tre, rispettivamente.

Lo stesso approccio si applica anche agli spazi di Bercovier–Pironneau arrichiti
in due dimensioni e la stabilità viene dimostrata sotto la stessa ipotesi sulla mesh.
Ovviamente, il risultato non può valere per gli spazi arricchiti in dimensione tre dal
momento che lo spazio delle velocità degli elementi di Bercovier–Pironneau non ha
gradi di libertà interni alle facce.

I risultati numerici confermano la stabilità degli elementi presentati e dimo-
strano che la condizione sulla mesh è essenziale. Inoltre negli esperimenti nume-
rici si osserva chiaramente la proprietà di conservazione della massa a livello degli
elementi.
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Sunto. I metodi meshless per la risoluzione di Equazioni alle Derivate Parziali
(PDE) stanno ricevendo un’attenzione sempre maggiore. La maggior parte delle
strategie che si trovano in letteratura utilizzano Funzioni Base Radiali (RBF) per
generare appropriati spazi di funzioni test e trial per risolvere forme variazionali
delle PDE. Uno dei principali problemi da affrontare con questo tipo di approccio è
quello di trovare efficaci e accurate formule di integrazione numerica su cerchi (per
problemi 2D) o sfere (in 3D). In questa comunicazione viene proposta una tecnica
che utilizza RBF per generare lo spazio delle funzioni trial, combinate con funzioni
che sono prodotti tensoriali, per generare lo spazio delle funzioni test. Questo
approccio permette di ottenere risultati più efficienti e accurati, grazie al fatto che
utilizza domini di integrazione che sono rettangoli (in 2D) o parallelepipedi (in 3D).
In questa comunicazione vengono documentati i buoni risultati numerici ottenuti su
problemi test 2D di Poisson. Viene inoltre analizzata la performance dell’estensione
a problemi test 3D, considerando sia griglie uniformi che mesh pseudo–casuali.

Bibliografia

[1] G. Pini, A. Mazzia, F. Sartoretto, Accurate MLPG solutions of 3D Potential
Problems. CMES: Computer Modeling in Engineering & Sciences, 36 (1), 2008,
pp. 43-63

[2] A. Mazzia, G. Pini, Product Gauss quadrature rules vs. cubature rules in
the meshless local Petrov-Galerkin method. Journal of Complexity, 26, 2010,
pp.82-101

[3] A. Mazzia and F. Sartoretto, Meshless Solution of Potential Problems by Com-
bining Radial Basis Functions and Tensor Product ones, CMES: Computer
Modeling in Engineering & Sciences, 68 (1), 2010, pp.95–112



826 S13: Metodi numerici per le equazioni alle derivate parziali

Marco Restelli: Metodi semi-Lagrangiani agli elementi discontinui

Luca Bonaventura
MOX- Dipartimento di Matematica, Politecnico di Milano

Marco Restelli
MOX- Dipartimento di Matematica, Politecnico di Milano

email: marco.restelli@polimi.it

Giovanni Tumolo
Abdus Salam International Center of Theoretical Physics

Sunto. Saranno presentati risultati ottenuti nell’applicazione di tecniche di di-
scretizzazione temporale semi-Lagrangiane a discretizzazioni spaziali agli elementi
discontinui di problemi evolutivi di tipo iperbolico. Si mostrerà come l’uso di meto-
di semi-Lagrangiani permetta di superare le forti restrizioni di stabilità delle usuali
discretizzazioni temporali esplicite per i metodi agli elementi discontinui. Proposto
per la prima volta in [1], tale approccio è stato combinato in [2] con discretizzazioni
semi-implicite e con un criterio di p-adattività che permettono di ridurre ulterior-
mente il costo computazionale della soluzione numerica di problemi ad avvezione
dominante.
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Sunto. Consideriamo un sistema iperbolico di leggi di conservazione definito
da un flusso f(u) e con entropia (η(u), ψ(u)), i.e. le cui soluzioni u(t, x) soddisfano

∂tu+ ∂xf(u) = 0(33a)
∂tη(u) + ∂xψ(u) ≤ 0.(33b)

Consideriamo lo schema numerico ai volumi finiti

U
n+1

j = U
n

j − λj
(
Fj+1/2 − Fj−1/2

)
,

dove U è la soluzione numerica, U
n

j la sue medie di cella in Ij (che ha dimensione hj),
Fj+1/2 sono flussi numerici consistenti con il flusso esatto e λj = ∆tj/hj è il rap-
porto di griglia (locale). Scegliendo flussi numerici di entropia Ψj+1/2 (consistenti
con ψ) calcoliamo anche la produzione numerica di entropia, definita come

Snj =
1

∆tj

(
η(Un+1)j − η(Un)j + λj [Ψj+1/2 −Ψj−1/2]

)
.

La quantità Snj , essendo calcolata con la soluzione numerica, non è nulla nem-
meno in regioni ove la soluzione esatta è regolare e la (1b) è soddisfatta come
uguaglianza. Tuttavia Snj converge a zero con la stessa velocità dell’errore di tron-
camento locale dello schema ai volumi finiti, e diverge come O(1/h) su uno shock.
Tale quantità, può dunque essere impiegata come indicatore d’errore in uno schema
adattivo.

Nel seminario discuterò applicazioni in una dimensione spaziale di questo in-
dicatore d’errore ad algoritmi p-adattivi e h-adattivi. In particolare, gli schemi
h-adattivi, al contrario di altre tecniche AMR diffuse per le leggi di conservazio-
ne, usano una unica griglia non uniforme e la tecnica del “timestepping locale” che
permette notevoli risparmi computazionali.
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Sunto. Si consideri una EDP ellittica della forma

(34)

{
div(a(x,y)∇u(x,y)) = f(x) x ∈ Ω ⊂ R2

u(x,y) = 0 x ∈ ∂Ω

dove a(x,y) è un coefficiente di diffusione che dipende dalla variabile spaziale x e
da un vettore di N parametri y, il cui valore non sia noto con precisione (errori
di misura, osservazioni limitate). Per tenere conto di tale incertezza i parametri y
vengono modellizzati come variabili aleatorie a supporto Γ ⊂ RN ; di conseguenza
anche la soluzione del problema dipenderà da tali variabili aleatorie, u = u(x,y), e
l’equazione (1) deve essere soddisfatta per quasi ogni y ∈ Γ.

Per ottenere una approssimazione di u considereremo due metodi di approssi-
mazione polinomiale di ordine elevato (Galerkin Stocastico e Collocazione Stoca-
stica). Poiché è possibile dimostrare che, per equazioni come (1), u è una funzione
analitica dei parametri y, i metodi considerati sono efficaci nel caso in cui il numero
di parametri sia moderato. D’altra parte, per limitare il peggioramento delle pre-
stazioni di questi metodi all’aumentare del numero di parametri considerati (curse
of dimensionality), occorre scegliere attentamente lo spazio polinomiale in cui cer-
care l’approssimazione di u [1]. In questo lavoro [2] approfondiremo l’analisi teorica
della struttura del problema e della dipendenza di u dai parametri y, formalizzando
una strategia per costruire spazi polinomiali e griglie di collocazione “ottimali”; la
bontà dell’approccio proposto è supportata da esempi numerici.
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Sunto. Si considera la discretizzazione dell’equazione del calore, approfonden-
do un aspetto della discretizzazione spaziale. L’H1-stabilità della proiezione L2-
ortogonale è stata sfruttata, ad esempio in [3], [6], [7], per derivare delle stime
a priori dell’errore in norme che permettono di limitare l’operatore differenziale
associato. Nel caso si scelgano elementi finiti per la discretizzazione del dominio
spaziale, questa condizione impone dei vincoli sulla mesh, si veda ad esempio [2],
[4]. Scopo di questa comunicazione è chiarire il ruolo di questa ipotesi, facendo
uso della teoria inf-sup. A differenza di [1] e [5], si adotta l’ambiente funzionale
standard per il metodo di Faedo-Galerkin e si dimostra che l’H1-stabilità della pro-
iezione L2-ortogonale è condizione necessaria e sufficiente per la quasi-ottimalità
della soluzione di Petrov-Galerkin. Questo risultato si estende alla discretizzazione
di un’equazione parabolica lineare astratta.
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Sunto. Sia G un gruppo algebrico lineare riduttivo, sul campo dei numeri
complessi C. Una G-varietà si dice sferica se è normale e contiene una B-orbita
aperta (densa), dove B è un sottogruppo di Borel (un sottogruppo di G connesso
risolubile massimale). Il programma di classificazione delle varietà sferiche è stato
completato di recente.

Nel 1983 D. Luna e T. Vust, generalizzando la teoria delle varietà toriche, hanno
classificato le varietà sferiche che contengono una fissata G-orbita aperta.

Nel 2001 D. Luna, utilizzando risultati di M. Brion, F. Knop e B. Wasserman,
ha ridotto la classificazione degli spazi omogenei sferici alla classificazione delle
varietà magnifiche.

Una G-varietà X si dice magnifica se è completa, non-singolare, contiene una
G-orbita aperta il cui complementare è unione di (un numero finito di) G-divisori
primi ad incroci normali e non vuoti tali che, per ogni x ∈ X, l’intersezione dei
G-divisori primi che contengono x è uguale alla chiusura della G-orbita di x.

D. Luna ha inoltre congetturato che le varietà magnifiche sono classificate da
certi invarianti combinatorici detti sistemi sferici.

La dimostrazione di tale congettura è stata ora completata e si basa sui recenti
risultati di: D. Luna, G. Pezzini, I.V. Losev, S. Cupit-Foutou e l’autore di questa
comunicazione.
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Sunto. Le algebra cluster sono anelli commutativi introdotti da Sergei Fomin e
Andrei Zelevinsky nel 2001 allo scopo di creare un modello algebrico/combinatorico
per lo studio della positività totale e delle basi canoniche duali di gruppi algebrici
semisemplici. Infatti molti anelli di coordinate sono stati scoperti avere una strut-
tura di algebra cluster. Dopo la loro introduzione, la teoria delle algebre cluster ha
trovato applicazioni in diversi campi della matematica, dalla teoria tilting al calcolo
tropicale, dalla teoria di Lie alla geometria di Poisson alla teoria degli invarianti.

Io ho svolto la tesi di dottorato all’Università di Padova, sotto la guida (esterna)
di Andrei Zelevinsky. Il mio problema di tesi era il seguente: in un’algebra cluster
A esiste una naturale nozione di positività e il mio problema era di descrivere
esplicitamente il semianello degli elementi positivi di A, per particolari algebre
cluster. Per risolvere il problema ho dato la seguente definizione: una base lineare B
di A si dice atomica se gli elementi positivi di A sono precisamente le combinazioni
lineari non-negative degli elementi di B. Gli elementi di B giocano quindi un ruolo
simile a quello delle radici semplici: una radice è positiva se e solo se è combinazione
lineare a coefficienti non-negativi di radici semplici. In particolare gli elementi della
base atomica devono essere positivi indecomponibili : cioè devono essere positivi e
non si devono scrivere come somma di elementi positivi distinti. Il problema iniziale
si è cosi ridotto a descrivere esplicitamente gli elementi positivi indecomponibili di
A. È importante notare che in generale non ci si aspetta che gli elementi positivi
indecomponibili siano linearmente indipendenti, anche se al momento non ci sono
controesempi.

In questo seminario parleremo brevemente di questo problema e delle tecniche
che si possono usare per risolverlo.
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Sunto. Siano: R un anello associativo, α un automorfismo di R. Una mappa
additiva d : R −→ R è detta α-derivazione di R se d(xy) = d(x)y + α(x)d(y), per
ogni x, y ∈ R. Una mappa additiva µ : R −→ R è detta α-derivazione generalizzata
(Generalized Skew-Derivation) di R se esiste una α-derivazione d di R, tale che
µ(xy) = µ(x)y+α(x)d(y), per ogni x, y ∈ R. Si noti che il concetto di α-derivazione
generalizzata estende simultaneamente quelli di derivazione e derivazione genera-
lizzata. Un polinomio generalizzato α-differenziale (in breve polinomio-GSD) è
un polinomio generalizzato Φ(x

∆j

i ) con coefficienti in RF (l’anello dei quozienti di
Martindale di R), in n variabili non commutative, sulle quali agiscano le parole
∆j , ciascuna delle quali sia una composizione di α-derivazioni generalizzate µk. In
particolare, se α = idR allora ogni µk è una derivazione generalizzata usuale; in
tale caso Φ(x

∆j

i ) è detto polinomio generalizzato differenziale (polinomio-GD). Se
Φ(r

∆j

i ) = 0 per ogni r1, r2, · · · , rn ∈ R, allora Φ(x
∆j

i ) è detta identità-GSD di R
(rispettivamente identità-GD, nel caso α = idR e Φ(x

∆j

i ) sia un polinomio-GD). In
[2] e [3] vengono proposti una serie di risultati relativi alla analisi della struttura di
anelli primi soddifacenti particolari identità-GD. Nella presente comunicazione si
intendono presentare alcune estensioni di tali risultati, per anelli primi e semiprimi
soddisfacenti identità-GSD ([1], [4], [5], [6]).
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Sunto. Le operazioni star, introdotte da Krull in una serie di lavori pubblicati
dal 1936, sono operazioni di chiusura sull’insieme degli ideali (frazionari) non nulli
di un dominio. Il completamento di ideali in un dominio integralmente chiuso ne è
un esempio.

Tra le operazioni star di un dominio è possibile isolare quelle cancellative, ri-
spetto ad una opportuna moltiplicazione, sugli ideali finitamente generati. Tali
operazioni star sono dette endlich arithmetisch brauchbar (in breve, e.a.b.). Ad
ogni operazione star e.a.b., ?, su un dominio R, è canonicamente associato l’anello
di funzioni di Kronecker di R:

Kr(R, ?) := {0} ∪ {f/g : 0 6= f, g ∈ R[X], c(f)? ⊆ c(g)?},
dove c(f) denota il contenuto di f , i.e. l’ideale di R generato dai coefficienti di
f(X).

È ben noto che un dominio integralmente chiuso può essere rappresentato come
intersezione dei suoi sopra anelli di valutazione. Tale rappresentazione, eccetto per
casi molto particolari, non è unica, in particolare è ridondante. Il numero delle
rappresentazioni di un dominio è legato al numero di operazioni star e.a.b. da esso
ammesse e conseguentemente al numero di anelli di funzioni di Kronecker, come
dimostrato da R. Gilmer e W. Heinzer.

Definizione. Un dominio integralmente chiuso R si dice vacante se date
comunque due operazioni star e.a.b. ?1 e ?2 su R, si ha Kr(R, ?1) = Kr(R, ?2).

Partendo dai risultati presenti in letteratura, dovuti a R. Gilmer, ovvero che
ogni dominio di Prüfer è vacante e che esistono domini di pseudo valutazione (non di
Prüfer) vacanti, abbiamo dimostrato che per gran parte dei domini maggiormente
studiati nell’ambito della teoria moltiplicativa degli ideali (e.g. i domini di Krull, i
PvMD, i domini gcd), la proprietà di essere vacante induce la proprietà più forte
di essere di Prüfer. Per i domini di pseudo valutazione, invece, abbiamo fornito
una classificazione, quasi completa, in relazione alla proprietà di essere vacante.
Attraverso tale classificazione e costruzioni di tipo pullback è stato inoltre possibile
produrre nuovi esempi di domini vacanti che non siano di Prüfer, né di pseudo
valutazione.
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Sunto. Un problema fondamentale in Algebra commutativa è quello di deter-
minare limiti superiori e inferiori per i numeri di Betti di classi di ideali graduati.
Mentre sono diversi i risultati interessanti relativi ai limiti superiori [1,2,5], non
sono molti quelli relativi ai limiti inferiori. Uno tra tali risultati è dovuto a Deery
[4], che ha provato che gli ideali lessicografici inversi hanno i “piú piccoli” numeri
di Betti tra tutti gli ideali fortemente stabili aventi la stessa funzione di Hilbert in
un anello dei polinomi.

Siano K un campo, V un K-spazio vettoriale di dimensione finita e sia E l’alge-
bra esterna su V . Un ideale graduato I = ⊕j≥0Ij di E è detto ideale lessicografico
inverso se I è un ideale monomiale e se ogni componente graduata Ij è generata
come K-spazio vettoriale da un segmento lessicografico inverso di grado j.

In [3] si studia il comportamento della funzione di Hilbert degli ideali lessico-
grafici inversi e si dimostra che i numeri di Betti di tali ideali hanno numeri di Betti
minimali per funzioni di Hilbert assegnate nell’algebra esterna.

Precisamente:

Teorema. Sia I  E un ideale strongly stable e J  E un ideale lessicografico
inverso tale che HE/J(d) = HE/I(d), per ogni d. Allora βi,j(E/I) ≥ βi,j(E/J), per
ogni i e j.
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Sunto. L’uso delle star-operazioni (e più in generale delle semistar-operazioni),
speciali operatori di chiusura definiti sugli ideali di un dominio di integrità, per-
mette di caratterizzare e studiare sotto un’unica teoria una vasta gamma di classi
di domini. In [1] viene proposto un approccio alla teoria dei moduli, su domini
di integrità, basato sulle star-operazioni. Il primo passo consiste nel fissare una
star-operazione ? su un dominio R. Tale operazione determina tre sottoclassi fon-
damentali all’interno della classe dei moduli di R, che possono essere usate per
descrivere la struttura di un modulo generico. Questo è evidente in particolare per
i moduli iniettivi, come mostra il seguente Teorema:

Teorema. Data una star-operazione ? sul dominio R, ogni modulo iniettivo
di R è esprimibile in modo unico come somma diretta di tre sottomoduli, ciascuno
appartenente ad una delle tre sottoclassi fondamentali indotte da ?.

Questo risultato va ad arricchire ed estendere la nozione di teoria di torsione,
che può essere interpretata come un caso particolare, associato alle star-operazioni
che soddisfano l’ulteriore ipotesi di distribuzione sulle intersezioni finite.

Di particolare interesse è lo studio della prima delle tre sottoclassi fondamentali
indotte da una star-operazione ?, la classe dei moduli co-?. Assumendo che la
Condizione della Catena Ascendente (CCA) valga sugli ideali chiusi rispetto a ?, è
infatti possibile dare una classificazione completa dei moduli iniettivi co-?:

Teorema. Se R soddisfa la (CCA) sugli ideali chiusi rispetto a ?, allora ogni
R-modulo iniettivo co-? è esprimibile in modo unico come somma diretta di mo-
duli indecomponibili. Inoltre, ogni somma diretta di moduli iniettivi co-? è ancora
iniettiva.
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Sunto. Sia G un grafo con n vertici v1, . . . , vn , e sia I(G) l’ideale dei la-
ti di G, un ideale monomiale dell’anello dei polinomi in n indeterminate R =
K[X1, . . . , Xn], K un campo. Quando G non possiede cappi, I(G) è generato
da monomi squarefree di grado 2 in R, I(G) =

(
XiXj | {vi, vj} lato di G

)
, ma

se G ha cappi {vi, vi}, tra i generatori di I(G) vi sono anche monomi quadratici
X2
i , i = 1, . . . , n.
Si introduce una significativa e ampia classe di grafi connessi senza cappi G

per cui si prova, sulla base delle caratterizzazioni di ideali monomiali con quozienti
lineari contenute in [1] e [3], che gli ideali dei lati di G hanno risoluzioni lineari; e
se si aggiungono cappi in opportuni vertici di G, gli ideali dei lati della nuova classe
di grafi G′ conservano risoluzioni lineari.

Se I è un ideale di un anello R che ha quozienti lineari, allora è possibile deter-
minare invarianti algebrici standard per R/I quali dimensione di Krull, dimensione
proiettiva, profondità, regolarità di Castelnuovo-Mumford, ecc.

Per le classi di grafi connessi G, G′ vengono ricavate le formule di tali invarianti.
Vengono inoltre esaminati i grafi quasi-bipartiti, cioè grafi bipartiti con cappi.
Si mostra che un grafo quasi-bipartito che ha cappi in tutti i suoi vertici è

Cohen-Macaulay, quindi unmixed.
Tenendo conto delle descrizioni combinatoriche dei grafi bipartiti Cohen-Macaulay

e unmixed considerate in [2] e [5], vengono caratterizzati i grafi quasi-bipartiti
Cohen-Macaulay e unmixed. In particolare, se G è un grafo bipartito C.-M. (risp.
unmixed) senza vertici isolati, si fa vedere che il grafo quasi-bipartito ottenuto a
partire da G inserendo coppie di cappi è ancora C.-M. (risp. unmixed).
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Sunto. SianoM = Rf1+Rf2+· · ·+Rfq un modulo finitamente generato su un
anello noetheriano R e SymR(M) = R[T1, T2, . . . , Tq]/J la sua algebra simmetrica.
Si vogliono studiare i principali invarianti di SymR(M), quali la dimensione, la
molteplicità, la regolarità di Castelnuovo-Mumford. Se R = K[X1, . . . , Xn] è un
anello di polinomi a coefficienti in un campo K, la teoria delle basi di Groebner
interviene in modo determinante per lo studio di tali invarianti poiché possono
essere controllati passando da J al suo ideale iniziale in≺(J). Per definire in≺(I) si
introduce un ordine monomiale ≺ in R[T1, . . . , Tq] relativo alle variabili T1, · · · , Tq
e si ha in≺(J) = (in≺(f)|f ∈ J) ideale monomiale con in≺(f) termine iniziale di
f . In generale (I1T1, I2T2, . . . , IqTq) ⊆ in≺(J), dove I1, I2, . . . , Iq sono gli ideali
annullatori della successione f1, f2, . . . , fq che genera M con Ii = Mi−1 :R fi per
ogni i = 1, . . . , q e Mi−1 = Rf1 + · · ·+Rfi−1.

f1, f2, . . . , fq è una s-successione per M se (I1T1, I2T2, . . . , IqTq) = in≺(J).
In tal caso in≺(J) si calcola in termini degli ideali annullatori della successione
f1, f2, . . . , fq.

Questo nuovo approccio al problema, considerato in [1] e [5], applica la nozione
di s-successione e consente di calcolare gli invarianti di SymR(M) in termini dei
corrispondenti invarianti di speciali quozienti di R modulo gli ideali annullatori.

Recenti risultati riguardano lo studio dell’algebra simmetrica di classi di ideali
monomiali generati da una s-successione ([2], [3], [4]). In particolare si determinano
classi di ideali associati a grafi generati da s-successioni. Come applicazione si
calcolano gli invarianti della loro algebra simmetrica.
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Patrizia Longobardi: Su di un problema riguardante i gruppi ordinati
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Sunto. Si dice che un sottoinsieme finito S di un gruppoG soddisfa la proprietà
degli insiemi quadrati piccoli se |S2| ≤ α|S| + β, dove α e β sono numeri reali,
α > 1 e S2 = {s1s2 | s1, s2 ∈ S}. Scopo di questa comunicazione è mostrare che i
sottoinsiemi finiti di gruppi ordinati soddisfacenti la proprietà degli insiemi quadrati
piccoli con α = 3 e |β| piccolo, soddisfano notevoli proprietà strutturali. Questo è
un passo nel programma di estendere i classici teoremi inversi di Freiman (cfr. [1]),
dai gruppi abeliani a quelli non abeliani (cfr. per esempio [2]). Risultati analoghi
sono stati ottenuti da Y. Bilu (1999), M. Chang (202), G. A. Freiman (1987), B.
J. Green e I. Z. Ruzsa (2007), B. J. Green e T. C. Tao (2009), Y. O. Hamidoune
(2010), I. Z. Ruzsa (1994), T. Sanders (2008), T. C. Tao (2008, 2009, 2011).

Sia G un gruppo e sia definita nell’insieme G una relazione d’ordine totale ≤.
(G,<) è detto un gruppo ordinato se per ogni a, b, x, y ∈ G, la diseguaglianza a ≤ b
implica che xay ≤ xby.

Sia G un gruppo ordinato e sia S un sottoinsieme finito di G di ordine |S| =
k ≥ 2. In collaborazione con G. A. Freiman, M. Herzog e M. Maj sono stati provati
in [3] i seguenti risultati: (i) se |S2| ≤ 3k − 3, allora S è abeliano i.e. se S è non
commutativo, allora |S2| ≥ 3k − 2 e questo risultato è il migliore possibile; (ii)
NG(S) = CG(S); e (iii) se k ≥ 3 e t = |S2| ≤ 3k − 4, allora esistono a, q ∈ G tali
che aq = qa e S è un sottoinsieme di {a, aq, aq2, . . . , aqt−k}.
Bibliografia
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Sunto. SiaW un arbitrario gruppo di Coxeter. I polinomi di Kazhdan–Lusztig
diW sono dei polinomi Pu,v(q) (uno per ogni coppia di elementi u, v ∈W ) introdotti
da Kazhdan e Lusztig in [2] per costruire alcune rappresentazioni dell’algebra di
Hecke di W . Presto ne furono trovate altre applicazioni, tra cui quelle in teoria di
Lie e nella topologia delle varietà di Schubert.

La struttura algebrica di gruppo diW induce sull’insieme soggiacente una strut-
tura di insieme parzialmente ordinato (ordine di Bruhat). Le varie equivalenti de-
finizioni dei polinomi di Kazhdan–Lusztig fanno uso della struttura algebrica di
W . Indipendentemente, negli anni 80, Dyer e Lusztig hanno congetturato che il
polinomio Pu,v dipendesse solo dall’intervallo di Bruhat [u, v] come insieme parzial-
mente ordinato astratto: dati due intervalli [x, y] e [x′, y′] isomorfi in due gruppi
di Coxeter, i polinomi Px,y e Px′,y′ sono congetturalmente uguali. La congettura
di Dyer–Lusztig è stata dimostrata solo in casi particolari (ad esempio, con forti
restrizioni sui gruppi o sul rango degli intervalli). In [1], abbiamo dimostrato che la
congettura vale se x e x′ sono gli elementi identità, senza alcuna altra restrizione.

Teorema 9. Siano y e y′ due elementi di due gruppi di Coxeter arbitrari. Se
φ : [id, y] 7→ [id′, y′] è un isomorfismo di insiemi parzialmente ordinati, Px,y =
Pφ(x),φ(y).

SianoG un gruppo algebrico riduttivo, B un suo sottogruppo di Borel eW il suo
gruppo di Weyl. La decomposizione di Bruhat diG induce una decomposizione della
varietà delle bandiere G/B = ∪w∈WBwB/B in celle parametrizzate da W le cui
chiusure sono delle varietà proiettive Xw, chiamate varietà di Schubert, anch’esse
dotate di una decomposizione cellulare: la varietà Xw è unione disgiunta delle celle
BvB/B con v ≤ w nell’ordine di Bruhat. In [3], Kazhdan e Lusztig mostrano che
i coefficienti del polinomio di Kazhdan-Lusztig Pv,w sono i numeri di Betti della
coomologia di intersezione della varietà di Schubert Xw in un intorno di un qualsiasi
punto della cella BvB/B. Il Teorema 1 implica che, per conoscere tali coomologie,
non è necessario conoscere le varietà in gioco ma solo le mutue inclusioni.
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Sunto. Sia H una bialgebra. È noto che il funtore (−) ⊗ H : M → MH
H de-

termina un’equivalenza tra la categoria M degli spazi vettoriali e la categoria MH
H

degli Hopf-moduli destri se e solo se H ha un antipode i.e. è una Hopf algebra.
La prima parte di questo enunciato è il cosiddetto teorema fondamentale per gli
Hopf-moduli. Nel 1989 Drinfeld introdusse il concetto di quasi-bialgebra in con-
nessione al sistema di equazioni alle derivate parziali di Knizhnik-Zamolodchikov.
Nel lavoro di Drinfeld ‘Quasi-Hopf algebras’, l’antipode per una quasi-bialgebra
(da cui il concetto di quasi-Hopf algebra) è introdotto per rendere rigida la cate-
goria dei moduli destri piatti. Dalla categoria delle co-rappresentazioni di H si
ottiene, invece, il concetto di dual quasi-bialgebra e di dual quasi-Hopf algebra.
Per un’arbitraria dual quasi-Hopf algebra, il teorema fondamentale è dimostrato
nell’articolo ‘Two characterizations of finite quasi-Hopf algebras’ come segue. Si
dimostra prima che una dual quasi-bialgebra soddisfa il teorema fondamentale se
e solo se la categoria delle sue co-rappresentazioni finito-dimensionali è rigida. Se
è vero che ogni dual quasi-Hopf algebra soddisfa questa proprietà, il viceversa in
generale non vale. Quindi le dual quasi-Hopf algebre non esauriscono la classe delle
dual quasi-bialgebre che soddisfano il teorema fondamentale. È da osservare che
l’equivalenza data nel teorema fondamentale nel caso delle algebre di Hopf ordinarie
deve essere sostituito, nel caso delle quasi-bialgebre, dall’equivalenza tra la catego-
ria H-comoduli sinistri HM e la categoria dei quasi-Hopf H-bicomoduli HMH

H . Il
principale risultato che vorrei presentare stabilisce che tale equivalenza porta al-
l’esistenza di una mappa S : H → H che abbiamo chiamato preantipode. Si può
dimostrare che ogni dual quasi-bialgebra con antipode (i.e. una dual quasi-Hopf
algebra) ammette un preantipode ma il viceversa non è, in generale, vero. Darò poi
un esempio di costruzione di un preantipode per un’algebra di gruppo dotata di un
3-cociclo normalizzato.
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Sunto. Siano: R un anello primo, Z(R) il suo centro, U il suo anello dei quo-
zienti di Utumi e C il suo centroide esteso. Molti risultati in letteratura evidenziano
che la struttura globale di R è spesso strettamente connessa al comportamento di
mappe additive definite in R, quali derivazioni e derivazioni generalizzate. Più pre-
cisamente una mappa additiva F : R −→ R è detta derivazione generalizzata di
R se F (xy) = F (x)y + xd(y), per ogni x, y ∈ R, con d derivazione di R. In [1]
viene evidenziata l’importanza del ruolo dell’insieme T = {[F (x), x], x ∈ S}, per un
opportuno S ⊆ R e per F derivazione generalizzata di R. Come caso particolare,
se S è un ideale di Lie di R, si deduce che T = (0) se e solo se esiste α ∈ C tale che
F (x) = αx, per ogni x ∈ R, eccetto nel caso in cui R soddisfi l’identità standard
s4 ed esistono a ∈ U , α ∈ C tali che F (x) = ax + xa + αx, per ogni x ∈ R.
Nella presente comunicazione consideriamo una analoga situazione. In particolare
analizziamo l’insieme {[F (x), x]F (x), x ∈ S}, dove S è un ideale di Lie o un ideale
destro di R, ed illustriamo i seguenti risultati, i quali sono contenuti in [2]:

Teorema. Sia L un ideale di Lie non centrale di R tale che [F (u), u]F (u) = 0,
per ogni u ∈ L, allora esiste α ∈ C tale che F (x) = αx, per ogni x ∈ R, eccetto
nel caso in cui R soddisfi l’identità standard s4 ed esistono a ∈ U , α ∈ C tali che
F (x) = ax+ xa+ αx, per ogni x ∈ R.

Teorema. Sia I un ideale destro di R tale che [F (x), x]F (x) = 0, per ogni
x ∈ I, allora [I, I]I = (0) eccetto quando esistono a, b ∈ U , α, β ∈ C tali che
F (x) = ax+ xb per ogni x ∈ R, ed inoltre (a− α)I = (0) e (b− β)I = (0).

Teorema. Sia R una algebra di Banach non commutativa e F (x) = ax+d(x)
per qualche a ∈ R e d una derivazione di R tali che [F (x), x]F (x) ∈ rad(R) per
ogni x ∈ R. Se F è continua allora d(R) ⊆ rad(R) ed inoltre [a,R] ⊆ rad(R).
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Paola Lea Staglianò: s-Successioni e moduli monomiali
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Sunto. Sia R un anello Noetheriano commutativo unitario, sia M = Rf1 +
Rf2+. . .+Rfq unR−modulo finitamente generato e sia SymR(M) = R[T1, T2, . . . , Tq]/J
l’algebra simmetrica diM . È possibile studiare gli invarianti standard di SymR(M)
dell’ideale delle relazioni J e utilizzando la teoria delle s−successioni introdot-
ta da J. Herzog, G. Restuccia, Z. Tang nel 2001. Recentemente la teoria delle
s−successioni è stata applicata nei seguenti casi:

• ideali monomiali, ideali generati da d−successioni e da successioni proprie
• moduli generici

Il nostro obiettivo è quello di studiare moduli generati da s−successioni, in parti-
colare:

• moduli monomiali;
• moduli di sizigie di ideali monomiali

Teorema 10. SiaM = ⊕mi=1Iigi un modulo monomiale, con Ii = (mi1,mi2, . . . ,miri),
i = 1, . . . ,m. Se

gcd(mij,lk,mtu,zv) = 1, con mij,lk =
mij

gcd(mij ,mlk)

con i = l e j < k, t = z e u < v o i < l, t < z, (i, j) 6= (t, u) e (l, k) 6= (z, v) allora
M è generato da una s−successione.

Teorema 11. Sia I = (f1, . . . , ft) un ideale monomiale tale che

(i) gcd
(
lcm(fi1 ,fi2 ,fi3 )

lcm(fi2 ,fi3 ) ,
lcm(fj1 ,fj2 ,fj3 )

lcm(fj2fj3 )

)
= 1,

1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ t, 1 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ t, i1 6= j1, i2 6= j2, i3 6= j3;
(ii) il secondo modulo di sizigie di I sia generato da trinomi.

Allora Syz1(I) è generato da una s−successione.
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Sunto. Sia P una classe di gruppi. Nel seguito, indicheremo con P ∗ la classe
dei gruppi i cui sottogruppi non-normali appartengono a P . Denotata con S la
classe dei gruppi risolubili, in collaborazione con il dott. K. Ersoy e il dott. A.
Tortora, abbiamo studiato i gruppi in S∗. In particolare, tenendo conto che i
“Mostri” di Tarski ([2]) sono esempi di gruppi appartenenti a questa classe, ci siamo
ristretti, come è usuale, al caso localmente graduato.

In [1], Franciosi, de Giovanni and Newell hanno studiato i gruppi i cui sot-
togruppi non-normali sono policiclici e, per un gruppo G a sottogruppi risolubili
hanno provato che se G è infinito e localmente graduato allora G è iperabeliano.

Nel nostro contesto, un analogo risultato è il seguente:

Teorema. Sia G un gruppo localmente graduato in S∗. Allora G è iperabeliano
e localmente risolubile oppure G è risolubile-per-finito.
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Arrigo Bonisoli: Disegni i cui blocchi sono grafi
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Sunto. I disegni a blocchi o disegni combinatorici possono essere visti come
strutture di incidenza finite costituite da punti e blocchi. Questi ultimi giocano
il ruolo delle rette nella geometria. La tipologia di un disegno viene definita dai
suoi parametri e dalle condizioni che vengono imposte alla relazione di incidenza
punto–blocco. La nozione più classica è quella di 2–(v, k, 1) disegno: v è il numero
totale di punti, ciascun blocco è incidente esattamente k punti e viene richiesto che
comunque presi due punti distinti esista un unico blocco che li incide entrambi.

In quest’ordine di idee un blocco non è altro che un insieme privo di struttura.
Se si vuole pensare che un blocco abbia una certa “forma” occorre modellare ciascun
blocco come un grafo. Se tutti i blocchi sono isomorfi a un assegnato grafo Γ
parleremo di Γ–disegno: la nozione di 2–(v, k, 1) disegno si ottiene quando Γ è il
grafo completo su k vertici. L’insieme dei valori v per i quali esiste un Γ–disegno
con v punti costituisce lo spettro del grafo Γ . Lo spettro è stato determinato per
grafi “piccoli” (con un numero di vertici non superiore a cinque [2]) o per grafi
particolari (il grafo di Petersen [1]).

In un 2–(v, k, 1) disegno risulta costante il numero, tradizionalmente indicato
con r, dei blocchi incidenti un punto. In un Γ–disegno non è detto che questo
numero sia costante, qualora il grafo Γ non sia regolare. I Γ–disegni in cui r è
costante vengono definiti “bilanciati” in [3] e lo spettro bilanciato di Γ è quindi
l’insieme dei valori v per i quali esiste un Γ–disegno bilanciato con v punti.

Sono state studiate altre condizioni di “bilanciamento” per un Γ–disegno. In
questa comunicazione verranno confrontate queste nozioni e verranno illustrati al-
cuni risultati che consentono la determinazione dei relativi spettri per varie classi
di grafi Γ .
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Sunto. Sia G = (V,E) un grafo semplice. Si dice accoppiamento o matching
in G un qualsiasi sottografo 1–regolare M di G. Si dice che M è un k–matching
se ha cardinalità k, cioè è costituito da esattamente k spigoli di G. Se k = |V |/2
allora M è detto accoppiamento perfetto o 1–fattore, [2].

Si dice 1–fattorizzazione diG una partizione dell’insieme E in 1–fattori diG. Un
grafo G che ammette una 1–fattorizzazione è detto 1–fattorizzabile. Ovviamente,
un grafo 1–fattorizzabile ha ordine pari. Il grafo completo K2v su un numero pari di
vertici è un esempio di grafo regolare 1–fattorizzabile, ma non tutti i grafi regolari
di ordine pari sono 1–fattorizzabili, si prenda ad esempio il grafo di Petersen. E’
molto difficile determinare i grafi regolari che sono 1–fattorizzabili, tant’è vero che
già per i grafi cubici il problema risulta essere NP–completo, [1].

Tale problema ha portato ad estendere il concetto di 1–fattorizzazione a quello
di [k]–fattorizzazione eccessiva. Più precisamente, sia k un intero positivo fissato
e sia M un insieme di k–matching. Si dice che M è un [k]–ricoprimento di G se
E = ∪M∈ME(M). Un [k]–ricoprimento è minimo se esso contiene il minor numero
possibile di k–matching e in tal caso viene anche detto [k]–fattorizzazione eccessiva.
Per k = |V |/2 si parla semplicemente di fattorizzazione eccessiva. Si osservi che,
se il grafo G è 1–fattorizzabile, allora una fattorizzazione eccessiva di G non è
altro che una 1–fattorizzazione di G, ma se G non è 1–fattorizzabile ed esiste una
fattorizzazione eccessiva F di G, allora da |F| sappiamo qual è il minimo numero
di 1–fattori che occorre per ricoprire l’insieme E.

Si considera il problema delle [k]–fattorizzazioni eccessive quando G è un grafo
cubico e k = (|V |/2)− 1.
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Sunto. Nel complemento di traslazione di un piano di traslazione di ordine
q2 e nucleo GF (q) con q = ph, 2 ≤ h ∈ N, p primo, si possono presentare
sottogruppi irriducibili di ordine coprimo rispetto a p . Questo fu evidenziato da
T.G. Ostrom in un lavoro pionieristico del 1977, [2]. Lo stesso Ostrom dimostrò che
esiste la possibilità che un tale gruppo sia isomorfo al gruppo alterno A5 oppure
al gruppo alterno A6 . Nel caso di A5 Ostrom ha determinato tanto famiglie
infinite di tali piani, quanto esempi sporadici.

Il complemento di traslazione del piano di Hering e quelli dei due piani di Mason
contiene un gruppo isomorfo ad A6 .

Nel 1990 Biliotti e Korchmaros in [1] hanno affrontato questo problema median-
te un approccio diverso da quelli precedenti. Per costruire una fibrazione in rette
di PG(3, q), q = p2, 5 ≤ p ≤ 19, questi Autori hanno usato la rappresentazione di
tali rette sulla quadrica di Klein. In questo ambito hanno ottenuto parecchi esempi
di nuovi piani di traslazione con la proprietà richiesta e hanno ritrovato gli esempi
noti di Hering, di Mason e di Nakagawa.

Con V. Abatangelo e B. Larato abbiamo esaminato il caso q = 23 ottenendo
il risultato seguente:

Teorema. Esistono esattamente 23 piani di traslazione (non isomorfi tra loro)
di ordine 232 il cui complemento di traslazione contiene un gruppo di collineazioni
lineari isomorfo al gruppo alterno A6 .

Bibliografia

[1] M. Biliotti and G. Korchmáros, Some finite translation planes arising from
A6-invariant ovoids of the Klein quadric, J. Geom. 37 (1990), 29-47.
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Sunto. Un semicorpo finito è un algebra a dimensione finita su un campo finito,
distributiva, con identità, e priva di divisori dello zero. Mediante il metodo per
introdurre coordinate per un piano proiettivo, un semicorpo corrisponde a un piano
di traslazione il cui duale sia anch’esso un piano di traslazione. È stato dimostrato
da A. A. Albert che le classi di isomorfismo di piani proiettivi corrispondono a
le classi di isotopismo di semicorpi. Una famiglia interessante dei semicorpi è la
famiglia di semicorpi ciclici, costruiti usando applicazioni semilineari. Lo scopo
di questa comunicazione è quello di presentare un approccio usando la teoria dei
"skew polinomial rings" per dimostrare una nuova limitazione per il numero di
classi d’isotopismo di semicorpi ciclici.

1Lavoro svolto con il supporto del �Research Foundation Flanders (FWO)
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Sunto. Clay [1] e Ferrero [3] studiarono quasi contemporaneamente, ma indi-
pendentemente, i quasianelli planari. Dallo studio di tale classe di quasianelli si è
notato che da essi era possibile costruire interessanti strutture combinatorie quali,
ad esempio, configurazioni tattiche, disegni bilanciati (BIBD) o parzialmente bilan-
ciati (PBIBD) ed anche codici [5]. In [2] abbiamo considerato quasianelli planari
circolari ed abbiamo introdotto la definizione di "disco" che nel caso di quasianello
finitamente generato risulta avere importanti proprietà: ad esempio possiede una
sorta di omogeneità per traslazioni e dilatazioni. Ma soprattutto abbiamo dimo-
strato che se BD è l’insieme di tutti i dischi di un particolare quasianello planare
circolare N , la struttura d’incidenza (N,BD) è un BIBD.

In [4] lo studio di tale struttura è risultato estremamente promettente, infatti,
almeno nei casi più interessanti, si è potuto costruire uno schema d’associazione
che ha reso la struttura (N,BD) unione di PBIBD. In particolare da tali disegni
abbiamo potuto ottenere codici dei quali è possibile calcolare i parametri e fra questi
alcuni sono risultati ciclici.
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Sunto. Un k-arco in PG(2, q), piano proiettivo sopra il campo di Galois Fq, è
un insieme di k punti a tre a tre non allineati. Un k-arco è detto completo se non
è contenuto in alcun (k + 1)-arco di PG(2, q).

In particolare, un arco completo in PG(2, q), i cui punti siano riguardati come
colonne 3-dimensionali q-arie, definisce una matrice di controllo di un codice lineare
q-ario di codimensione 3, avente distanza di Hamming 4 e raggio di ricoprimento 2.
Gli archi possono essere interpretati come codici lineari MDS (Maximum Distance
Separable).

Uno dei principali problemi nello studio dei piani proiettivi, che riveste anche
rilevante interesse in Teoria dei Codici, è trovare lo spettro delle possibili cardinalità
di archi completi.

In questo lavoro forniamo stime per t2(2, q), la cardinalità più piccola di un
arco completo in PG(2, q). Inoltre proponiamo nuove costruzioni di archi completi
in PG(2, q) e consideriamo lo spettro delle loro possibili cardinalità.
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Sunto. Si applicano i teoremi di scomposizione e la tecnica dei cammini di
Motzkin pesati per studiare le involuzioni che evitano, rispettivamente, i motivi
321, 4321 ,2143 (involuzioni vessillarie), ed entrambi i motivi 4321 e 2143 (e cioè
gli insiemi I(321), I(4321), I(2143) e I(4321, 2143)). In ciascuno di tali insiemi
si caratterizzano graficamente le involuzioni semplici e se ne calcolano le funzioni
generatrici. Si calcolano inoltre le funzioni generatrici corrispondenti alla strut-
tura fine di ognuno dei suddetti insiemi. Per le involuzioni semplici di I(321) si
illustra una ulteriore caratterizzazione grafica in termine di cammini di Dyck ed
un’altra interpretazione combinatoria in termini di cammini di Motzkin senza passi
orizzontali a livello 0, aventi, questa volta, lunghezza n

2 − 1.
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Sunto. Il problema di Oberwolfach classico fu posto per la prima volta da
Ringel nel ′60 ed è menzionato in [3]. Ringel chiese se fosse possibile far sedere un
numero dispari v di persone per (v−1)/2 giorni in una sala da pranzo contenente s
tavoli (aventi rispettivamente c1, . . . , cs posti) in modo che ogni coppia di persone
fosse seduta a fianco esattamente una volta. In teoria dei grafi ciò equivale a
chiedere se sia possibile costruire una 2−fattorizzazione del grafo completo Kv (v
dispari) avente tutti i 2−fattori isomorfi, ad esempio tutti costituiti da cicli di
lunghezza c1, . . . , cs. Tale problema viene usualmente indicato con OP (c1, . . . , cs).
È ben noto che OP (4, 5), OP (3, 3, 5), OP (3, 3) e OP (3, 3, 3, 3) non hanno soluzione,
mentre OP (m,m, . . . ,m), m ≥ 3, è stato completamente risolto in [1]. In [2] si è
dimostrato che ogni possbile problema di Oberwolfach su un numero di vertici v
inferiore a 41 ha soluzione, eccetto i casi sopra menzionati. Tuttavia per v ≥ 41
attualmente non è disponibile una risposta esaustiva. Il problema classico può
essere generalizzato sia nel caso del grafo completo su un numero pari v di vertici
sia nel caso dei grafi multipartiti completi. Inoltre si può richiedere che la soluzione
sia dotata di un gruppo di automorfismi non banale. L’imporre particolari richeste
sul gruppo di automorfismi se da un lato riduce le possibilità di avere soluzioni,
dall’altro consente di utilizzare tecniche algebriche e di arrivare a trovare famiglie,
anche ampie, di nuove soluzioni. In questa comunicazione verranno illustrate alcune
tecniche messe a punto per costruire ampie famiglie di soluzioni ricche di simmetria.

Bibliografia
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Sunto. Accanto ai classici parametri cromatici di un grafo - il numero cro-
matico per le colorazioni sui vertici e l’indice cromatico per le colorazioni sugli
spigoli [1]- si studiano oggi moltissimi altri parametri definiti mediante colorazioni
di varia natura. Alcuni parametri si possono ottenere a partire da considerazioni
di simmetria, ovvero coinvolgendo qualche gruppo di automorfismi del grafo. In
proposito, da una parte si ha la ricerca di quelle colorazioni totalmente prive di
simmetria, quelle cioè che sono conservate solo dall’automorfismo identico (da cui
lo studio del “distinguishing chromatic number”), dall’altra, può aver senso consi-
derare quelle colorazioni che sono conservate da un fissato gruppo di automorfismi
del grafo, eventualmente dal gruppo totale. Si definisce, pertanto, l’indice croma-
tico H-automorfo di un grafo Γ quale il minimo intero m per cui Γ ammette una
m-colorazione propria sugli spigoli che è preservata da un fissato sottogruppo H del
gruppo degli automorfismi del grafo Γ, [2]. Se H è un gruppo ciclico di ordine un
numero primo, oppure se H è un 2-gruppo abeliano, si mostrano delle stime dall’al-
to per tale indice dipendenti dall’indice cromatico del grafo. Nel caso particolare
in cui H coincida con il gruppo totale degli automorfismi, si determina il valore
dell’indice cromatico H-automorfo di famiglie infinite di grafi quali, ad esempio, i
grafi di Petersen generalizzati, gli snark di tipo “flower”, gli snark di Goldberg.

Bibliografia
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Sunto. In questa comunicazione descriveremo come utilizzare le superfici di
Dehn per affrontare il problema della classificazione e dello studio delle 3-varietà
topologiche chiuse.

Definizione. Un sottopoliedro Σ di una 3-varietà topologica chiusa M è det-
to superficie di Dehn se esiste una superficie chiusa astratta S e una immersione
trasversa f : S → M tale che Σ = f(S). Una superficie di Dehn Σ di M è detta
quasi-riempiente seM \Σ è formato da palle; è detta riempiente se le sue singolarità
inducono una cellularizzazione di M .

Ogni 3-varietà chiusa ha superfici di Dehn quasi-riempienti (risp. riempienti),
e queste racchiudono molte (risp. tutte le) informazioni della varietà.

Definizione. La s-complessità sc(M) di una 3-varietà chiusa M è il minimo
numero di punti tripli di una superficie di Dehn quasi-riempiente di M .

La funzione s-complessità gode di molte proprietà.
Finitezza: Esistono solo un numero finito di 3-varietà chiuse P2-irriducibili

che hanno la stessa s-complessità.
Naturalità: Se M è una 3-varietà chiusa P2-irriducibile (diversa da S3,
RP3 e L4,1), la s-complessità coincide con il minimo numero di cubi di
una cubazione di M .

Subadditività: La s-complessità della somma connessa di 3-varietà chiuse
è minore o uguale della somma delle loro s-complessità.

La s-complessità può essere stimata attraverso le triangolazioni, gli spezzamenti
di Heegaard, le presentazioni per chirurgia e la complessità di Matveev.

La proprietà di finitezza della s-complessità ha permesso di portare avanti un
processo di enumerazione delle 3-varietà chiuse, per ora di quelle orientabili fino a
s-complessità due.

Se si considerano le sfere di Dehn riempienti nulle in omotopia è possibile de-
scrivere un calcolo locale (cosa che sembra complicata per le superfici di Dehn ge-
neriche). Visto che tali oggetti presentano le 3-varietà chiuse, utilizzando il calcolo
è possibile definire invarianti.
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Sunto. Una coppia di contatto metrica [2] su una varietà di dimensione pari,
è una terna (α1, α2, g), dove (α1, α2) è una coppia di contatto [1] e g una metrica
associata. Denotati con Z1, Z2 i campi di Reeb della coppia (α1, α2), g è detta me-
trica associata, se g(X,Zi) = αi(X) (per i = 1, 2) e se il campo di endomorfismi φ,
univocamente determinato dalla condizione g(X,φY ) = (dα1 +dα2)(X,Y ), verifica

φ2 = −Id+ α1 ⊗ Z1 + α2 ⊗ Z2 .

In questa comunicazione verranno presentati alcuni risultati, contenuti in [4], ri-
guardanti la geometria delle coppie metriche di contatto. In particolare si vuole
illustrare una generalizzazione al caso delle coppie di contatto metriche, di un noto
risultato di D. Blair [5] che afferma la non esistenza di metriche associate piatte
per una struttura metrica di contatto su una varietà di dimensione superiore a tre.
Più precisamente si ha:

Teorema. Sia M una varietà di dimensione 2h+2k+2 munita di una coppia
di contatto metrica (α1, α2, φ, g) di tipo (h, k), tale che φ sia decomponibile. Se la
metrica g è piatta, allora i fogli delle foliazioni caratteristiche hanno dimensione
minore o uguale a tre (i.e. h, k ≤ 1).
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Sunto. Una branchfold di dimensione m è uno spazio coperto da aperti U , cia-
scuno dei quali ammette due rivestimenti ramificati regolari V ← P → U , dove P è
un poliedro e V è un aperto di Rm. Si tratta cioè di una generalizzazione del con-
cetto di orbifold, in cui gli aperti U ammettono un solo rivestimento V → U . Nella
comunicazione richiameremo in primo luogo le principali definizioni e costruzioni
della teoria delle branchfold, evidenziandone i teoremi fondamentali. Spieghere-
mo poi in che modo tali spazi possano rivelarsi utili nell’affrontare il problema di
Cheeger-Simons, ovvero nell’investigare se il volume di una varietà conica sferica
compatta m-dimensionale con angoli razionali sia o meno un multiplo razionale del
volume della m-sfera.
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Sunto. Definita una f -struttura indefinita su gruppi di Lie di matrici, si rea-
lizzeranno due tipi di proiezioni di queste f -strutture indefinite nei modi successi-
vamente descritti.

Nel caso di varietà Riemanniane munite di K-strutture sono noti i lavori di D.E.
Blair (cf. [2]) e di D.E. Blair, G.D. Ludden e K. Yano (cf. [3]). In questi articoli gli
autori provano che una K-varietà compatta, connessa e regolare è lo spazio totale di
un fibrato principale toroidale su una varietà di Kähler, la cui struttura è costruita
proiettando quella dello spazio totale, e che per una S-varietà M2n+s connessa,
compatta e regolare esistono diagrammi commutativi del tipo

τ
M2n+s −→ M2n+1

π ↘ ↙ π′

N2n

dove (N2n, J, g̃) è una varietà di Kähler, e M2n+1 è una varietà di Sasaki connes-
sa, compatta e regolare, spazio totale di un S1-fibrato su N2n. Inoltre tutte le
applicazioni sono sommersioni Riemanniane.

Una volta realizzata l’estensione dei risultati precedentemente citati al caso
semi-Riemanniano, siamo in grado di realizzare il primo tipo di proiezione applicata
a gruppi di Lie di matrici unitarie.

Successivamente, utilizzando la condizione di proiettabilità per un campo ten-
soriale, introdotta da M. Ako (cf. [1]), si realizza il secondo tipo di proiezione della
g.f.f -struttura costruita sui gruppi di Lie di matrici unitarie.
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Sunto. Nel presente lavoro si espongono taluni risultati scaturiti dallo studio
di alcune proprietà di un particolare operatore di curvatura (Operatore di Jaco-
bi, [3]), in relazione ad una nuova condizione “di tipo Ossermann” (ϕ-null Osser-
mann condition) recentemente introdotta (cfr. [2]) nel contesto di varietà munite
di speciali classi di f -strutture con nucleo parallelizzabile, compatibili con metriche
semi-Riemanniane, in particolare Lorentziane.

In dettaglio, si esaminano alcuni aspetti connessi alla possibilità di trasferimen-
to di tali condizioni da varietà munite di S-strutture Lorentziane ϕ-null Osserman,
utilizzate come spazio totale di fibrati principali toroidali con metriche indefinite
(cf. [1]), su varietà di Lorentz con struttura Sasakiana, oppure varietà con strut-
tura Kähleriana (eventualmente indefinita), mediante l’esame del comportamento
dell’operatore di Jacobi rispetto alla sommersione semi-Riemanniana di proiezione
del fibrato.
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Sunto. Un solitone di Ricci è una varietà (pseudo-)Riemanniana (M, g), con
un campo di vettori X ∈ X(M), che soddisfano l’equazione

LXg + % = λg,

in cui L e % denotano rispettivamente la derivata di Lie ed il tensore di Ricci e λ è
una costante. Un solitone di Ricci si dice expanding, steady o shrinking, a seconda
che λ > 0, λ = 0 o λ < 0. I solitoni di Ricci sono i punti fissi del flusso di Ricci, e
sono importanti per la comprensione delle sue singolarità.

Dapprima introdotti e studiati nel caso Riemanniano, i solitoni di Ricci sono
stati poi investigati nell’ambito pseudo-Riemanniano. Rispetto al caso Riemannia-
no, la geometria pseudo-Riemanniana permette più possibilità circa l’esistenza di
solitoni di Ricci. Riporteremo diversi risultati recenti sui solitoni di Ricci pseudo-
Riemanniani, con particulare riferimento ai solitoni di Ricci invarianti (M, g,X),
dove M = G/H è uno spazio omogeneo, g una metrica pseudo-Riemanniana inva-
riante e X un campo di vettori invariante.

Mentre i gruppi di Lie Riemanniani tridimensionali non ammettono alcun soli-
tone di Ricci invariante a sinistra, numerosi comportamenti interessanti emergono
dalla classificazione completa dei solitoni di Ricci invarianti a sinistra su gruppi di
Lie Lorentziani tridimensionali, ottenuta in [1].

Contrariamente al caso Riemanniano, uno spazio omogeneo pseudo-Riemanniano
(di dimensione maggiore di tre) non ammette necessariamente una decomposizio-
ne riduttiva. E’ quindi naturale porsi il problema di classificare i solitoni di Ricci
invarianti sugli spazi omogenei pseudo-Riemanniani non riduttivi. In dimensione
quattro, una tale classificazione è stata realizzata in [2].
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Sunto. Nel 1994 F. Cammaroto e G. Nordo, sulla base di alcuni lavori di B.A.
Pasynkov ed altri esponenti della scuola russa di topologia, hanno introdotto la defi-
nizione di P-funzione (funzione continua soddisfacente una proprietà topologica P).
In particolare hanno studiato le principali proprietà delle P-funzioni (caratterizza-
zione, ereditarietà e produttività) dove P = T0, T1, Hausdorff, Urysohn, regular,
almost-regular e semiregular notando come alcune proprietà valevoli per i P-spazi
siano estendibili alle P-funzioni. In seguito, nel 1998, F. Cammaroto, V.V. Fe-
dorchuk e J.R. Porter hanno introdotto il concetto di funzione H-chiusa e relative
proprietà.

Il nostro problema è stato quello di focalizzare l’attenzione sulle funzioni H-
chiuse, U-chiuse, minimal Hausdorff e minimal Urysohn studiandone in dettaglio
le seguenti proprietà:
- caratterizzazione delle funzioni H-chiuse ed U-chiuse;
- ereditarietà delle funzioni H-chiuse, U-chiuse, minimal Hausdorff e minimal
Urysohn;
- produttività delle funzioni H-chiuse e minimal Haursdorff (ma non U-chiuse e
non minimal Urysohn).
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Sunto. Un invariante di fondamentale importanza nella teoria dei nodi è il po-
linomio di Alexander. Tale polinomio, che può essere definito in numerose maniere,
contiene informazioni relative al rivestimento ciclico infinito ramificato sul nodo.
In questa comunicazione descriviamo un’estensione del polinomio di Alexander ai
tangle orientati, cioè alle sottovarietà 1-dimesionali orientate di D2 × I, dove D2

denota il disco chiuso unitario e I = [−1, 1]. Oltre ai nodi (e ai link) anche le trecce
possono essere pensate come particolari tangle. Da un punto di vista categoriale,
i tangle sono i morfismi di una categoria che ha come oggetti sequenze finite di
punti con segno in D2: in quest’ambito i nodi (e i link) sono morfismi dal vuoto
in sè, mentre le trecce sono isomorfismi tra due sequenze di punti aventi la stessa
cardinalità. Affronteremo il problema dell’estensione del polinomio di Alexander
ai tangle da vari punti di vista e descriveremo le connessioni con altri invarianti di
tangle.

1Lavoro svolto nell’ambito dei fondi GNSAGA, INdAM.
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Sunto. La quantizzazione geometrica di varietà di Poisson non regolari, come
introdotta da Weinstein nei primi anni ’90 [4], richiede l’integrazione della varietà ad
un gruppoide simplettico e, successivamente, la costruzione di una polarizzazione.
Purtroppo questa programma è stato sinora completato solo in pochissimi casi
[1,2,5]. Mostreremo come nel caso degli spazi proiettivi complessi con struttura di
Poisson SU(n)–omogenea l’integrazione del gruppoide simplettico sia possibile ma
ci siano ostruzioni topologiche alla costruzione di foliazioni Lagrangiane compatibili
con la struttura di gruppoide. Permettendo però alcuni tipi di singolarità semplici in
queste foliazioni è possibile ottenere foliazioni Lagrangiane quasi ovunque regolari su
cui la condizione di Bohr-Sommerfeld identifica interessanti sottogruppoidi discreti,
già noti ([3]) come collegati a tali strutture di Poisson tramite la quantizzazione
per deformazione.
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Sunto. Il concetto di complessità di una 3-varietà compatta, introdotto da
S.V. Matveev, è definito come il minimo numero di vertici singolari di una qualsiasi
spina semplice della 3-varietà.

Il calcolo del valore esatto della complessità è, dal punto di vista teorico, mol-
to difficile. Risulta quindi importante la determinazione di limitazioni inferiori e
superiori per tale valore.

Dato un diagramma di Heegaard H di una 3-varietà chiusa M , è possibile
costruire una spina P (H) di M . Il valore cH(M), definito come il numero minimo
di vertici singolari di P (H) al variare di H nell’insieme di tutti i diagrammi di
Heegaard di M , è ovviamente una limitazione superiore per la complessità c(M).
Benché non si conoscano controesempi, non è noto se c(M) = cH(M).

Una estensione di cH a 3-varietà orientabili compatte (cHM =complessità di
Heegaard modificata) è stata introdotta da Cattabriga, Mulazzani e Vesnin, attra-
verso l’uso di diagrammi di Heegaard generalizzati. In questo modo sono state
trovate limitazioni superiori per il valore della complessità di 3-varietà chiuse che
sono rivestimenti ciclici di particolari nodi o link, e di 3-varietà con bordo ottenute
da rivestimenti ciclici di θ-grafi.

Casali ha invece introdotto il concetto di Gem-complessità (cGM ) utilizzando
particolari rappresentazioni combinatorie di 3-varietà chiuse mediante grafi colorati
sugli spigoli. Per mezzo di tale invariante sono state stabilite limitazioni superiori
per la complessità di una varietà che sia rappresentata come rivestimento doppio
di S3 ramificato su un link, come rivestimento triplo semplice di S3 ramificato su
un nodo, o attraverso un framed link.

Nel lavoro che è oggetto di questa comunicazione si estende la definizione di
cHM al caso non orientabile e si dimostra la sua coincidenza con cGM per 3-varietà
chiuse.
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Sunto. In topologia algebrica, una formula di Mayer-Vietoris rappresenta una
relazione tra i ranghi dei gruppi di omologia di spazi X,A,B,C quando X = A∪B
e C = A∩B. In [2] si dimostra che analoghe formule valgono anche per i gruppi di
omologia persistente ordinaria, relativa ed estesa introdotti in [1].

L’omologia persistente rappresenta uno strumento largamente usato oggigiorno
in topologia computazionale per analizzare gli eventi topologici che si verificano in
una filtrazione di uno spazio (come la nascita di componenti connesse, o la fusione
di componenti preesistenti). L’obiettivo principale consiste nel fornire una scala
di valutazione della rilevanza di questi eventi, relativamente alla filtrazione scelta.
Più gli eventi sono longevi, infatti, più risultano significativi nella descrizione dello
spazio. Gli eventi di breve durata, invece, sono dettagli che nelle applicazioni
vengono identificati come rumore o errori di approssimazione.

In questo contesto, le formule di Mayer-Vietoris permettono di ottenere infor-
mazioni sui gruppi di omologia persistente di un dato spazio topologico, frazionan-
dolo in sottospazi i cui gruppi di omologia persistente sono più semplici da calcolare.
L’idea nuova che ci ha permesso di ottenere tali formule si basa su diagrammi di
successioni di Mayer-Vietoris interlacciate con successioni esatte lunghe contenenti
le mappe che definiscono i gruppi di omologia persistente.

Oltre a rappresentare uno sviluppo teorico dell’omologia persistente, un tale
risultato presenta importanti risvolti in ambito applicativo. Infatti, può essere uti-
lizzato per risolvere problemi di riconoscimento di oggetti presenti in un’immagine
digitale a partire da informazioni parziali [3].
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Sunto. Si considera su una varietà M2n+s una f -struttura ϕ di rango 2n con
nucleo parallelizabile tramite s campi vettoriali ξ1, . . . ξs. Su M esiste sempre una
metrica Riemanniana compatibile g, i.e. g(ϕX,ϕY ) = g(X,Y )−

∑s
i=1 η

i(X)ηi(Y ),
dove η1, . . . , ηs sono le 1-forme duali di ξ1, . . . ξs. Quando il campo tensoriale N :=
[ϕ,ϕ]+2

∑s
i=1 dη

i⊗ξi si annulla e la 2-forma di Sasaki F = g(−, ϕ−) è chiusa si ha
una K-struttura ed M viene chiamata K-varietà. Le K-varietà, furono introdotte
da D.E.Blair e sono una generalizazione delle varietà quasi-Sasakiane, nel senso
che, per s = 1 si riottiene una varietà quasi-Sasakiana. All’interno della classe
delle K-varietà c’è quella delle S-varietà: queste ultime verificano la condizione
dη1 = · · · = dηs = F e quindi costituiscono una naturale generalizzazione delle
varietà Sasakiane.

C’è un modo altrettanto naturale di generalizzare le varietà Sasakiane: basta
chiedere che su una K-varietà sia verificata la condizione

s∑
i=1

dηi = F.

Nell’articolo in fase di stesura, abbiamo chiamato K̂-strutture le K-strutture che
verificano questa identità.

Dopo aver dimostrato alcune proprietà, presentiamo alcuni esempi di K̂-strutture,
per dare un senso alla definizione. È ben noto che il prodotto di varietà di Sasaki
non è una varietà di Sasaki: infatti abbiamo provato che il prodotto di s varietà
di Sasaki è una K̂-varietà. Viceversa abbiamo verificato che, in certe ipotesi, una
K̂-varietà è localmente prodotto (non Riemanniano) di varietà Sasakiane.
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Sunto. Una struttura pseudohermitiana su una varietà CR fortemente pseu-
doconvessa (M,HM,J) di tipo ipersuperficie è stata definita da S. Webster come
una sezione η dell’annullatore HoM ⊂ TM∗ del fibrato tangente olomorfo HM , la
cui forma di Levi scalare Lη è definita positiva [4]. Ogni varietà pseudohermitiana
(M,HM,J, η) è munita di una metrica Riemanniana canonica gη che estende Lη in
modo tale che HM⊥ coincida con il sottofibrato generato dal campo vettoriale di
Reeb ξ della forma di contatto η. Il problema dell’equivalenza per varietà pseudo-
hermitiane è stato risolto da Webster associando a ciascuna varietà pseudohermi-
tiana una connessione lineare canonica che parallelizza J e gη. Indipendentemente,
N. Tanaka ha fornito una caratterizzazione assiomatica di tale connessione [3].

Nella presente comunicazione sarà definita e indagata una classe più generale
di strutture geometriche su varietà quasi CR, che chiameremo strutture pseudoher-
mitiane generalizzate [1]. Data (M,HM,J) varietà quasi CR, definiamo struttura
pseudohermitiana generalizzata una coppia (h, P ), dove h è una metrica definita
positiva su HM e compatibile con J , e P : TM → TM è un proiettore diffe-
renziabile tale che Im(P ) = HM . Tali varietà, di arbitraria CR-codimensione s,
includono le varietà quasi Hermitiane (s = 0), le varietà metriche quasi di contatto
(s = 1), le varietà 3-Sasaki (s = 3). Ad ogni struttura pseudohermitiana genera-
lizzata associamo una connessione lineare canonica sul fibrato tangente olomorfo
HM invariante per equivalenze. Tale connessione permette di risolvere il problema
dell’equivalenza nel caso in cui la distribuzione HM è di tipo finito e genere 2. Sa-
ranno illustrate inoltre le proprietà di curvatura della connessione lineare canonica e
introdotte le immersioni isopseudohermitiane, nel tentativo di generalizzare la teo-
ria delle immersioni pseudohermitiane tra varietà CR fortemente pseudoconvesse
di tipo ipersuperficie [2].
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Sunto. Una varietà differenziabile si dice CAT(0) se ammette una struttura
Riemanniana con curvatura non positiva in ogni punto. In dimensione maggiore
di 4, le varietà compatte CAT(0) godono di particolari proprietà di rigidità: per
esempio, un celebre risultato di Farrell e Jones assicura che due tali varietà sono
omeomorfe se e solo se hanno lo stesso gruppo fondamentale. Risultati di rigidità
ancora più forti valgono nel caso in cui le varietà considerate ammettano una metrica
di curvatura negativa costante: in tal caso, per il Teorema di Rigidità di Mostow il
gruppo fondamentale determina il tipo di diffeomorfismo.

In questa comunicazione definirò una classe di varietà, che chiamerò varietà
grafo generalizzate, mostrando che esse soddisfano vari teoremi di rigidità: per
esempio, in dimensione maggiore di 5 ogni varietà asferica con lo stesso gruppo
fondamentale di una varietà grafo generalizzata è in effetti omeomorfa a tale varietà,
e varietà grafo generalizzate con lo stesso gruppo fondamentale sono diffeomorfe.
Mostrerò inoltre come costruire esempi di varietà grafo generalizzate che non sono
CAT(0).

Le dimostrazione sono basate su tecniche provenienti dalla teoria geometrica
dei gruppi, dalla teoria delle azioni di gruppo su alberi e dalla teoria degli spazi
CAT(0).
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Sunto. D.E. Blair ha congetturato la non esistenza di varietà metriche di con-
tatto aventi curvatura non positiva e dimensione almeno 5. Tale congettura è mo-
tivata dal teorema di non esistenza, dovuto allo stesso Blair, di varietà metriche di
contatto piatte (fatta eccezione per il caso tridimensionale) e dalla generalizzazione
di Z. Olszak di tale risultato: una varietà di contatto metrica a curvatura costante
c e dimensone almeno 5 è necessariamente Sasakiana, ed in particolare c = 1 (cf.
[1]). La congettura è vera per varietà compatte, con la richiesta di curvatura ne-
gativa, e per le varietà di tipo (k, µ) (si veda [1], pp. 99 e 103). Presenteremo un
risultato recente che conferma la congettura nel caso omogeneo [3]:

Teorema. Sia (M,ϕ, ξ, η, g) una varietà metrica di contatto semplicemente
connessa, omogenea, con curvatura sezionale non positiva. Allora M ha dimen-
sione 3, è piatta, ed è equivalente al rivestimento universale Ẽ(2) del gruppo delle
isometrie del piano Euclideo. Più in generale, sia (M,η) una varietà di contat-
to omogenea, semplicemente connessa, di dimensione almeno 5. Allora M non
ammette alcuna metrica Riemanniana omogenea, verificante le seguenti condizioni:

g(ξ, ξ) = 1, ξ ⊥ Ker(η).

Questo risultato suggerisce di affrontare uno studio più approfondito delle me-
triche Riemanniane soddisfacenti le condizioni precedenti, che chiameremo ammis-
sibili. In particolare, si pone la questione della validità dei risultati di Blair e Olszak
per varietà di contatto dotate di metriche ammissibili. In questa direzione, presente-
remo alcuni risultati recenti, riguardanti una sottoclasse di tali varietà, denominate
Levi-parallele [2]. Tale classe contiene in modo naturale le varietà pseudohermitiane
e quelle Sasakiane. La condizione di integrabilità delle struttura CR soggiacente
ad una struttura pseudohermitiana è sostituita qui dal parallelismo della forma di
Levi rispetto ad una connessione metrica canonica che parallelizza η; per varietà
pseudohermitiane si tratta della connessione di Tanaka-Webster.
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Sunto. Le sottovarietà minime (armoniche) di una varietà riemannianaN sono
quelle il cui vettore curvatura media H è identicamente nullo. Una generalizzazione
naturale delle sottovarietà minime è costituita dalle sottovarietà biarmoniche le
quali sono caratterizzate dalla condizione

∆H + Trace R(·,H)· = 0 ,

dove ∆ rappresenta il laplaciano grezzo mentre R indica l’operatore di curvatura
della varietà N . Nel caso delle ipersuperfici, la condizione di biarmonicità coin-
cide con la richiesta che la funzione curvatura media H e l’operatore di forma A
soddisfino al sistema{

∆H −H |A|2 +H RicN(η, η) = 0

2A(grad H) + m
2 grad H2 − 2H(RicN(η))> = 0 ,

dove η è un campo di vettori normale unitario, mentre Ric indica l’operatore di
Ricci di N .

Le sottovarietà biarmoniche sono state oggetto di intensi studi negli ultimi dieci
anni ed ancora rimane irrisolta la congettura di B.-Y. Chen: le uniche sottovarietà
biarmoniche di Rn sono le minime.

In questa comunicazione, partendo dai lavori [2, 3, 6], mostreremo alcuni ri-
sultati recenti (parte dei quali contenuti in [1, 4, 5]) sulla classificazione delle
sottovarietà biarmoniche in spazi di dimensione 3 e 4. In particolare, se N ha
curvatura sezionale costante daremo la classificazione esaustiva delle ipersuperfici
biarmoniche.
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[6] Y.-L. Ou, Biharmonic hypersurfaces in Riemannian manifolds, Pacific J. Math.
248 (2010), 217-232.
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Paola Piu: Strutture riemanniane Γ-simmetriche del gruppo di
Heisenberg
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Michel Goze
LMIA, Université de Haute-Alsace (F)

Sunto. La nozione di spazio Γ-simmetrico introdotta da R.Lutz in [2] è una ge-
neralizzazione della nozione classica di spazio simmetrico. Sia Γ un gruppo abeliano
finito e sia G un gruppo di Lie connesso.

Definizione 1. Uno spazio Γ-simmetrico è uno spazio omogeneo riduttivo
M = G/K munito in ogni punto di uno gruppo abeliano finito di simmetrie
isomorfo a Γ. Ossia esiste un omomorfismo iniettivo ρ : Γ → AutG, tale che
GΓ

0 ⊆ K ⊆ GΓ, dove GΓ è il sottogruppo di elementi fissati da ρ(Γ) e GΓ
0 è la sua

componente connessa.

Il caso Γ = Z2 coincide con la definizione di spazio simmetrico, mentre se Γ = Zk2
l’algebra di Lie g di G è graduata da Γ e la graduazione permette di costruire le
simmetrie di M . Nel caso Γ = Z2

2 possiamo riscrivere la definizione come segue.
Uno spazio omogeneo M = G/K è Z2

2-simmetrico se e solo se esistono due
diverse involuzioni che commutano in G, cioè se esistono σ, τ ∈ AutG \ {Id} (
σ2 = τ2 = Id, σ 6= τ e στ = τσ) tali che (Gσ ∩Gτ )0 ⊆ K ⊆ Gσ ∩Gτ .

Una metrica riemanniana adattata a uno spazio Γ-simmetrico M è data da un
tensore metrico per il quale le simmetrie sono isometrie (si veda [1]). Dopo aver
descritto la classificazione, a meno di automorfismi dell’algebra di Lie, degli spazi
Z2

2-simmetrici nel caso in cui M è il gruppo di Heisenberg viene descritto il tensore
metrico riemanniano e quello pseudo-riemanniano adattato a queste strutture.

Bibliografia

[1] M. Goze, E. Remm: Riemannian Γ-symmetric spaces. Differential geometry,
World Sci. Publ., Hackensack, NJ, (2009), 195 - 206.
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1Lavoro svolto nell’ambito del GNSAGA, avviato mentre il secondo autore era Visiting
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Daniele Angella: Scomposizione in coomologia per varietà
quasi-complesse

Daniele Angella
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Dipartimento di Matematica, Università di Parma

Sunto. Sia (M,J) una varietà quasi-complessa compatta. Consideriamo, se-
guendo T.-J. Li e W. Zhang (si veda [7]), i sottogruppiH+

J (M) edH−J (M) del secon-
do gruppo di coomologia di de Rham H2

dR(M ;R), definiti come l’insieme delle classi
che ammettono rappresentanti, rispettivamente, J-invarianti e J-anti-invarianti. In
generale, la somma di questi due sottogruppi non coincide con H2

dR(M ;R), né è
una somma diretta. Nel caso di varietà Kähleriane compatte, i gruppi H+

J ed H−J
non sono altro che la parte reale dei gruppi di Dolbeault, ed inducono quindi una
scomposizione in coomologia.

Si discutono alcuni risultati recenti (si vedano [1], [2] e [3]) riguardanti le pro-
prietà di H+

J ed H−J per varietà quasi-complesse di dimensione 6; in particolare, si
ha che la situazione nel caso almost-Kähler risulta essere sostanzialmente differente
da quella nel caso Kähleriano.

Bibliografia
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manifolds and deformations, in corso di stampa in J. Sympl. Geom..
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in dimension 4, preprint, 2011.
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Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 875

Leandro Arosio: Aspetti geometrici della teoria di Loewner
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Sunto. La teoria di Lowner radiale nel disco unitario è stata introdotta [4] da
C. Loewner nel 1923 nel tentativo di dimostrare la congettura di Bieberbach e da al-
lora è stata utilizzata per dimostrare vari profondi risultati nella teoria geometrica
delle funzioni. Recentemente [3] Bracci, Contreras e Díaz-Madrigal hanno gene-
ralizzato il concetto di famiglia di evoluzione a varietà complesse iperboliche. Le
catene di Loewner, che svolgono un ruolo centrale nella teoria nel disco, possono es-
sere generalizzate [2] all’ambito delle varietà complesse iperboliche interpretandole
come limite diretto della famiglia di evoluzione.

Come conseguenza possiamo definire il Loewner range di una famiglia di evo-
luzione come la classe di biolomorfismo di

⋃
t≥0 ft(M), dove (ft) è una catena di

Loewner associata. La pseudometrica di Kobayashi del Loewner range dipende
dalla dinamica della famiglia di evoluzione.

Nel caso di famiglie di evoluzione di tipo dilation della palla Bn dimostriamo [1]
che il Loewner range è Cn. Per ottenere questo risultato introduciamo una nozione
di coniugio dipendente da un parametro per famiglie di evoluzione, che preserva
il Loewner range. Per poter coniugare una famiglia di evoluzione alla sua parte
lineare (che ha Loewner range Cn) dobbiamo risolvere un’equazione di Schroeder
parametrica, e come ostruzione all’esistenza di una soluzione troviamo le risonanze
reali tra gli autovalori della parte lineare. In presenza di risonanze dobbiamo coniu-
gare la famiglia di evoluzione ad un’opportuna famiglia di evoluzione polinomiale
triangolare con Loewner range Cn.
Bibliografia
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Cinzia Bisi: Tori Quaternionici e loro Spazio di Moduli
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Graziano Gentili
Dipartimento di Matematica, Università di Firenze

Sunto. Si descrive lo spazio dei moduli dei tori quaternionici (ovvero reticoli di
dimensione reale 4), a meno di automorfismi slice-regolari del corpo dei quaternioni,
che sono della forma q → qa+b. Si usa diffusamente la teoria di riduzione di matrici
definite positive dovuta a Minkowski e Siegel, applicata alle matrici di Gram dei
reticoli.

Si investigano inoltre i tori che hanno un gruppo di automorfismi non banale.
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1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto MIUR di Rilevante Interesse Nazionale Proprietà
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Antonio J. Di Scala: Una dimostrazione breve del teorema di
Karpelevich-Mostow

Antonio J. Di Scala1

Dipartimento di Matematica, Politecnico di Torino
email: antonio.discala@polito.it

Sunto. Presenterò una dimostrazione breve del seguente teorema di Karpelevich-
Mostow.

Teorema. Sia M uno spazio simmetrico Riemanniano di tipo non-compatto e
sia G ⊂ Iso(M) un sottogruppo di Lie semisemplice. Allora esiste p ∈ M tale che
l’orbita G.p è una sottovarietà totalmente geodetica di M .

Una interessante applicazione è il seguente resultato di Clozel.

Teorema. Una immersione olomorfa equivariante tra spazi simmetrici Her-
mitiani di tipo non-compatto è totalmente geodetica.

Bibliografia
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Amer. Math. Soc., 14, 31−54, 1955.

1Lavoro svolto nell’ambito di GNSAGA,INdAM, PRIN 07 ’Differential Geometry and Global
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Andrea Iannuzzi: Iperbolicità dei fibrati in dischi puntati
SU(2)-invarianti e di Stein sulla quadrica affine complessa

Andrea Iannuzzi
Dipartimento di Matematica, Università di Roma “Tor Vergata”

email: iannuzzi@mat.uniroma2.it

Sunto. Dato un fibrato in rette olomorfo sulla quadrica affine complessa, si
considerano i sui sottofibrati in dischi SU(2)-invarianti e di Stein. A meno di
biolomorfismi equivarianti, tali sottofibrati sono tutti contenuti in un certo fibrato
in dischi massimale Ωmax. Il fibrato in dischi puntati associato a Ωmax, ottenuto
rimuovendo la sezione nulla, risulta essere l’unico fibrato in dischi puntati SU(2)-
invariante e di Stein contenente curve intere. Invero si mostra che tutti gli altri
sono Kobayashi iperbolici e si intende discutere un’applicazione di tale risultato.
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Costantino Medori: Quadriche CR con speciali proprietà di simmetria
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Sunto. Il più semplice esempio non banale di varietà di Cauchy-Riemann (bre-
vemente CR) è dato dalle quadriche Q = {(z, w) ∈ Cnz × Ckw | Imw = H(z, z)},
dove H : Cn × Cn → Ck è una forma hermitiana simmetrica. Ogni tale quadri-
ca ha un completamento canonico ad una sottovarietà Q̂ di uno spazio proiettivo
complesso CPN , con Q̂ non necessariamente chiusa quando k > 1. Sia Q che Q̂
sono CR-omogenee e ogni automorfismo CR locale di Q o di Q̂ si estende ad un
automorfismo globale proiettivo di CPN che trasforma Q̂ in se stessa (vedi [2]).

È noto che l’algebra g degli automorfismi CR locali di Q, ovvero di Q̂, ha una
naturale gradazione g = g−2⊕g−1⊕g0⊕g1⊕g2, dipendente solo dalla scelta di un
punto di Q. Tale algebra è isomorfa all’algebra di Levi-Tanaka (vedi [4]). ll gruppo
degli automorfismi CR di Q̂ ha g come algebra di Lie.

Recentemente W. Kaup (vedi [3]) ha introdotto la seguente proprietà di sim-
metria: la quadrica Q soddisfa la proprietà (S) se e solo se esiste γ, automorfismo
CR di Q̂, che sia involutivo e tale che Ad(γ)(gj) = g−j per ogni j = 0,±1,±2.

In questa comunicazione saranno esposti alcuni risultati ottenuti in collobora-
zione con A. Altomani (vedi [1]). In particolare si estende la proprietà (S) ad una
proprietà (S̃), che consiste nel richiedere l’esistenza di un automorfismo CR di Q̂
che rovesci la gradazione di g e sia di ordine finito (non necessariamente due). Le
quadriche che soddisfano la proprietà (S̃) sono allora caratterizzate in termini della
seguente proprietà dell’algebra g: la gradazione di g deve essere interna e definita
da un elemento semisemplice di un fattore di Levi di g. Si ha anche che, se Q̂ è
compatta, le proprietà (S) e (S̃) sono equivalenti.

Bibliografia
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Jasmin Raissy: Forme normali in dinamica olomorfa
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Sunto. Uno degli strumenti principali nello studio della dinamica olomorfa lo-
cale sono le forme normali. Sebbene il caso unidimensionale sia ampiamente svilup-
pato (si vedano [1], [2], [8]), in dimensione n ≥ 2 tale studio è ben lontano dall’essere
completo, e, fino a pochi anni fa, si limitava al problema della linearizzazione in
assenza di risonanze e a pochi casi particolari.

In questo seminario, si discutono risultati ottenuti riguardo la linearizzazione
di germi di biolomorfismo in presenza di risonanze e le tecniche usate, partendo
dall’approccio classico ed arrivando a nuovi metodi geometrici (si vedano [3], [4],
[6], [7]). Più in generale, si presentano risultati che caratterizzano l’esistenza di
forme normali olomorfe attraverso tecniche puramente geometriche (si veda [5]). Si
presentano infine nuove applicazioni delle forme normali allo studio della dinamica
olomorfa locale.

Bibliografia
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1Lavoro parzialmente supportato da: FSE, Regione Lombardia
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Federico Alberto Rossi: Deformazioni di D-strutture ed esempi
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Sunto. UnaD-struttura su una varietà 2n-dimensionaleM è un endomorfismo
K del fibrato tangente TM tale che K2 = IdTM , le due autodistribuzioni TM±
con autovalori ±1 abbiano lo stesso rango n e tali autodistribuzioni siano involuti-
ve (queste strutture sono note in letteratura anche come strutture para-complesse).
La D-geometria presenta collegamenti sia con la geometria complessa sia con altre
strutture geometriche, quali, ad esempio le strutture prodotto, la geometria pseudo-
Riemanniana e le strutture bi-Lagrangiane (note anche come varietà D-Kähleriane
[1]). Recentemente, Harvey e Lawson [2], hanno studiato la geometria delle sottova-
rietà in una varietà D-Kähleriana con fibrato canonico triviale, che è il D-analogo
di una varietà di Calabi-Yau. In questa comunicazione presenteremo alcuni esempi
di nilvarietà che ammettono strutture di questo tipo, che sottolinea la differenza
tra le D-strutture e le strutture complesse. Tratteremo inoltre la teoria delle pic-
cole deformazioni di D-strutture su una varietà compatta M [6]. Analogamente
alla teoria classica di Kodaira e Spencer per le deformazioni delle strutture com-
plesse, in [4] è introdotta una Algebra di Lie Differenziale Graduata (A, [[·, ·]], ∂K)
(brevemente DGLA) per caratterizzare le piccole deformazioni di D-strutture K.
Risulta che tali deformazioni sono parametrizzate da elemententi di A di grado 1
che soddisfano l’equazione di Maurer-Cartan. Usando un opportuno omomorfismo
tra DGLA, possiamo riscrivere l’equazione di integrabilità di Maurer-Cartan come
una condizione specifica nello spazio delle derivazioni anti-simmetriche dell’algebra
esterna ∧0,∗

K (M). Un risultato analogo si può ottenere per le D-strutture CR [3] su
varietà di contatto.

Bibliografia

[1] Bryant R.L.:Bochner-Kähler metrics, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), no.3 623–
715.

[2] Harvey F.R., Lawson H.B. Jr.: Split Special Lagrangian Geometry, (2010),
e-print arXiv:1007.0450.

[3] Hill C.D., Nurowski P.: Differential equations and para-CR structures, Boll.
Unione Mat. Ital. (9) 3 (2010), no.1 25–91.

[4] Medori C., Tomassini A.: On small deformations of para-complex manifolds,
(2010), in corso di stampa in J. Noncommut. Geom.

[5] Rossi F.A., Tomassini A.: On Strong Kähler and Astheno-Kähler metrics on
nilmanifolds, (2010), in corso di stampa in Adv. Geom.

[6] Rossi F.A.:On deformations of D-manifolds and CR D-manifolds, preprint
(2011).

1Si ringraziano i Professori A. Tomassini e C. Medori per la disponibilità e il supporto
dimostrati.



882 S17: Geometria complessa

Irene Sabadini: Teoremi di dualità per funzioni slice iperolomorfe
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Sunto. La teoria delle funzioni slice iperolomorfe è nata in tempi recenti, dopo
la definizione di funzioni slice regolari introdotta da Gentili e Struppa nel lavoro [4].
Queste ultime sono funzioni di una variabile quaternionica a valori quaternionici,
le cui restrizioni a opportuni piani complessi sono olomorfe. La teoria è stata
poi estesa al caso di funzioni a valori in un’algebra di Clifford in [1], le cosiddette
funzioni slice monogene, e successivamente al caso di funzioni a valori in algebre più
generali, vedi [5]. È da notare che queste funzioni non sono soluzione di un operatore
differenziale a coefficienti costanti, a parte il caso in cui l’algebra considerata sia
quella dei numeri complessi. La teoria di queste funzioni è in rapido sviluppo,
ed è motivata dalle applicazioni, ad esempio, al calcolo funzionale per n-uple di
operatori, [3].

In questa comunicazione presenterò i teoremi di dualità dimostrati in [2] per
funzioni iperolomorfe, nello spirito degli analoghi risultati di Köthe e Grothendieck
[5], [6] per funzioni olomorfe. I risultati di dualità sono sia algebrici che topologici.
Le dimostrazioni sono complicate dal fatto che la formula di Cauchy per funzioni
slice iperolomorfe destre e per quelle sinistre è basata su due diversi nuclei.
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Alberto Saracco: Misure di Carleson e successioni uniformemente
discrete in dominî fortemente pseudoconvessi
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Sunto. Le misure di Carleson sono un’importante classe di misure positive
finite di Borel introdotta per studiare alcune proprietà di algebre di funzioni olo-
morfe su un dominio D ⊂ Cn. Sono possibili varie caratterizzazioni delle misure di
Carleson, soprattutto nel caso di dominî particolari come il disco di C o la palla di
Cn. Nel 1995 Cima e Mercer [2] danno la prima caratterizzazione per D fortemen-
te pseudoconvesso, data in termini di geometria euclidea. Nel 2007 Duren e Weir
[3] danno una caratterizzazione intrinseca delle misure µ di Carleson nella palla in
termini di trasformata di Berezin di µ. Tale caratterizzazione si generalizza.

Teorema. Sia µ una misura di Borel finita positiva su un dominio fortemente
pseudoconvesso limitato D b Cn. Allora µ è una misura di Carleson di Ap(D) se
e solo se la sua trasformata di Berezin Bµ è limitata.

Legate alle misure di Carleson sono le successioni uniformemente discrete per la
distanza di Kobayashi. Tale legame è stato trovato da Jevtić, Massaneda e Thomas
[4] per la palla, e sussiste anche nel caso più generale dei dominî fortemente pseu-
doconvessi limitati. È quindi interessante studiare tali successioni e in particolare il
problema della velocità di fuga al bordo. Una stima precisa di MacCluer [5] di tale
velocità nella palla viene generalizzata ai dominî limitati fortemente pseudoconvessi.
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Sunto. Una nuova teoria delle funzioni di variabile quaternionica è stata svi-
luppata da G. Gentili e D. C. Struppa in [2] sulla base di una definizione di funzione
regolare ispirata da C. G. Cullen. In particolare le funzioni regolari su una palla
B(0, R) = {q ∈ H : |q| < R} sono tutte e sole le somme di serie di potenze qua-
ternioniche f(q) =

∑
n∈N q

nan con raggio di convergenza maggiore o uguale ad
R. Una caratterizzazione analoga vale se anziché 0 si considera un altro punto q0

dell’asse reale di H. Più delicato è lo studio nell’intorno di un punto q0 qualunque
in H. In [1] si sono introdotti un nuovo tipo di serie

∑
n∈N(q − q0)∗nan ed una

distanza σ : H×H→ R, provando il seguente teorema.

Teorema. Sia Ω un dominio di H. Una funzione f : Ω → H è regolare se
e solo se ammette in ogni q0 ∈ Ω uno sviluppo del tipo f(q) =

∑
n∈N(q − q0)∗nan

valido in una σ-palla Σ(q0, R) = {q ∈ H : σ(q, q0) < R} con R > 0.

La somiglianza col caso complesso è notevole, ma si deve tenere presente che la
distanza σ induce su H una topologia che è strettamente più fine di quella euclidea.
Perciò lo sviluppo in serie indicato non consente, in genere, di prevedere il compor-
tamento di f in un intorno euclideo di q0. In [3] si introduce invece un nuovo tipo
di sviluppo che è valido su aperti euclidei e permette quindi di superare il limite
ora menzionato.
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Adriano Tomassini: Strutture quasi-complesse su spazi omogenei e loro
proprietà coomologiche
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Sunto. Recentemente, alcuni autori hanno studiato le proprietà geometriche
e coomologiche delle varietà compatte dotate di una metrica almost-Kähler, spe-
cialmente dal punto di vista simplettico (si veda [3], [5] e [1]). In [5], T.-J. Li e W.
Zhang hanno introdotto, per una varietà quasi-complessa (M,J), i sottogruppi di
coomologia H1,1

J (M)R e H(2,0),(0,2)
J (M)R di H2

dR(M ;R), i cui elementi sono 2-classi
di coomologia che ammettono rispettivamente un rappresentante J-invariante, J-
anti-invariante. Tali gruppi appaiono naturalmente nello studio del rapporto tra
il cono simplettico dominato KtJ e il cono simplettico calibrato KcJ su una varietà
quasi-complessa (M,J) (problema legato ad una congettura di Donaldson, si veda
[2, Question 2]), i.e.,

KtJ =
{

[ω] ∈ H2
dR(M ;R) |ω sia una forma simplettica e J siaω-dominata

}
,

KcJ =
{

[ω] ∈ H2
dR(M ;R) |ω sia una forma simplettica e J siaω-calibrata

}
,

In questo seminario, si esporranno alcuni risultati recenti ottenuti in collabora-
zione con T.-J. Li (si veda [4]), riguardanti le proprietà coomologiche di strutture
almost-Kähler su algebre di Lie unimodulari di dimensione quattro. Si discuteranno
infine le scomposizioni coomologiche di alcune famiglie di strutture quasi-complesse
su spazi omogenei di dimensione sei (si veda [1]).
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Fabrizio Andreatta: Sottovarietà localmente simmetriche nel luogo di
Torelli
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Sunto. Enuncerò e darò un cenno di dimostrazione dell’analogo di una con-
gettura di R. Coleman e F. Oort sulla non esistenza di sottovarietà localmente
simmetriche del luogo delle curve singolari e irrudicibili nella compattificazione di
Deligne e Mumford dello spazio dei moduli delle curve di genere g ≥ 4.
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Sunto. Sia p(t) un polinomio di Hilbert ammissibile in Pn di grado d e nu-
mero di Gotzmann r, e sia q(t) =

(
n+t
n

)
− p(t). Possiamo immergere Hilbnp(t) nella

Grassmanniana G(q(r), q(r) +p(r)) e quindi mediante coordinate di Plücker in uno
spazio proiettivo PM . Nonostante questa costruzione sia del tutto esplicita, in ge-
nerale non permette di ottenere metodi computazionali efficienti per lo studio di
Hilbnp(t), poiché M � 0. Per arrivare ad un’immersione che sia più “maneggevole”
dal punto di vista computazionale, alcuni recenti lavori studiano equazioni locali
per Hilbnp(t), ossia equazioni che definiscono gli aperti di un particolare ricoprimen-
to di Hilbnp(t) ottenuti a partire da ideali di Borel (vedi [1], [2]). Mostriamo come
ognuno di questi aperti è schematicamente isomorfo al J-marked scheme Mf(J)
(introdotto in [1]), che parametrizza tutti gli ideali omogenei I tali che il negativo
N (J) dell’ideale di Borel J è una base del quoziente k[x0, . . . , xn]/I. Siamo quindi
interessati a studiare immersioni di Mf(J) in spazi affini “piccoli” e definite da
equazioni “semplici”.

Teorema. Sia J un ideale monomiale di Borel.
(1) Esistono equazioni di grado ≤ d + 2 che definiscono Mf(J) come sotto-

schema chiuso di Aq(m)p(m), per ogni m ≥ r′, dove r′ è la regolarità della
saturazione J0 di J ;

(2) Mf(J) può essere proiettato isomorficamente su un sottospazio lineare di
dimensione 6 σp(r′), dove σ è il numero di generatori minimali di J0.

Questi risultati sono ottenuti mediante due tipi di riduzioni a forma normale,
che generalizzano la riduzione rispetto a una base di Groebner ma non necessitano
di un term order. Grazie al Teorema, possiamo quindi immergere gli aperti di un
ricoprimento di Hilbnp(t) in spazi affini di dimensione molto più piccola di M . Ad
esempio, Hilb34t è immerso mediante coordinate di Plücker in uno spazio proiettivo
di dimensioneM ∼ 642·1018; applicando il Teorema, possiamo immergere gli aperti
di un ricoprimento di Hilb34t in spazi affini di dimensione ≤ 100.
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generalization of Groebner bases”, preprint, 2011.
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Michele Bolognesi: Categorie derivate e razionalità di fibrati in coniche
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Sunto. Uno dei fini principali della ricerca nell’ambito delle categorie derivate
è la comprensione di come la geometria esplicita di una varietà algebrica X sia co-
dificata nella categoria derivata Db(X) dei complessi limitati di fasci coerenti. Uno
degli approcci più prolifici si è rivelato studiare le decomposizioni semiortogonali
di tale c.d.. In molte situazioni, quasi tutti gli oggetti di una decomposizione sono
equivalenti alla c.d. di un punto e le sottocategorie non triviali che appaiono in una
decomposizione semiortogonale contengono informazioni sulla geometria di X.

Sia S una superficie liscia, razionale e π : X → S un fibrato in coniche standard.
In [2] Kunznetsov considera il fascio B0 delle parti pari dell’algebra di Clifford
associata al fibrato in coniche e descrive una decomposizione

(35) Db(X) = 〈ΦDb(S,B0), E1, . . . , Es〉,
dove {Ei}si=1 sono oggetti eccezionali, cioè equivalenti alla c.d. di un punto. Le
informazioni non triviali sono quindi contenute nella sottocategoria Db(S,B0).

Teorema 12. [1] Siano{Γi}ki=1 curve algebriche lisce e k ≥ 0 e supponiamo
che esistano dei funtori pieni e fedeli Ψi : Db(Γi)→ Db(S,B0) per i = 1, . . . k, tali
che Db(S,B0) ammette una decomposizione

(36) Db(S,B0) = 〈Ψ1Db(Γ1), . . . ,ΨkDb(Γk), E1, . . . , El〉,
dove gli Ei sono oggetti eccezionali e l ≥ 0.Allora la Jacobiana intermedia J(X) =⊕k

i=1 J(Γi).

Teorema 13. [1] Se S è anche minimale, allora X è razionale se e solo se
esistono dei funtori pieni e fedeli Ψi : Db(Γi) → Db(S,B0) e una decomposizione
semiortogonale

Db(S,B0) = 〈Ψ1Db(Γ1), . . . ,ΨkDb(Γk), E1, . . . , El〉,
dove Ei sono oggetti eccezionali e l ≥ 0.

Bibliografia
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Sunto. Data una varietà proiettiva X, la sua varietà delle s-secanti σs(X) è
definita come la chiusura di Zariski dell’unione di tutti gli spazi lineari generati da
tutte le s-uple di punti indipendenti di X. Le proprietà delle varietà delle secanti
danno informazioni utili sia dal punto di vista della geometria proiettiva, sia per
numerose applicazioni che sono state approfondite recentemente in vari campi come
ad esempio la statistica algebrica o la teoria delle telecomunicazioni.

La prima domanda che è naturale porsi riguarda la dimensione della varietà
delle secanti. Quando la dimensione è il minimo tra sdim(X)+s−1 e la dimensione
dello spazio ambiente, diciamo che σs(X) ha la dimensione aspettata, altrimenti
diciamo che X è s-difettiva.

Solo nel caso delle varietà di Veronese la classificazione completa delle varietà
difettive è nota grazie al famoso teorema di Alexander-Hirschowitz (dimostrato
negli anni ’90). Il problema di classificare le varietà difettive per altre famiglie,
come le varietà di Segre, le Grassmanniane o le varietà di Segre-Veronese è stato
affrontato da diversi autori e sono stati ottenuti molti risultati parziali, tuttavia
una classificazione completa non è ancora nota in nessuno di questi casi.

In questo seminario vorrei concentrarmi sul caso delle varietà di Segre-Veronese,
presentando alcuni risultati recenti ottenuti in collaborazione con Hirotachi Abo.

Bibliografia

[1] H. Abo, M.C. Brambilla, “Secant varieties of Segre-Veronese varieties Pm × Pn
embedded by O(1, 2)”. Experimental Mathematics, 18 (2009) 3, 369-384.

[2] H. Abo, M.C. Brambilla, “On the dimensions of secant varieties of
Segre-Veronese varieties.” Preprint arXiv:0912.4342

[3] H. Abo, M.C. Brambilla, “New examples of defective secant varieties of
Segre-Veronese varieties.” Accettato per la pubblicazione su Collectanea
Mathematica. Preprint arXiv:1101.3202



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 891

Alberto Calabri: Sulle curve piane contratte da trasformazioni di
Cremona

Alberto Calabri
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Ferrara

email: alberto.calabri@unife.it

Ciro Ciliberto
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Roma “Tor Vergata”

Sunto. Una trasformazione di Cremona è una funzione birazionale P2 99K P2,
dove P2 è il piano proiettivo su un campo k, che per noi sarà il campo dei numeri
complessi.

Diciamo che una curva piana irriducibile C è contraibile cremonianamente se
esiste una trasformazione di Cremona che manda C in un punto del piano P2.

Uno strumento classico per studiare una curva piana C è fornito dai sistemi
lineari di curve m-aggiunte a C, cioè |C+mKP2 | quando C è liscia, o cose analoghe
sullo scoppiamento di P2 nelle singolarità di C, quando C non è liscia.

In [1], Coolidge affermò che una curva piana irriducibile C è contraibile cre-
monianamente se e solo se C non ha m-aggiunte, per ogni m > 1, ma la sua
dimostrazione in [1] è incompleta. In [3], Kumar and Murthy dimostrarono, con
metodi differenti:

Teorema (Kumar-Murthy). Una curva piana irriducibile C è contraibile cre-
monianamente se e solo se la curva C non ha 1-aggiunte e 2-aggiunte.

Il teorema può essere considerato un analogo del criterio di razionalità di Ca-
stelnuovo per le superfici, riferito invece alle coppie “curva irriducibile su superficie
razionale”. È stato generalizzato da Iitaka in [4] all’unione di due curve piane irri-
ducibili. In [2] Kojima e Takahashi ottengono generalizzazioni simili per l’unione
di al più quattro curve piane irriducibili.

In questa comunicazione ricorderemo in breve la storia di questo problema,
daremo una dimostrazione dell’affermazione di Coolidge con metodi classici e infine
parleremo di un lavoro in preparazione sull’unione di un numero finito, arbitrario,
di rette che possono essere contratte a punti da una trasformazione di Cremona.
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Sunto. Date due varietà proiettive lisce X e Y , la funzione che associa ad ogni
oggetto E della categoria derivata Db(X×Y ) il funtore di Fourier–Mukai con nucleo
E , ΦE = ΦX→YE : Db(X)→ Db(Y ), si estende chiaramente a un funtore

ΦX→Y− : Db(X × Y )→ ExFun(Db(X),Db(Y )),

dove la categoria di arrivo è quella dei funtori esatti (tra categorie triangolate) da
Db(X) a Db(Y ).

Si illustreranno alcuni risultati, ottenuti in collaborazione con Paolo Stella-
ri, relativi alle proprietà di tale funtore, considerando in particolare le seguenti
domande.

(1) ExFun(Db(X),Db(Y )) ammette una struttura triangolata tale che ΦX→Y−
sia esatto?

(2) ΦX→Y− è fedele?
(3) ΦX→Y− è pieno?
(4) ΦX→Y− è essenzialmente iniettivo (cioè, il nucleo di un funtore di Fourier–

Mukai è unico a meno di isomorfismo)?
(5) ΦX→Y− è essenzialmente suriettivo (cioè, ogni funtore esatto è di Fourier–

Mukai)?
La risposta a tutte queste domande è sì seX o Y è un punto, perché in quel caso

ΦX→Y− è un’equivalenza. Assumendo invece dim(X),dim(Y ) > 0, si sono trovate
le seguenti parziali risposte a tutte le domande tranne che all’ultima (certamente
la più interessante ma apparentemente anche la più difficile).

(1) No, se X o Y è P1.
(2) No, se X o Y è una curva (questo generalizza un risultato di Căldăraru

nel caso X = Y curva ellittica).
(3) No, se X o Y è una curva.
(4) Sì, se X o Y è P1; no, se X = Y è una curva ellittica.

L’ultimo è sicuramente il risultato più importante: esistono dunque oggetti E1,
E2 in Db(X×Y ) tali che ΦE1

∼= ΦE2 ma E1 6∼= E2. D’altra parte si è anche dimostrato
che i gruppi di coomologia del nucleo sono univocamente determinati (a meno di
isomorfismo) dal funtore, cioè ΦE1

∼= ΦE2 implica Hi(E1) ∼= Hi(E2) per ogni intero
i.
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Sunto. Sia X una varietà proiettiva complessa liscia. Dato un divisore primo
D ⊂ X, consideriamo l’applicazione di restrizione

rD : H2(X,R) −→ H2(D,R).

In generale rD non è né iniettiva né suriettiva; d’altronde rD non può essere l’ap-
plicazione nulla, perché se H è un divisore ampio su X, la restrizione H|D è non
banale.

Definiamo il seguente invariante di X:

cX := max{dim ker rD |D ⊂ X divisore primo}.
Abbiamo cX ∈ {0, . . . , b2(X) − 1} e cX ≥ b2(X) − b2(D) per ogni divisore primo
D ⊂ X (dove b2 è il secondo numero di Betti).

L’invariante cX è significativo quando X è una varietà di Fano, cioè quando il
divisore anticanonico −KX è ampio. Infatti vale il seguente risultato, mostrato in
[1].

Teorema. Se X è una varietà di Fano, allora cX ≤ 8.
Inoltre, se cX ≥ 4, allora X ∼= S×Y , dove S è una superficie di Del Pezzo con

b2(S) = cX + 1, e Y è una varietà di Fano con cY ≤ cX .
Infine, se cX = 3, allora esiste un morfismo suriettivo, piatto e a fibre connesse

X → Y , dove Y è una varietà di Fano liscia con dimY = dimX − 2, b2(Y ) =
b2(X)− 4 e cY ≤ 3.

Consideriamo ora una varietà di Fano X di dimensione 4. Dato che X ha
un numero finito di possibili tipi topologici, b2(X) è limitato, tuttavia non se ne
conosce il massimo valore. Se X è un prodotto di superfici di Del Pezzo, abbiamo
b2(X) ≤ 18, mentre tutti gli esempi noti che non siano prodotti di superfici hanno
b2 ≤ 6. Utilizzando il risultato precedente, si mostra che se cX ≥ 2 si ha b2(X) ≤ 18.
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Sunto. Si presentano e analizzano alcuni contributi che lo studio geometrico
delle varietà secanti proiettive sta fornendo, di recente, nella teoria della decompo-
sizione di tensori e nella teoria delle rappresentazioni di polinomi.
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[10] F. Zak. Tangents and secants of varieties. Transl Math. Monograph, 127
(1993).
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Ciro Ciliberto: Rigate ed iperbolicità
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Sunto. In questa comunicazione esporrò alcuni risultati in collaborazione con
M. Zaidenberg su problemi di iperbolicità relativi a superficie generali di P3. La
tecnica da noi usata per studiare famiglie di curve di genere basso su dette superficie,
consiste nel degenerarle a opportune superficie rigate analizzando poi i limiti delle
curve in questione.
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Pietro De Poi: Apolarità per curve sottocanoniche
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Francesco Zucconi
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università degli Studî di Udine

Sunto. Dato S := C[x0, . . . , xN ], sia T := C[∂0, . . . , ∂N ] l’algebra delle derivate
parziali di S; ricordiamo che il Lemma di Macaulay (cfr. [1]) afferma che un’algebra
graduata Artiniana di Gorenstein di dimensione di socle 1 e grado s+2 è isomorfa a
T
F⊥

, dove F ∈ S è una forma di grado s+2 e F⊥ := {D ∈ T | D(F ) = 0}. Un modo
per ottenere algebre di questo tipo è il seguente: data una curva C ⊂ P̌N := Proj(T )
proiettivamente normale ed s-sottocanonica, allora SC

(η1,η2) , dove SC è l’anello delle
coordinate omogeneo di C ed η1, η2 ∈ T1 sono due forme lineari generali, è una delle
algebre cercate. Grazie al Lemma di Macaulay, a tale algebra risulta associata una
forma Fη1,η2 di grado s + 2 in un anello di polinomi ad N − 1 indeterminate;
rimane così definita una applicazione razionale αC : Gr(N−2, N) 99K HN−2,s, dove
HN−2,s+2 è lo spazio delle forme di grado s + 2 su PN−2 a meno dell’azione di
PGl(N − 2,C). Un primo risultato ottenuto è il seguente

Teorema 14 ([2]). Una curva canonica C è trigonale o isomorfa ad una
quintica piana liscia se e solo se Fη1,η2 è una cubica di Fermat.

Tale risultato è stato ulteriormente esteso, ottenendo nel contempo una gene-
ralizzazione a curve sottocanoniche del classico Teorema di Enriques-Petri:

Teorema 15 ([3]). Sia C ⊂ P̌N una curva s-sottocanonica (s ≥ 1) proiettiva-
mente normale con N ≥ 4; allora sono equivalenti i seguenti fatti:

(1) o C è (s+ 2)-gonale, o C ∼= C ′ ⊂ P2, con deg(C ′) = 2s+ 3;
(2) o C è contenuta in una superficie rigata razionale normale liscia Sa1,a2 o,

se C è isomorfa a C ′, è contenuta nella superficie di Veronese di P̌5;
(3) per ogni coppia generale η1, η2 ∈ H0(C,OC(1)), la corrispondente forma

apolare Fη1,η2 ∈ C[x0, . . . , xa1+a2−1] è una forma di Fermat di grado s+2.

Verranno poi discussi successivi sviluppi per varietà sottocanoniche.
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Lorenzo Di Biagio: Luoghi base asintotici per varietà singolari
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email: dibiagio@mat.uniroma3.it

Sunto. Nell’ambito della geometria algebrica birazionale lo studio dei com-
portamenti asintotici delle serie lineari riveste un ruolo essenziale e non a caso,
nell’ultimo decennio, molti progressi sono stati fatti nell’analisi di invarianti asin-
totici associati ai luoghi base di sistemi lineari. In particolare, per D divisore big,
L. Ein et al. hanno definito, indagandone le proprietà, v(‖D‖), l’ordine di annulla-
mento asintotico lungo una valutazione discreta geometrica v, e i luoghi base stabili
aumentato e diminuito associati a D, concetti che permettono di superare alcune
patologie che si presentano nell’uso del più semplice luogo base stabile B(D).

In questo lavoro, in collaborazione con il dott. S. Cacciola, abbiamo studiato le
relazioni che intercorrono tra due di questi invarianti asintotici, estendendo risultati
già noti al caso di varietà normali con determinate singolarità e al caso di divisori
pseudoeffettivi non necessariamente big.

Più nello specifico:

Definizione. Sia D un R-divisore big su X varietà proiettiva complessa nor-
male. ll luogo base stabile diminuito di D è B−(D) :=

⋃
A R-divisore
A ampio

B(D + A). Il

luogo non nef di D è NNef(D) :=
⋃
{cX(v), v(‖D‖) > 0}, dove con cX(v) si indica

il centro della valutazione discreta geometrica v.

In generale NNef(D) ⊆ B−(D) e congetturalmente vale l’uguaglianza. L’ugua-
glianza è stata dimostrata da L. Ein et al. quando X è liscia e da S. Boucksom et
al. quando (X,∆) è una coppia KLT effettiva e D = KX + ∆.

Utilizzando tecniche di ideali moltiplicatori asintotici, noi dimostriamo i se-
guenti:

Teorema. Sia (X,∆) una coppia KLT effettiva e sia D un R-divisore di
Cartier pseudoeffettivo. Allora B−(D) = NNef(D).

Teorema. Sia (X,∆) una coppia KLT effettiva e sia D un divisore di Cartier.
Allora D è nef e abbondante se e solo se J ((X,∆); ‖pD‖) = OX per ogni p ∈ N.
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Sunto. In questa comunicazione presentiamo risultati ottenuti in collabora-
zione con Francesca Cioffi (cf. [1], [2]). Applicando tecniche di liaison, studiamo
curve proiettive C (precisamente sottoschemi lCM equidimensionali di dimensio-
ne 1) “vicine” ad un’intersezione completa Y che le contenga; la “distanza” di C
da Y è misurata in termini della differenza reg(Y ) − reg(C) tra le regolarità di
Castelnuovo-Mumford o della differenza deg(Y )− deg(C) tra i gradi.

In [3] è provato che, se C è una curva in P3 tale che reg(C) = reg(Y )−1 > ρC+1
(dove ρC è la regolarità della funzione di Hilbert di C), allora la curva C ′ legata a C
mediante Y è una curva piana, quindi aCM. Partendo da questo risultato, studiamo
curve C ⊂ PnK per ogni n ≥ 3 tali che reg(C) > ρC + 1, in termini dell’intero
non-negativo reg(Y )− reg(C) che risulta essere un maggiorante del grado iniziale
dell’ideale di C ′; proviamo l’equivalenza dell’essere C ′ degenere con la condizione
reg(Y )− reg(C) = 1.

Parallelamente, in [4] Davis misura la “distanza” di C da Y in temini di deg(Y )−
deg(C) provando che una curva dello spazio P3 liscia ed integra con la stessa po-
stulazione di una curva aCM è essa stessa aCM se deg(Y ) − deg(C) ≤ 5. Esten-
diamo il risultato di Davis a curve C dello spazio P3 con reg(C) > ρC + 1 e
deg(Y ) − deg(C) ≤ 5. Con opportuni esempi mostriamo che questo risultato non
può essere migliorato in termini di gradi, ma lo estendiamo a sottoschemi non-
degeneri lCM equidimensionali X di codimensione due con la stessa postulazione
di un sottoschema aCM tali che deg(Y ) − deg(X) ≤ 5, dove Y è un’intersezione
completa contenente X.

Aumentando la codimensione il risultato si indebolisce, ad esempio per curve
C in PnK tali che reg(C) > ρC + 1 il risultato vale solo per deg(Y )− deg(C) ≤ 3.
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Sunto. Una configurazione di iperpiani è una collezione di ` iperpiani distinti
H1, . . . ,H` di Pn, in altre parole il dato di ` punti Z = {z1, . . . , z`} dello spazio
duale P̌n. Fra gli invarianti di una configurazione di iperpiani, sono di particolare
interesse il fascio ΩZ delle forme differenziali con poli logaritmici lungo il divisore
DZ = H1 ∪ · · · ∪ H`, introdotto da Deligne e Saito, e il suo raffinamento Ω̃Z
introdotto da Dolgachev.

Mostreremo come, sotto certe condizioni, la configurazione sia determinata dal
fascio Ω̃Z , ovvero come da Ω̃Z si possa ricostruire l’insieme Z, nel qual caso Z è
detto di Torelli. Tale risultato è il principale contributo contenuto nel lavoro [2].
Questo generalizza ai casi di configurazioni a incroci non normali un noto teorema
di Dolgachev-Kapranov, si veda [1].

Per formulare il risultato in maniera precisa, introduciamo le varietà di
Kronecker-Weierstrass (KW). Una varietà di KW di tipo (d, s), con d > 0 è una
sottovarietà Y di P̌n della forma Y = C ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ls, ove C è una curva ra-
zionale normale di grado d in Pd ⊂ P̌n, e dove gli Li sono sottospazi lineari 2 a 2
disgiunti Pni ⊂ P̌n, con d+

∑
ni = n, che incontrano ciascuno Pd in un solo punto

appartenente a C. Inoltre Y è KW di tipo (0, s) se Y = L1 ∪ · · · ∪ Ls, con Y non
degenere, e gli Li sono spazi lineari che si incontrano tutti in un solo punto, detto
punto distinto di Y .

Teorema. Sia Z un insieme di ` punti di P̌n, non contenuto in un iperpiano.
Allora Z non è di Torelli se e solo se Z è contenuto in una varietà di KW di tipo
(d, s) con d > 0, o con d = 0, e il punto distinto di Y non appartiene a Z.

La dimostrazione è basata su una definizione alla Fourier-Mukai di Ω̃Z , che
permette di studiare gli iperpiani instabili di Ω̃Z , fra cui si trovano H1 . . . , H`, e di
analizzare le condizioni geometriche che assicurano che essi siano gli unici iperpiani
con tale proprietà, nel qual caso Z è di Torelli.
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Sunto. Si dimostra che lo spazio dei moduliMg delle curve lisce di genere g è
unione di g−1 aperti affini per ogni g con 2 ≤ g ≤ 5, come predetto da una famosa
congettura di Eduard Looijenga.
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Sunto. In questo seminario verrà descritto lo studio compiuto in collabora-
zione con E. Tenni riguardante una generalizzazione del Teorema di Clifford e le
sue applicazioni al caso di curve Gorenstein, con particolare riguardo alle curve
semistabili.

Il nostro approccio è stato quello di stimare lo spazio delle sezioni del fascio
canonico che si annullano su uno schema 0-dimensionale S.

Per quanto riguarda le curve ridotte il risultato è il seguente

Teorema. Sia C una curva Gorenstein ridotta e 4-connessa. Dato un fascio
invertibile L e uno schema 0-dimensionale S su C tali che

0 ≤ deg[(ISL)|B ] ≤ degKC |B per ogni sottocurva B ⊂ C
allora

h0(C, ISL) ≤ deg ISL
2

+ 1.

Inoltre se vale l’uguaglianza si ha ISL ∼= ITωC dove T è uno schema 0-dimensionale
tale che

• T = 0, KC ; oppure
• C è onestamente iperellittica e T è un multiplo di una g1

2.

Si forniscono inoltre esempi di curve non 4-connesse in cui il risultato non vale
e applicazioni allo studio delle immersioni canoniche di curve 4-connesse.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto MIUR PRIN 2008 “Geometria delle varietà algebriche
e dei loro spazi di moduli".
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Sunto. In questa comunicazione esporrò alcuni risultati ottenuti in collabo-
razione con Elisabetta Colombo sul rango della seconda mappa gaussiana per fi-
brati in rette Prym-canonici su una curva generale in relazione alla seconda forma
fondamentale della mappa di Prym Prg : Rg → Ag−1.

Ricordiamo che Rg è lo spazio dei moduli che parametrizza classi di isomor-
fismo di coppie [C,A], dove [C] ∈ Mg è una curva liscia e A ∈ Pic0(C)[2] è un
punto di torsione di ordine 2 e Ag−1 è lo spazio dei moduli delle varietà abeliane
principalmente polarizzate di dimensione g − 1 che è dotato della metrica di Siegel
e consideriamo la metrica indotta su Rg attraverso la mappa di Prym.

Dimostriamo innanzitutto che la seconda forma fondamentale della mappa di
Prym nel punto [C,A] è un sollevamento della seconda mappa gaussiana µA del
fibratoKC⊗A, analogamente a quello che accade per la seconda forma fondamentale
della mappa dei periodiMg → Ag e la seconda mappa gaussiana del sistema lineare
canonico. Questo ci permette di studiare proprietà di curvatura di Rg munito della
metrica di Siegel in analogia a quanto fatto per la curvatura diMg.

Studiamo poi il rango della mappa gaussiana µA e mostriamo con tecniche di
degenerazione che per il punto generico in Rg con g ≥ 20, µA è suriettiva, genera-
lizzando così risultati analoghi sulla suriettività della seconda mappa gaussiana µ2

del sistema lineare canonico per la curva generale inMg con g ≥ 18.
Infatti, in collaborazione con Elisabetta Colombo abbiamo mostrato la suriet-

tività di µ2 per curve generali di genere alto usando curve su superficie K3, mentre
la suriettività per la curva generale di genere ≥ 18 è stata poi mostrata da Ca-
labri, Ciliberto e Miranda usando tecniche di degenerazione a curve binarie, che
generalizziamo al caso di Rg.
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Sunto. Sia S una superficie proiettiva liscia complessa e |D| un sistema lineare
di Bertini su S. Si chiama varietà di Severi delle curve δ-nodali in |D|, la sottovarietà
V SD,δ ⊂ |D| ' PN di |D| definita come la chiusura, nella topologia di Zariski, del
luogo delle curve irriducibili, aventi δ nodi come singolarità. Lo studio delle varietà
di Severi è fra gli argomenti più classici in geometria algebrica, introdotto, appunto,
da Severi agli inizi del secolo scorso, nel caso in cui S = P2 è il piano proiettivo
complesso. Le varietà di Severi di curve piane sono oggetti ben noti. Sono non
vuote, per ogni δ ≤ (n − 1)(n − 2)/2, irriducibili e della dimensione aspettata. Il
problema dell’esistenza e della dimensione è stato risolto con successo dallo stesso
Severi, mentre il problema dell’irriducibilità, rimasto a lungo aperto, è stato risolto
solo negli anni ottanta da Harris. Ad Harris e Caporaso sono anche dovuta una
formula induttiva per il grado delle varietà di Severi di curve piane. Lo studio
di famiglie di curve piane nodali ha dato vita ad una lunga serie di lavori che
non possiamo citare qui. I risultati su varietà di Severi si basano spesso su tecniche
degenerative alla base delle quali vi è lo studio del bordo di queste varietà, ovvero di
sottovarietà di V SD,δ il cui generico elemento corrisponde ad una curva con singolarità
peggiori di nodi. Durante il nostro seminario, soffermeremo la nostra attenzione al
caso in cui S è una generica superficie K3 liscia. In tal caso, le varietà di Severi
di curve nodali sono sempre non vuote di dimensione aspettata. In particolare,
l’esistenza di curve nodali su superfici K3 è stata dimostrata recentemente da Xi
Chen. Lo studio del bordo di V SD,δ, per S superficie K3, rimane invece un problema
aperto, oggetto del nostro seminario. In particolare, esporremo alcuni risultati,
ottenuti in collaborazione con A. L. Knutsen, sull’esistenza di curve con nodi e
cuspidi su superfici K3.
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Sunto. Le superfici K3 sono superfici complesse con canonico e irregolarità
banali. A priori il gruppo di automorfismi di una superificie K3 può essere banale,
finito o infinito. Anche per questo, invece che affrontare il problema di determinare
l’intero gruppo di automorfismi di una data superficie, sembra piú interessante
determinare le famiglie di superfici K3 che ammettano determinati automorfismi.
Spesso richiedere che una superficie K3 ammetta un certo gruppo G di automorfismi
implica automaticamente la presenza di un gruppo più grande, H, di automorfismi.

Data una superficie K3 X, H2,0(X) ' C e quindi H2,0(X) = 〈ωX〉 per un ωX
fissato inH2,0(X). Sia α un automorfismo diX di ordinem, allora α∗(ωX) = λαωX ,
λα ∈ C∗, λm = 1. Diciamo che α è simplettico se λα = 1 e che è puramente non
simplettico se λα è una radice primitiva m-esima dell’unità.

Vale allora: una superficie K3 ammette Z/5Z come gruppo di automorfismi
simplettici se e solo se ammette il gruppo diedrale di ordine 10, D5, come gruppo di
automorfismi simplettici (cf. [G1]). Tale risultato può inoltre essere generalizzato:
esiste un criterio per riconoscere fra le coppie (G,H) di gruppi di automorfismi
simplettici tali che G ⊂ H quelle per cui una K3 ammette G come gruppo di
automorfismi simplettici se e solo se ammette H come gruppo di automorfismi
simplettici (cf. [G1]). Espliciti esempi di tale fenomeno sono presentati in [G2].

Gli automorfismi puramente non simplettici di ordine un primo p possono essere
classificati mediante invarianti che descrivono il loro luogo fisso. In [GS] si mostra
che una K3 che ammette un automorfismo non simplettico di ordine un primo p
associato a certi invarianti, ne ammette anche uno simplettico dello stesso ordine.
Analogamente si hanno risultati che coinvolgono solo automorfismi puramente non
simplettici: una K3 che ammette un automorfismo non simplettico di ordine un
primo p > 2 associato a certi invarianti, ne ammette anche uno puramente non
simplettico di ordine 2p (se p = 3 questo è un risultato dovuto a J. Dillies, il caso
p > 3 è trattato in [GS]).
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Sunto. In questa comunicazione si presentano dei risultati su insiemi di ret-
te dello spazio proiettivo PnK (su un campo K algebricamente chiuso), che sono
intersezione di iperpiani appartenenti ad una fissata partizione.

Estendendo le tecniche introdotte in [1], per tali configurazioni di rette si cal-
colano i generatori e si prova che questi sono il prodotto di forme lineari definenti
gli iperpiani. Inoltre, si dimostra la proprietà di Cohen-Macaulay.
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Sunto. In questa comunicazione presenteremo un risultato riguardante il pos-
sibile genere di una curva in una Jacobiana J(C). Assumeremo che C sia molto
generale, cioè che il punto [C] in Mg, lo spazio dei moduli delle curve di genere
g, sia al di fuori di un’unione numerabile di sottovarietà analitiche proprie. Sotto
questa ipotesi, il minimo genere geometrico di una curva su J(C) è pari a g ed è
noto che tutte le curve di genere g sono isomorfe a C [1].

Il nostro risultato è il seguente:

Teorema. Siano C e D due curve complesse, proiettive, lisce, e

ϕ : D → J(C)

una mappa non costante. Si assuma C molto generale di genere g ≥ 4.
(1) Vale

g(D) ≥ 2g − 2, oppure g(D) = g.

(2) Inoltre, quando g = 4 oppure g = 5, si ha anche

g(D) 6= 2g − 2.

La prima parte del teorema dà una risposta affermativa a una congettura enun-
ciata in [3], dove gli autori dimostrano un analogo risultato per le varietà di Prym.
La nostra dimostrazione sfrutta l’analisi del caso degenere, quando J(C) è la Ja-
cobiana di una curva nodale, e si basa su un risultato di rigidità [4] e sullo studio
dell’azione di monodromia sul primo gruppo di coomologia intera delle due curve.

La dimostrazione della seconda parte è legata allo studio delle deformazioni
di una curva in una varietà abeliana e a una proprietà delle varietà di Prym di
rivestimenti ramificati [2].

Bibliografia

[1] F. Bardelli and G. P. Pirola. Curves of genus g lying on a g-dimensional Jacobian
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1Ricerca parzialmente supportata da 1) FAR 2010 (PV) "Varietà algebriche, calcolo
algebrico, grafi orientati e topologici"; 2) INdAM (GNSAGA)
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fibrato normale nef
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Sunto. Sia X ⊂ PN una varietà proiettiva complessa liscia di dimensione n che
contiene uno spazio lineare Λ di dimensione s. Sia N := NΛ/X il fibrato normale di
Λ in X. È noto che, se N è ampio, allora X è uno spazio lineare; lo stesso risultato
vale se N è nef, n < 2s e il numero di Picard di X è uno. Inoltre, è noto che se N
è banale e n ≤ 2s, allora X è uno scroll classico. Infine, se n = 2s, allora X è uno
scroll classico, o un’iperquadrica, o la Grassmanniana G(1, s + 1). Nel corso del
seminario considereremo il caso successivo, i.e. n = 2s+ 1, dimostrando il seguente

Teorema. Sia X ⊂ PN una varietà liscia di dimensione n = 2s + 1 che
contiene uno spazio lineare Λ di dimensione s tale che N è nef.

Se il numero di Picard di X è uno, allora X è una delle varietà seguenti:
(1) uno spazio lineare P2s+1;
(2) un’iperquadrica liscia Q2s+1;
(3) un 3-fold cubico in P4;
(4) un’intersezione completa di due iperquadriche in P5;
(5) l’intersezione di G(1, 4) ⊂ P9 con tre iperpiani generici;
(6) una sezione iperpiana di G(1, s+ 2).
Se il numero di Picard di X è maggiore di uno, allora esiste una contrazione

elementare ϕ : X → Y che contrae Λ e vale uno dei seguenti:
(7) ϕ : X → Y è uno scroll;
(8) Y è una curva liscia e la fibra generica di ϕ è

(8a) la Grassmanniana G(1, s+ 1);
(8b) un’iperquadrica liscia Q2s;
(8c) un prodotto di spazi proiettivi Ps × Ps.
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Sunto. È ben noto che ogni fibrato vettoriale sulla retta proiettiva si decom-
pone come somma di fibrati lineari, ed è quindi determinato a meno di isomorfismo
da una lista di interi, chiamati tipo di spezzamento del fibrato.

Nello studio di fibrati vettoriali su spazi proiettivi è stato quindi naturale consi-
derare la restrizione dei fibrati alle rette. Una classe di fibrati che è stata oggetto di
particolare studio è quella dei fibrati uniformi, cioè quelli il cui tipo di spezzamento
non dipende dalla retta. È stato dimostrato che un fibrato vettoriale uniforme E di
rango r su Pn è decomponibile se r < n, e sono stati caratterizzati i casi r = n, n+1.

Risultati analoghi sono stati ottenuti per fibrati vettoriali su altre varietà co-
perte da rette, quali iperquadriche e Grassmanniane. Questi risultati sono basati
sulla cosiddetta costruzione standard, che usa la famiglia universale delle rette sulla
varietà per produrre un sottofibrato uniforme del fibrato iniziale, al fine di utilizzare
un procedimento induttivo sul rango del fibrato.

Lo scopo della presente comunicazione è quello di illustrare un’interpretazione
geometrica della costruzione standard in termini di particolari famiglie di curve
razionali, che permette di ottenere un criterio di spezzamento per fibrati uniformi:
più precisamente, data una varietà di Fano liscia X con numero di Picard uno
e coperta da rette, parametrizzate da una famiglia L e dato un punto x ∈ X si
considera Lx, la varietà che parametrizza le rette su X passanti per x. Il criterio
di spezzamento è espresso in termini della coomologia di Lx.

Teorema. Sia X una varietà di Fano liscia con numero di Picard uno coperta
da rette, sia r un intero positivo minore o uguale a dimLx. Se dimH2s(Lx,C) = 1
per ogni s ≤ br/2c e ogni x ∈ X allora i soli fibrati vettoriali uniformi di rango r
su X sono somme dirette di fibrati lineari.

Questo risultato è stato ottenuto in collaborazione con Roberto Muñoz e Luis E.
Solá Conde ed è contenuto nel lavoro [1] a cui si rimanda per la sua dimostrazione,
le sue generalizzazioni e applicazioni, come pure per una essenziale bibliografia
sull’argomento.

Bibliografia

[1] R. Muñoz, G. Occhetta and Luis E. Solá Conde: “Uniform vector bundles on
Fano manifolds and applications”, J. Reine Angew. Math., in corso di stampa
(2011).
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secanti
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Sunto. La varietà delle matrici (simmetriche o generali) di rango ≤ r è defi-
nita dai minori di ordine r + 1. Si descrivono alcune estensioni di questo risultato
a tensori con più di due componenti. Il lavoro è motivato da applicazioni al Si-
gnal Processing e ad altre aree. Geometricamente, questo corrisponde a trovare le
equazioni delle varietà secanti alle varietà di Segre o di Veronese. Si descrive un
procedimento generale per trovare una classe significativa di equazioni di varietà
secanti, partendo da un fibrato vettoriale E e dalla sua presentazione.
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to certain rational varieties. Journal of Algebra 319, (2008), 1913-1931
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Rita Pardini: Curve su superfici irregolari
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Sunto. Sia S una superficie complessa (minimale, liscia e proiettiva) di tipo
generale che non ha “fasci irrazionali di genere > 1”, cioè che non ammette morfismi
a fibre connesse S → B con B curva di genere b > 1. Se S ha irregolarità q(S) :=
h0(Ω1

S) > 1 e non ha fasci irregolari, l’applicazione di Albanese a : S → Alb(S) ha
fibra generica finita, cioè S ha dimensione di Albanese massima. Le superfici con
queste proprietà sono ancora poco comprese.

Studiamo il problema dell’esistenza di curve di genere aritmetico “basso”, cioè
compreso tra q e 2q − 2, su tali superfici. Mostriamo che l’esistenza di una curva
(divisore effettivo 1-connesso) di genere q con autointersezione positiva caratterizza
i prodotti e i prodotti simmetrici. Più in generale, otteniamo restrizioni sull’au-
tointersezione delle curve di genere basso, usando risultati di tipo Brill-Noether per
curve irriducibili su superfici irregolari senza fasci irrazionali.

Bibliografia

[1] M. Mendes Lopes, R. Pardini and G.P. Pirola, A characterization of the sym-
metric square of a curve, International Mathematics Research Notices (2011).
doi: 10.1093/imrn/rnr025 arXiv:1008.1790

[2] M. Mendes Lopes, R. Pardini, The geography of irregular surfaces, to ap-
pear in the M.S.R.I. volume “Current developments in algebraic geometry”.
arXiv:0909.5195

1Lavoro svolto nell’ambito di PRIN 2008 “Geometria delle varietà algebriche e dei loro spazi
di moduli”



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 911

Roberto Pignatelli: Deformazioni di Burniat terziarie
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Sunto. Nel 1966 P. Burniat ([2]) costruisce superfici di tipo generale di ge-
nere geometrico nullo come rivestimenti del piano. Tra esse sono particolarmente
interessanti le superficie terziarie, quelle con K2

S = 3; la teoria delle deformazioni
predice la loro deformabilità a superficie diverse, rimaste misteriose per oltre 50
anni.

Per costruirle, in [3], abbiamo utilizzato le unprojections; il risultato è il
seguente.

Si consideri (P1
C)4 con coordinate tjk, j ∈ {0 . . . 3}, k ∈ {0, 1}, l’ipersuperficie

Z1 := {t01t10t20t30 + t00t11t21t31 = 0} nel sistema lineare |O(P1
C)4(1, 1, 1, 1)|, e il

gruppo G̃ (di ordine 16) di automorfismi di (P1
C)4 generato da

jk = 00 01 10 11 20 21 30 31

A1(tjk) = t10

√
−1 · t11 t00

√
−1 · t01 t31 −

√
−1 · t30 t21

√
−1 · t20

A2(tjk) = t20

√
−1 · t21 t31

√
−1 · t30 t00

√
−1 · t01 t11 −

√
−1 · t10

A3(tjk) = t30

√
−1 · t31 t21 −

√
−1 · t20 t11

√
−1 · t10 t00

√
−1 · t01

Teorema (Neves, Pignatelli). Sia Z2 ∈ |O(P1
C)4(2, 2, 2, 2)|G̃ generica.

Allora G̃ agisce liberamente su Z1 ∩ Z2 e la proiezione sul quoziente X :=
(Z1 ∩ Z2)/G̃ è il rivestimento universale del modello canonico di una superficie di
tipo generale con pg(S) = 0 e K2

S = 3.
Le superfici X ottenute formano una famiglia 4-dimensionale nello spazio dei

moduli delle superfici di tipo generale contenenti le superfici di Burniat terziarie.

Indipendentemente Bauer e Catanese ([1]) hanno costruito un’altra famiglia di
dimensione 4, contenente le Burniat terziarie, densa ma non chiusa in una compo-
nente irriducibile dello spazio dei moduli. Ne segue che la famiglia del Teorema vi
è densa. Il possesso di un pencil è una proprietà chiusa per cui parrebbe plausibile
che il rivestimento universale di ogni degenerazione si immerga in (P1)4, da cui
seguirebbe

Congettura. La famiglia del Teorema 1 copre un’intera componente
irriducibile dello spazio dei moduli delle superficie di tipo generale.
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Paolo Stellari: Funtori di Fourier-Mukai: esistenza
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Sunto. In un articolo del 1981, Mukai ha mostrato che, data una varietà abe-
liana A e la sua duale Â, il fibrato di Poincaré P induce un’equivalenza ΦP tra le
categorie derivate Db(A) e Db(Â). In particolare, per ogni F ∈ Db(A), abbiamo

ΦP(F) := p∗(P ⊗ q∗(F)),

dove p e q sono le proiezioni da A × Â su, rispettivamente, Â e A e tutti i funtori
sono derivati.

Più in generale, date due varietà proiettive lisce X e Y , un funtore esatto
F : Db(X)→ Db(Y ) è detto di Fourier–Mukai se esiste un isomorfismo

F ∼= ΦE(−) := p∗(E ⊗ q∗(−)),

dove E ∈ Db(X × Y ), p e q sono le proiezioni e, come prima, tutti i funtori sono
derivati. L’oggetto E è detto nucleo di Fourier–Mukai.

In questo seminario, dopo aver ricordato quali sono i contesti geometrici in
cui tali funtori appaiono, ci occuperemo di mettere in evidenza due loro naturali
applicazioni:

(1) Le loro azioni sui gruppi di coomologia singolare e di Hochschild (Căldă-
raru, Macrì–Stellari, Markarian e Orlov). Da questo segue la loro utilità
per la descrizione dei gruppi di autoequivalenze.

(2) Il loro comportamento rispetto alle deformazioni (ad esempio Lowen–van
den Bergh e Toda).

Ci occuperemo poi di studiare sotto quali iportesi un funtore esatto sia di
Fourier–Mukai. Esporremo i risultati fondamentali di Orlov ed enunceremo i ri-
sultati più generali disponibili in questa direzione (lavoro in collaborazione con
A. Canonaco). Come osservazione collegata a questo circolo di idee, mostrere-
mo che, sotto naturali ipotesi, un funtore pieno esatto è anche fedele (e quindi di
Fourier–Mukai). Quest’ultimo è un lavoro in collaborazione con A. Canonaco e D.
Orlov.
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Elisa Tenni: Il Teorema di Clifford per curve Gorenstein
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Sunto. In questo seminario discuterò un lavoro in collaborazione con M. Fran-
ciosi riguardante una generalizzazione del Teorema di Clifford. Il risultato riguarda
curve Gorenstein, ridotte o contenute in una superficie liscia, il cui canonico è am-
pio. Abbiamo verificato che vale una disuguaglianza di tipo Clifford per i fasci della
forma ISωC , dove IS è l’ideale di un sottoschema 0-dimensionale S contenuto in
un divisore canonico, sotto ipotesi generali riguardanti il sottoschema S o la curva
stessa.

Più precisamente vale la disuguaglianza

h0(C, ISωC) ≤ pa(C)− degS

2

quando S è un divisore di Cartier, oppure quando il sistema lineare |ISKC | ⊂ |KC |
non ha come punti base singolarità di Cred, oppure ancora quando Cred è 4-connessa.
Inoltre l’uguaglianza può valere solo se il divisore canonico KC non è molto ampio,
oppure nei casi banali S = 0 o S = KC .

Mosterò inoltre esempi che mostrano come la disuguaglianza può essere falsa se
non sono verificate le ipotesi persino nel caso di curve con canonico molto ampio.

1Lavoro svolto nell’ambito del progetto MIUR PRIN 2008 “Geometria delle varietà algebriche
e dei loro spazi di moduli”.
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Sunto. Sia data Z una varietà complessa proiettiva liscia e di tipo generale.
Allora, per definizione, se n è un intero positivo abbastanza grande, la mappa
razionale indotta dal sistema n-canonico, |nKZ |, è birazionale. È, quindi, lecito
cercare di trovare un limite effettivo per tale intero.

Sotto l’ulteriore ipotesi che Z abbia dimensione di Albanese massima, questo
studio ha portato risultati sorprendenti, in quanto si è trovato un intero n0 indi-
pendente anche dalla dimensione di Z. Ad esempio Chen e Hacon in [1] hanno
dimostrato che la mappa esacanonica ϕ|6KZ | è sempre birazionale, mentre Jiang in
[2], usando idee di Pareschi e Popa (cfr. [3]), ha visto come la mappa pentacanonica
sia birazionale. Il risultato più importante che abbiamo ottenuto in quest’ambito,
usando anche noi la teoria dell’ M -regolarità di Pareschi-Popa, è il seguente:

Teorema. Sia Z una varietà complessa proiettiva di tipo generale e di-
mensione di Albanese massima. Allora la mappa tetracanonica ϕ|4KZ | è sempre
birazionale.

L’idea alla base della dimostrzione consiste nel mostrare che i divisori Dα+Dα∨ ,
con α ∈ Pic0(Z), Dα ∈ |ω⊗2

Z ⊗α| e Dα∨ ∈ |ω⊗2
Z ⊗α∨| separano i punti in un aperto

di Z. Il cardine della dimostrazione è che, per ogni α ∈ Pic0(Z), le sezioni di
ω⊗2
Z ⊗ α per il punto generico di Z hanno buone proprietà di generazione, e ciò è

ottenuto mediante tecniche diM -regolarità introdotte da Pareschi-Popa [3] insieme
con un teorema di Chen-Hacon [1] sulla geometria del luogo di svanimento generico
V 0(ωZ).
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1Lavoro svolto nell’ambito del dottorato di ricerca in matematica
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Francesca Vetro: Componenti Irriducibili di Spazi di Hurwitz
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Sunto. Gli spazi di Hurwitz parametrizzano classi di equivalenza di rivesti-
menti ramificati di curve proiettive complesse non singolari e, di conseguenza, in-
tervengono in modo naturale nello studio delle curve algebriche. La determinazione
delle componenti irriducibili di spazi di Hurwitz è un problema classico in geometria
algebrica ed è stato affrontato per la prima volta alla fine dell’ottocento da Hurwi-
tz stesso. Da allora diversi matematici si sono dedicati allo studio di tali spazi e
nell’ultimo trentennio molti fra questi hanno sottolineato come la determinazione
delle componenti irriducibli di spazi di Hurwitz sia di aiuto nello studio delle varietà
abeliane e delle curve modulari. Lo studio dell’irriducibilità di spazi di Hurwitz è,
inoltre, legato, al problema Inverso di Galois. Tutto ciò ha dato nuova linfa alla
ricerca in questo ambito portando, ad esempio, alle generalizzazioni del risultato
di Hurwitz ottenute da Natanzon, Kluitmann, Wajnryb, Kanev, Biggers e Fried,
Vetro.

L’obiettivo del mio intervento è quello di descrivere il problema della determina-
zione delle componenti irriducibili di spazi di Hurwitz evidenziandone un approccio
risolutivo. Mi propongo, inoltre, di delineare una breve panoramica dei risultati
ottenuti negli ultimi anni, soffermandomi su quelli relativi a rivestimenti di curve
con fibre speciali. In tal modo, cercherò di evidenziare, non solo quanto altro ancora
si possa fare ma, anche, come risultati di questo tipo siano interessanti in quanto
forniscono una classificazione topologica dei rivestimenti presi in esame.
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Alessandro Andretta: La complessità del Teorema di Densità di
Lebesgue
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Sunto. Il teorema di densità di Lebesgue per lo spazio di Cantor afferma che
ogni insieme misurabile A ⊆ ω2 differisce per un insieme di misura nulla da

Φ(A) = {x ∈ ω2 | lim
n

2nµ(A ∩Nx�n) = 1}

l’insieme dei punti che hanno densità 1 in A, dove N s = {x ∈ ω2 | s ⊆ x} è l’intorno
di base determinato dalla stringa s. È noto che Φ(A) è Π0

3 (vale a dire: F σδ), quindi
risulta definita una mappa Φ̂ : MALG → Π0

3, dove MALG è l’algebra di misura,
cioè il quoviente della σ-algebra dei Boreliani modulo gli insiemi di misura nulla.

Teorema 16. Φ̂ è Boreliana nei codici.

Definizione. A,B ⊆ ω2 sono Wadge-equivalenti, in simboli A ≡W B se uno
è la contro-immagine continua dell’altro.

Teorema 17. Per ogni A ⊆ ω2 l’insieme dei B tali che Φ(B) ≡W A è denso
in MALG.

Come conseguenza si ottiene un pre-well-ordering naturale su MALG di tipo
d’ordine ωω1

1 + 1.
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Sunto. Scopo di questa comunicazione è presentare alcune applicazioni di
tecniche nonstandard (nel senso di A. Robinson) a C∗–algebre.

È noto che ogni ultraprodotto di C∗–algebre è ottenibile mediante la costru-
zione di inviluppo nonstandard, a partire da qualche C∗–algebra interna. Studia-
re proprietà di inviluppi nonstandard corrisponde quindi a studiare proprietà di
ultraprodotti.

Nella prima parte di questa comunicazione ricordo la definizione di ultrapro-
dotto di una famiglia di C∗–algebre. Descrivo poi brevemente il contesto in cui gli
inviluppi nonstandard sono definiti.

Nella seconda parte mostro come alcune rilevanti proprietà di C∗–algebre (quali
fattorialità e primitività) e di loro rappresentazioni (quali fedeltà e irriducibilità)
siano preservate e riflesse dalla costruzione di inviluppo nonstandard.

Infine, presento una variante della costruzione di inviluppo nonstandard che,
a partire da un’algebra di von Neumann interna su cui è definita una traccia,
restituisce un’algebra di von Neumann e fornisco una descrizione “di tipo inviluppo”
dei gruppi K0 e K1 associati a un inviluppo nonstandard.
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Sunto. Si dimostra che nello spazio di Cantor 2N ogni grado di Wadge Π0
3

contiene un elemento che è l’insieme dei punti di densità 1 per qualche sottoinsieme
misurabile A ⊆ 2N.
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Sunto. La teoria costruttiva degli insiemi di Aczel-Myhill (CZF), e la teoria
dei tipi di Martin-Löf (CTT) sono i due principali sistemi formali per la matematica
costruttiva nel senso di E. Bishop. A differenza della teoria degli insiemi classica
(ZF), questi sistemi utilizzano la logica intuizionistica (non vale il principio del terzo
escluso) e sono predicativi : nel contesto insiemistico ciò in particolare significa che
la classe dei sottoinsiemi di un insieme non è un insieme (non si ha l’assioma delle
parti), e che l’assioma di separazione è ristretto alle formule limitate (formule in
cui il range dei quantificatori è limitato da un insieme).

I risultati ottenuti in CZF, CTT, oltre a godere di una interpretazione compu-
tazionale, hanno applicazioni nel contesto matematico usuale (non costruttivo): è
noto ad esempio che i teoremi della teoria intuizionistica degli insiemi IZF (che si
ottiene da CZF per aggiunta dell’assioma delle parti e dell’assioma di separazione
usuale), possono essere interpretati in ogni topos di Grothendieck. CZF è conside-
revolmente più debole di IZF; i risultati ottenuti in questo sistema sono dunque
validi in universi categoriali assai più generali dei topos di Grothendieck.

E’ dunque d’interesse, sia sul piano della teoria della dimostrazione, che su
quello della pratica matematica, l’operazione di identificazione dei limiti di questi
sistemi (e di certe loro varianti) attraverso la dimostrazione di risultati di indipen-
denza. Mentre risultati di questa natura relativi ad esempio all’inderivabilità di
un particolare assioma, o schema di assiomi, della teoria degli insiemi, sono stati
e sono ancora studiati, mancano pressoché del tutto risultati di indipendenza da
sistemi come CZF, CTT, relativi ad ambiti della matematica diversi dalla teoria
degli insiemi.

Nell’intervento questo indirizzo di ricerca sarà illustrato in maggiore dettaglio,
e saranno presentati i risultati principali fino ad oggi ottenuti, relativi all’esistenza
della compattificazione di Stone-Čech, e della copertura di Gleason.
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Sunto.

Definizione. Una parte intera di un campo ordinato R è un sottoanello
discreto Z tale che per ogni r ∈ R esiste z ∈ Z con z ≤ r < z + 1.

In [6] Shepherdson ha caratterizzato gli anelli ordinati discreti che sono parti
intere di campi reale chiusi in termini di modelli dell’induzione aperta (sottoteoria
debole dell’aritmetica di Peano). Mourgues e Ressayre hanno dimostrato in [4]

Teorema. Ogni campo reale chiuso ammette una parte intera.

Ressayre, inoltre, ha dimostrato in [5] un analogo risultato per campi reali chiusi
con esponenziale, cioè ha provato l’esistenza di una parte intera stabile rispetto
all’esponenziale.

In collaborazione con Knight, Starchenko, Lange and Kulmann ([1], [2], [3])
sono stati ottenuti risultati sia model teoretici che di complessità algoritmica su
parti intere di campi reali chiusi. In particolare, sono stati caratterizzati quei campi
reali chiusi che ammettono parti intere che sono modelli dell’Aritmetica di Peano.
E’ stata, inoltre, approfondita la relazione, già individuata da Wilkie, che sussiste
tra parti intere di campi reali chiusi e Z-anelli, anelli in cui può essere effettuata la
divisione euclidea relativamente a divisori in N. E’ stata ottenuta una stima sulla
complessità computazionale per la costruzione di una parte intera esponenziale di
un campo reale chiuso esponenziale.
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Sunto. La densità di Banach BD(A) per insiemi A ⊆ Z è spesso usa-
ta come naturale “raffinamento” della densità asintotica superiore d(A) =
lim supn |A ∩ [1, n]|/n:

BD(A) = lim
n→∞

max
k∈N

|A ∩ [k, k + n)|
n

.

Chiaramente BD(A) ≥ d(A), ed anzi può accadere che d(A) = 0 ma BD(A) = 1.
Se BD(A) = 1 o, equivalentemente, se A include intervalli arbitrariamente lunghi, A
si dice spesso. L’insieme A si dice sindetico se ha “buchi limitati”, cioè se esiste n tale
che A∩ [x, x+n) 6= ∅ per ogni x. A si dice sindetico a tratti se è l’intersezione di un
insieme sindetico con un insieme spesso. Notiamo che A è sindetico a tratti se e solo
se un’unione finita di sue traslazioni

⋃
x∈F x+ A è spessa; inoltre necessariamente

BD(A) > 0. Per contro, esistono insiemi con densità di Banach arbitrariamente
vicina a 1 che non sono sindetici a tratti.

Con l’analisi nonstandard, R. Jin [3] ha dimostrato che l’insieme somma A +
B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B} è sindetico a tratti quando A e B hanno densità di
Banach positiva. Diversi studi successivi hanno cercato di rafforzare questo risultato
e di trovarne dimostrazioni alternative (cf. ad esempio [1,2]). È però rimasto aperto
il problema posto da Jin stesso sulla quantità di traslazioni necessarie affinché A+B
copra un insieme spesso. Usando i metodi dell’analisi nonstandard ho ottenuto il
seguente risultato (la dimostrazione usa argomenti diversi rispetto a quelli di Jin
ed è molto più breve).

Teorema. Supponiamo che A,B ⊆ Z abbiano densità di Banach positiva.
Allora per ogni insieme infinito X ⊆ Z esistono ξ1, . . . , ξm ∈ X tali che

(1) m ≤
⌊

1
BD(A)·BD(B)

⌋
(2) Per ogni F ⊂ X finito, esiste una traslazione n+ F ⊂

⋃m
i=1 ξi +A+B.

Prendendo come X un insieme spesso qualunque, si deduce il seguente

Corollario. Se k è un naturale con 1/k ≤ BD(A) · BD(B), allora A + B è
k-sindetico a tratti, cioè F +A+B è spesso per un opportuno |F | = k.
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Sunto. La teoria dei grandi cardinali è al momento la via più seguita (e più
promettente) per il trattamento di ipotesi la cui consistenza va al di là della comune
Teoria degli Insiemi. Nata del 1908, ha subito una brusca accelerazione dagli anni
Cinquanta, e ora ha una complessa ed articolata struttura. Ciò che rende interes-
sante questa teoria è il fatto che le ipotesi che la compongono, provenienti dalle più
svariate correnti della Teoria degli Insiemi e anche al di fuori di essa, formano un’e-
legante struttura lineare, in cui un’ipotesi è ad un livello più alto di un’altra se la
consistenza della prima implica la consistenza della seconda. Inaspettatamente, la
gran parte delle ipotesi sorte dai diversi campi della matematica ha un equivalente
all’interno di questa teoria.

Un’area affascinante della teoria dei grandi cardinali è il suo livello più alto,
composto da ipotesi così forti che non hanno ancora trovato un equivalente in mate-
matica. La consistenza delle più forti fra esse è tuttora sotto analisi. Recentemente
Woodin ha creato una nuova sequenza di tali ipotesi, che si situa al di sopra di ogni
altra, la cui giustificazione è duplice: creare un sistema di riferimento che possa
misurare con certezza il confine oltre il quale le ipotesi sono troppo forti per essere
consistenti, e generalizzare in maniera naturale ipotesi già esistenti. Oltre all’indub-
bio valore per una ricerca generale sui grandi cardinali e sulla verità in matematica,
questa sequenza crea una struttura di immersioni elementari interessante per se, in
cui testare anomalie o estendere concetti già conosciuti in nuovi modi.

La mia ricerca si concentra sulle proprietà di queste immersioni elementari.
Una in particolare, chiamata properness, si è rivelata così comune da far sorgere
il dubbio che ogni immersione elementare la possedesse. Negli articoli [1] e [2] si
dimostra invece l’esistenza di immersioni elementari non proprie, e si sottolinea il
fatto che per un’immersione elementare l’essere propria o meno può non dipendere
dal suo dominio. Viene presentato inoltre un modello la cui ricchezza lo rende
privilegiato nella ricerca di esempi di diverse congetture.
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Sunto. In letteratura esistono numerose rappresentazioni delle MV-algebre
tramite fasci. Nel nostro lavoro siamo partiti dalla rappresentazione di Filipoiu
e Georgescu (1995) in cui il fascio ha come spazio base lo spettro degli ideali massi-
mali (che con la topologia di Zariski è compatto e di Hausdorff) della MV-algebra
rappresentata e come stalk MV-algebre locali. Tale rappresentazione fornisce un’e-
quivalenza categoriale tra le MV-algebre e speciali oggetti geometrici detti spazi
MV-algebrici, coppie (X,F ) dove X è uno spazio topologico e F è un fascio di MV-
algebre. Diremo che uno spazio MV-algebrico è separante se per ogni chiuso D di
X e ogni elemento x /∈ D esiste una sezione globale σ tale che σ(x) = 1 e σ|D = 0.
In particolare la categoria delle MV-algebre è equivalente alla categoria degli spazi
MV-algebrici T2 compatti (spazio base compatto di Hausdorff), separanti e locali
(a stalk locali). A partire da questa rappresentazione e facendo variare di volta in
volta gli stalk in speciali classi di MV-algebre abbiamo ottenuto i seguenti risul-
tati: la categoria delle MV-algebre divisibili è equivalente alla categoria degli spazi
MV-algebrici T2, compatti, separanti, locali e divisibili (a stalk MV-algebre divisi-
bili). La categoria delle MV-algebre regolari è equivalente alla categoria degli spazi
MV-algebrici di Stone (spazio base booleano) separanti e totalmente ordinati (a stalk
MV-catene). La categoria delle MV-algebre algebricamente chiuse è equivalente alla
categoria degli spazi MV-algebrici di Stone separanti, totalmente ordinati e divisi-
bili. Infine, scegliendo come stalk MV-algebre con radicale retrattivo si ottiene: la
categoria delle MV-algebre con radicale retrattivo è equivalente alla categoria degli
spazi MV-algebrici T2, compatti, separanti, locali con radicale retrattivo. Questo
risultato ci permette di caratterizzare completamente le MV-algebre con radicale
retrattivo. Infatti in [2] le MV-algebre locali con radicale retrattivo sono state ca-
ratterizzate come prodotto lessicografico di un sottogruppo dei reali con un l-gruppo
abeliano.
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Sunto. Sia R un’espansione del prim’ordine del campo dei numeri reali.

Teorema 18. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(1) R è “i-minimale”: cioè, ogni sottoinsieme definible di R con parte interna

vuota è mai denso;
(2) ogni sottoinsieme definible di R con parte interna vuota ha misura di

Lebesgue 0;
(3) ogni sottoinsieme definible di R con parte interna vuota ha dimensione di

Hausdorff 0.
Inoltre, se R è i-minimale e X ⊆ Rn è definibile e non vuoto, allora la dimensione
di Hausdorff di X è uguale alla dimensione “geometrica” di X, cioè al più grande
intero d tale che esiste una proiezione ortogonale π da Rn ad uno spazio coordinato
d-dimensionale tale che π(X) ha parte interna non vuota.

Una nozione più generale di “i-minimale” è “moderato”: R è moderato se, per
ogni sottoinsieme discreto definibileD di Rn ed ogni funzione definibile f : D → Rn,
f(D) è mai denso.

Teorema (P. Hieronymi). O R è moderato, oppure definisce l’insieme dei
numeri naturali.

Teorema 19. Sia R moderato. Sia C ⊆ Rn chiuso e definibile, e sia F :=
π(C), dove π : Rn → Rm è una funzione continua e definibile. Allora, la dimensione
di Hausdorff di F è uguale alla sua dimensione geometrica.

Teorema 20. Sia R moderato. Sia f : Rn → Rm una funzione definibile e
continua. Allora, f è C1 fuori da un insieme mai denso definibile.
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Sunto. Una nozione naturale di grandezza per le collezioni (“numerosità”) do-
vrebbe rispettare le cinque “nozioni comuni” (κoιναι εννoιαι) di Euclide, con la
somma corrispondente all’unione disgiunta e la relazione d’ordine all’inclusione. In-
dicando la numerosità con n, la seconda e la terza nozione possono essere combinate
in
AP (Principio di Aristotele) n(A) = n(B) ⇐⇒ n(A \B) = n(B \A),
che a sua volta implica la quinta nozione, nella forma
EP (Principio di Euclide) A ⊃ B =⇒ n(A) > n(B).

D’altra parte, interpretando nella quarta nozione εϕαρµoζoντα (“esattamente
sovrapponibili”) come “in corrispondenza biunivoca”, si ottiene
CP (Principio di Cantor) ∃ϕ 1− 1 t.c. ϕ[A] = B =⇒ n(A) = n(B).

Questi principi danno agli insiemi finiti la loro numerosità naturale, ma sono
purtroppo incompatibili per le collezioni infinite.

Escludendo AP e ponendo in CP la doppia implicazione, Cantor ha ottenuto la
sua meravigliosa teoria delle cardinalità, che è compatibile con la forma “debole” di
EP ove A ⊇ B implica n(A) ≥ n(B), e permette anche la confrontabilità
ZP (Principio di Zermelo) n(A) ≤ n(B) ∨ n(A) ≥ n(B);
ma l’aritmetica è assai strana: si ha α+ β = max(α, β), quindi niente sottrazione,
mentre i principi AP ed EP sono malamente falsificati.

V. Benci, M. Di Nasso e M. Forti, restringendo il principio di Cantor CP
ad un’opportuna classe T di “congruenze naturali”, piú fedele al significato di
εϕαρµoζειν,
CPT (Principio di Congruenza) ∃τ ∈ T t.c. τ [A] = B =⇒ n(A) = n(B),
lo hanno reso compatibile con AP, ottenendo così delle numerosità che rispettano
tutte e cinque le nozioni euclidee, costituendo la parte non negativa di un gruppo
ordinato, che può divenire un anello purché nella naturale definizione di prodotto
n(A)·n(B) = n(A×B) si pongano adeguate restrizioni che, a seconda delle differenti
codifiche insiemistiche, evitino i contrasti con il principio di Euclide EP.

Varie proposte tendenti a rafforzare la teoria in senso “Cantor-Zermeliano” sono
state avanzate in una serie di articoli apparsi nell’ultimo decennio (e ancora aperta):
- porre un bicondizionale in CPT, o almeno ottenere l’implicazione inversa di CP;
- rafforzare EP alla naturale definizione n(A) > n(B) ⇐⇒ ∃C n(A) = n(B ∪ C)
senza rinunciare alla linearità dell’ordine data da ZP;
- ottenere la continuità della numerosità rispetto ad approssimazioni normali ;
tali estensioni richiedono ipotesi insiemistiche che vanno oltre ZFC e, seppur
singolarmente consistenti, sono probabilmente irrealizzabili insieme.
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Sunto. In [2] sono presentate la teoria della dimostrazione [1] e una arithme-
tical semantics per alcune logiche paraconsistenti della classe dei C-systems, in-
trodotta da W. A. Carnielli e altri. L’arithmetical semantics interpreta le formule
del linguaggio dei C-systems in enunciati della Logica della Provabilità dell’Arit-
metica classica PA [1]: essa lega la nozione di verità di una formula in un contesto
non standard a quella di dimostrabilità in un ambiente classico. Essa rende vere
un insieme infinito di particolari formule contraddittorie B ∧ ¬B e falsifica esempi
arbitrariamente complessi del principio di non contraddizione ¬(F ∧ ¬F ). Inoltre,
offre modelli per i C-systems, ma può falsificare sia la Logica Classica LK sia la
Logica intuizionista LJ [1]. In tal modo viene dimostrata una forma di comple-
tezza metalogica dell’aritmetical semantics rispetto alla logica paraconsistente dei
C-systems.

Una logica paraconsistente costruttiva U è un sistema a sequenti per il quale vale
l’eliminazione dei tagli [1] e che è essenzialmente caratterizzato da queste proprietà:
1) Le regole di negazione a sinistra di U sono vincolate rispetto al caso classico
e possono essere ottenute tramite una specifica relazione di antisimmetria dalle
corrispondenti regole di negazione a destra di un sistema pseudo-intuizionista V,
assunto a riferimento per U. Un sistema V è pseudo-intuizionista se ammette
l’eliminazione dei tagli e se le sue regole di negazione a destra sono vincolate rispetto
al caso classico in modo tale che V non dimostra infinite istanze del principio del
terzo escluso B ∨ ¬B e della doppia negazione a sinistra ¬¬B → B.
2) U ammette una arithmetical semantics tale che esiste un modello aritmetico
〈N,PA, ϕ〉 di U nel quale per una infinità numerabile di formule non atomicheB va-
le ϕ(¬B) ≡ ¬PrPA(ϕ(B)), ossia la negazione è interpretata tramite una condizione
di non dimostrabilità nell’Aritmetica classica PA.

In [2] si dimostra che la logica paraconsistente CI è costruttiva. In questa
comunicazione si approfondisce la nozione di paraconsistenza costruttiva, si esami-
nano le condizioni di costruttività dell’Aritmetica paraconsistente PACI basata su
CI, e si esplora il significato che possono assumere in teoria della dimostrazione
le contraddizioni costruttive, ossia le contraddizioni A ∧ ¬A la cui intepretazione
nell’aritmetical semantics è una formula vera nel modello standard N di PA.
Bibliografia
[1] S.R. Buss (Ed.), Handbook of Proof Theory, Elsevier, Amsterdam, 1998.
[2] P. Gentilini, ‘Proof Theory and Mathematical Meaning of Paraconsistent C-

Systems’, in corso di st. in J. Appl. Logic. Preprint in http://www.gentilini.ge.it
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Sonia L’Innocente: Algebre di Lie e Algebre Quantizzate: il ruolo
dell’esponenziazione
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Sunto. L’interesse per l’esponenziazione non coinvolge solamente le strutture
standard del campo R dei numeri reali o il campo C dei complessi ma si estende
anche a contesti piu ù ampi, come ad esempio alle algebre di Lie, e più in generale
alle algebre di Hopf. Si illustrano, mediante tecniche di Teoria dei Modelli, possibili
esponenziazioni su due interessanti algebre di Hopf. [2] confronta alcune mappe
esponenziali definite sull’algebra universale di inviluppo U dell’algebra di Lie sl2(C)
delle matrici 2x2 a traccia nulla a valori nel campo C dei numeri complessi, usando
la teoria delle rappresentazioni di U di dimensione finita.

Questo tipo di analisi può essere esteso in modo naturale al contesto delle
algebre quantizzate. Di recente, queste interessanti strutture algebriche sono state
studiate anche da un punto di vista model teoretico, ad esempio dai lavori [4] e [1].
Si vuole, quindi, introdurre in [3] alcune esponenziazioni sull’agebra Uq(sl2(C)),
che può essere presentata come la versione quantizzata di U , dove il parametro di
deformazione q è in C − {0}, con q2 6= 1. Vengono analizzati due casi distinti, a
seconda che il parametro q sia oppure no radice dell’unità.

Un altro aspetto da esaminare riguarda la connessione tra l’esponenziazioni e i
gruppi di Lie con la funzione logaritmica, definita come funzione inversa dell’espo-
nenziale. Infatti uno dei maggiori ostacoli per un’analisi sistematica al primo ordine
dei gruppi di Lie risiede proprio nella natura non esplicita delle regioni logaritmi-
che, cioè nei domini naturali della funzione logaritmica. Saranno trattate questioni
di decidibilità per le strutture che espandano alcuni gruppi di Lie in esame con le
relative funzioni logaritmiche.

Bibliografia

[1] I. Herzog, S. L’Innocente: “The nonstandard quantum plane”, Annals of Pure
and Applied Logic 156, 2008, 78-85.
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Maria Emilia Maietti: Fondazione a più livelli per la matematica
costruttiva

Maria Emilia Maietti1
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Giovanni Sambin
Dipartimento di Matematica Pura e Applicata, Università di Padova

Sunto. Le dimostrazioni in matematica costruttiva si distinguono da quelle in
matematica classica per il fatto di contenere in sè tutte le informazioni necessarie a
computare i testimoni delle affermazioni esistenziali che vengono via via dimostrate.

Questo ha portato in [3] a proporre la nozione di sistema formale a due livelli
per fondare la matematica costruttiva. Un suo esempio è contenuto in [4]. I due
livelli sono dati da una teoria estensionale in cui formalizzare le dimostrazioni dei
teoremi matematici, e da un livello intensionale che funge da linguaggio di pro-
grammazione all’interno del quale rappresentare le dimostrazioni come programmi.
Il livello estensionale si interpreta in quello intensionale per mezzo di un teorema
di coerenza in un opportuno modello di quozienti costruito sul livello intensionale.

In questo intervento arricchiamo il sistema in [4] di due ulteriori livelli:
(1) un modello della realizzabilità per il livello intensionale in cui estrarre gli

algoritmi che computano i testimoni delle affermazioni esistenziali.
(2) una teoria algebrica che generalizza il livello estensionale in [4] e che uti-

lizza la nozione di “overlap algebra” introdotta in [5] (vedi anche [1],[2])
per fornire una dimostrazione costruttiva del teorema di rappresentazione
di Linderbaum-Tarski sulle algebre di Boole complete e atomiche.

Bibliografia
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1Lavoro svolto nell’ambito del progetto nazionale MCTAFI
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Ruggero Pagnan: Fibrazioni concrete
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Sunto. Una categoria concreta è una categoria per la quale esiste un funtore
fedele da essa verso la categoria degli insiemi e delle funzioni, Sets. Sono esempi
di categorie concrete tutte le categorie di insiemi con struttura e omomorfismi tra
essi, nonché la categoria Sets stessa. Per questa ragione, una categoria concreta è
tipicamente concepita come una categoria di insiemi strutturati in modo non spe-
cificato e funzioni tra essi che conservano tale struttura, e lo studio delle proprietà
di tali categorie come un possibile approccio ad una teoria generale delle strutture.
D’altra parte, la sostituzione della categoria Sets con una qualsiasi categoria C de-
termina una relativizzazione e generalizzazione della nozione di categoria concreta
le cui proprietà è interessante studiare in dipendenza dalle proprietà di C. Infine, è
importante sottolineare l’utilizzo delle categorie concrete nella modellizzazione dei
linguaggi del prim’ordine infinitari, si veda [1]. Quanto sommariamente descritto
pone in luce come la teoria delle categorie concrete sia una teoria delle strutture
che dipende dalla scelta di una categoria “base” ed è interessantemente connessa
con l’ambito logico-matematico.

È ben noto come la teoria delle fibrazioni, o categorie fibrate, si veda [2], in-
corpori anch’essa tutti questi aspetti. Una fibrazione è una categoria di strutture
“sopra” una categoria di base e allo stesso tempo un modello di logica sopra una
teoria di tipi, particolarmente se è un preordine. Le trasposizione delle nozioni
categoriali e dei relativi risultati dall’ambito della ordinaria teoria delle categorie
all’ambito della teoria delle fibrazioni è non banale e spesso avviene in maniera sor-
prendente. In particolare, e per quanto ci è dato sapere, non esiste alcuna nozione
di fibrazione concreta. Lo scopo di questo intervento è quello di presentare una
formulazione di tale nozione, mostrare come essa estenda quella ordinaria più sopra
descritta e produrre esempi di fibrazioni concrete.

Bibliografia

[1] J. Rosický: “Concrete categories and infinitary languages”, Journal of Pure and
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Giuseppe Rosolini: Quozienti, stack e iperdottrine
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Maria Emilia Maietti
Dipartimento di Matematica Pura e Applicata, Università di Padova

Sunto. Applicando strumenti e tecniche sviluppate in logica categoriale, si
fornisce una descrizione astratta di modelli di matematica costruttiva basati sulla
teoria dei tipi intensionale come presentata in [3]. Il concetto chiave che viene
utilizzato è quello di Lawvere existential elementary hyperdoctrine [2]; per queste
si descrive una nozione generale di completamento per quozienti. Tale nozione
risulta essere la soluzione di un problema universale e fornisce molti esempi noti in
letteratura, quali il completamento esatto di una categoria con limiti finiti deboli
così come quelli trattati in [1] e molti esempi importanti sviluppati nella teoria dei
tipi, si veda [4].

Bibliografia
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Sunto. La comunicazione riguarda una ricerca in collaborazione con G. Pu-
ninski (Mosca) sugli anelli alla Dedekind (Dedekind-like). Questa classe di anelli
comprende vari esempi familiari, come gli anelli gruppali Z[G] dove Z denota il
dominio di integrità degli interi e G è un gruppo ciclico finito di ordine libero da
quadrati. Uno studio intensivo della classe è stato condotto da Klingler e Levy. In
particolare [2] e [3] trattano il caso locale.

E’ poi da segnalare l’attenzione riservata in vari lavori, come [1], [4] e [5], a certi
moduli proiettivi su ordini su domini di Dedekind chiamati reticoli generalizzati.
Questi articoli cercano anche di stabilire quando un reticolo generalizzato su un
ordine è una somma diretta di reticoli ordinari - cioè finitamente generati.

Il nostro lavoro propone una nozione di reticolo generalizzato su un anello locale
alla Dedekind Λ. Si tratta di un addendo diretto di una somma diretta di un numero
arbitrario - eventualmente infinito - di copie di Λ ⊕ Γ dove Γ denota la chiusura
integrale di Λ nel suo anello totale dei quozienti, e Λ e Γ sono visti come moduli
sull’anello Λ. In questa prospettiva i reticoli (finitamente generati) possono essere
considerati come addendi diretti di somme dirette di un numero finito di copie di
Λ⊕ Γ.

Il nostro interesse principale è classificare gli anelli Λ per cui ogni reticolo
generalizzato è una somma diretta di reticoli. Ma confrontiamo anche le teorie del
primo ordine dei reticoli generalizzati e dei reticoli (finitamente generati) su Λ.

Bibliografia
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Jung Kyu Canci: Buona riduzione per endomorfismi di P1
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Sunto. Sia K un campo di numeri, v una valutazione non archimedea di K.
Dato Φ un endomorfismo della retta proiettiva definito su K, diciamo che Φ ha
buona riduzione semplice in v se la mappa Φv, la riduzione modulo v di Φ, ha lo
stesso grado di Φ. Supponiamo ora che v sia stata estesa alla chiusura algebrica Q.
Si dice che Φ ha buona riduzione critica in v se per ogni coppia di punti distinti
in P1(Q) di ramificazione per Φ anche le loro riduzioni modulo v sono distinte e
se lo stesso vale anche per coppie di punti distinti dell’immagine di ramificazione.
Entrambe queste nozioni sono in relazione con la buona riduzione per curve ellitti-
che. Si veda per esempio la dimostrazione del teorema di Shafarevich, sulle classi
di curve ellitiche, ottenuta da Szpiro e Tucker.

La buona riduzione critica non sempre si comporta bene per iterazione dell’en-
domorfismo. Quindi la dinamica ad esso associata potrebbe risultare di difficile
studio. Invece la nozione di buona riduzione semplice si preserva per iterazione
della mappa. Presenterò un risultato ottenuto in collaborazione con Peruginelli e
Tossici che afferma che se Φ ha buona riduzione critica in v e la sua riduzione Φv
modulo v è separabile, allora Φ ha buona riduzione semplice in v. Il nostro risultato
è legato a dei lavori di Fulton, Beckmann e Zannier e ci permette di dimostrare un
caso particolare della Uniform Boundedness Conjecture sui punti K razionali di
endomorfismi di P1.
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Sara Checcoli: Campi di numeri algebrici con gradi locali limitati
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Sunto. Verranno presentati i risultati ottenuti in [1] e [2] in cui si dà una
caratterizzazione dei campi di numeri algebrici con i gradi locali uniformemente
limitati.

In particolare si dimostra che per una estensione algebrica infinita di Galois
K/Q sono equivalenti le seguenti proprietà: K ha i gradi locali uniformemente
limitati a tutti i primi; K ha i gradi locali uniformemente limitati a quasi tutti i
primi; il gruppo di Galois Gal(K/Q) ha esponente finito.

La dimostrazione di questo risultato ha interessanti collegamenti con il lavoro
di Zelmanov sul problema ristretto di Burnside. Si dà una formula per calcolare
esplicitamente dei bound per i gradi locali di una estensione infinita in alcuni casi
particolari.

La limitatezza dei gradi locali viene poi messa in relazione con altre due pro-
prietà: essere un sottocampo di Q(d), che è definito come il composito nella chiusura
algebrcia di Q di tutti i campi di numeri di grado al più d su Q; essere generabile da
elementi di grado uniformemente limitato. Si dimostra che tali proprietà sono equi-
valenti per estensioni abeliane, ma non in generale; vengono costruiti controesempi
utilizzando i gruppi extraspeciali e loro moduli irriducibili.

Bibliografia
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del Crivello Largo
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Sunto. Il metodo della Dispersione e del Crivello Largo hanno entrambi la
loro origine nel lavoro del matematico russo Yuri V. Linnik. Daremo una breve
panoramica su come un approccio elementare ai due metodi, basato solo su sviluppi
di Fourier finiti (discrete Fourier transforms) e relative proprietà, dà risultati non
banali per la distribuzione di funzioni aritmetiche in quasi tutti gli intervalli corti.

Diciamo che una proprietà (tipicamente, una stima asintotica o una maggiora-
zione) è vera per quasi tutti gli intervalli corti [x, x+h] se vale ∀x ∈ [N, 2N ] tranne
un insieme “eccezionale” con al più o(N) valori, per N →∞, ed [x, x+ h] è corto
se h = o(x) quando x→∞ (con h→∞ per evitare banalità).

Le funzioni aritmetiche per le quali abbiamo ottenuto risultati non banali in
quasi tutti gli intervalli corti sono la funzione divisori, v. C-Salerno Acta Arithme-
tica (2004), insieme a funzioni ad essa collegate; ad esempio, le funzioni somme di
divisori, v. Integers (2004), altre funzioni aritmetiche ancora più generali, v. Jour-
nal of Combinatorics and Number Theory (2010) e le funzioni divisori localizzati in
ranges fissati, v. International Journal of Pure and Applied Mathematics (2010).

1Ringrazio i colleghi italiani per la collaborazione.
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Sunto. Sia Λ la funzione di von Mangoldt e sia R(n) =
∑
h+k=n Λ(h)Λ(k) la

funzione che conta il numero di rappresentazioni pesate di un intero come somma
di due primi. Sia inoltre N un parametro sufficientemente grande e si assuma la
validità dell’Ipotesi di Riemann. In un recente articolo [2] in collaborazione con A.
Zaccagnini (Univ. Parma) abbiamo dimostrato che

N∑
n=1

R(n) =
N2

2
− 2

∑
ρ

Nρ+1

ρ(ρ+ 1)
+O

(
N log3N

)
,

dove ρ = 1/2 + iγ varia sugli zeri non banali della funzione ζ(s) di Riemann.
Tale risultato migliora un recente teorema di Bhowmik e Schlage-Puchta [1]

e rappresenta lo stato dell’arte ottenibile con il metodo del cerchio di Hardy-
Littlewood. Ciò significa che la stima sopra scritta del termine d’errore non può
essere migliorata senza avere più accurate informazioni sulla distribuzione degli zeri
non banali di ζ(s) sulla linea critica. Informazioni del genere seguono, ad esempio,
da opportune formulazioni della Pair-Correlation Conjecture di Montgomery.

Bibliografia
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Sunto. Sia G un gruppo, R un dominio noetheriano e ρ una rappresentazione
di G a valori in GLd(R), per un intero d ≥ 1. Alla rappresentazione ρ si associa
in modo naturale una rappresentazione ρK di G a valori nel campo delle frazioni
K di R. Inoltre, per ogni ideale primo p di R possiamo considerare la proiezione
canonica πp : R � kp := R/p e definire tramite πp la rappresentazione ρp di G a
valori in GL2(kp). Il primo risultato è il seguente:

Teorema. Se ρp è irriducibile per un insieme di ideali primi p con intersezione
nulla, allora ρK è irriducibile.

Sia ora f una newform di peso un intero k ≥ 2 e livello Γ1(N), dove N ≥ 1 è
un intero. Sia Kf il campo di numeri generato (su Q) dai coefficienti di Fourier di
f . Per ogni ideale primo p dell’anello degli interi algebrici Of di Kf consideriamo
la rappresentazione residuale

ρf,p : GQ,S −→ GL2(kf,p)

costruita da Deligne, dove kf,p è il campo residuo di Of in p e GQ,S è il gruppo di
Galois su Q della massima estensione di Q non ramificata al di fuori dell’insieme
finito S di posti che dividono Np∞ (essendo p la caratteristica di kf,p e ∞ l’unico
posto archimedeo di Q). Supponiamo ora che ρf,p sia assolutamente irriducibile
(condizione che esclude solo un numero finito di primi p). Sia infine RSf,p l’anello di
deformazione universale di ρf,p che parametrizza le deformazioni di ρf,p ad anelli
locali completi noetheriani con campo residuo kf,p. Come applicazione del primo
risultato, abbiamo il seguente:

Teorema. Se k > 2, la deformazione universale RSf,p è irriducibile per tutti
i primi p eccetto al più un numero finito. Se k = 2 l’insieme dei primi p tali che
ρuniv
f,p sia irriducibile ha densità 1.

Bibliografia
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Sunto. Per ogni α irrazionale reale, e per ogni A ≤ 2, esistono infinite coppie
di interi (pn, qn) tali che per ogni n si abbia

(37)
∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ < 1

qAn
.

Ciò segue ad esempio dalla teoria delle frazioni continue, o in alternativa dal princi-
pio di Dirichlet. L’estremo superiore dei numeri reali A per i quali esistono infinite
coppie di interi (pn, qn) che verificano la (1) è detto misura d’irrazionalità di α, e
si denota con µ(α).

Tale nozione ammette generalizzazioni in dimensione superiore, e.g. se α non è
né un numero razionale né un irrazionale quadratico si definisce un’analoga misura
di non-quadraticità µ2(α), e nozioni simili possono essere introdotte relativamente
ad un campo di numeri. Proporrò un breve excursus su alcuni recenti risultati
quantitativi d’irrazionalità (risp. non-quadraticità) di logaritmi di numeri razionali
o algebrici. I risultati su campi di numeri diversi dal campo dei razionali sono
otteuti in collaborazione con C.Viola.
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Sunto. Sia U(`, k) il numero di rappresentazioni che l’intero ` ha come somma
di potenze intere di 2: U(`, k) := ]{(n1, . . . , nk) ∈ Nk : ` =

∑
j 2nj}. Si osservi

che in questa espressione sequenze che differiscono per l’ordine sono considerate
distinte; proprio per questo motivo lo studio di U(`, k) non è un tipico problema
di partizione e non è collegato, nonostante l’analogia, con un analogo problema
proposto da Erdös.

Il comportamento di U(`, k) al variare di ` e k è estremamente irregolare. Più
regolare è invece quello di W (σ, k), definito come il massimo tra i valori assunti
da U(`, k) al variare di ` tra gli interi la cui rappresentazione binaria contiene
esattamente σ potenze di 2. In effetti si dimostra cheW (σ, k) è calcolabile a partire
da W (1, k) e quest’ultimo è a sua volta calcolabile in quanto uguale a U(2k, k).

Ramanujan dimostrò che la funzione di partizione p(n) soddisfa notevoli ed
inaspettate proprietà di congruenza. Esse furono in seguito estese ma la loro ge-
neralità e la loro natura sono state chiarite solo recentemente da Ahlgren, Ono e
Mahlburg, ed è risultata collegata ad opportune funzioni modulari da un lato, ed
a un concetto combinatorio noto con il nome di crank dall’altro. Summa di questi
studi è il fatto che per ogni q coprimo con 6 esistono due interi a e b tali che

p(an+ b) = 0 (mod q), ∀n.
Nonostante la successione W (1, k) di per sé non sia collegata a p(n), l’analogia con
il problema sulle partizioni suggerisce di analizzare i valori di W (1, k) modulo un
intero q. In effetti tali relazioni sembrano esistere, e, anzi, esse paiono numerose.
Tre esempi su tutti:

W (1, k) = 1 (mod 2) ∀k ≥ 1,

W (1, k) = (−1)k + 4 (mod 8) ∀k ≥ 3,

W (1, 8mk) = (−(−1)(m−1)/2 + 2 + 4D)m (mod 8m) ∀k, ∀m dispari,

con D = 0 se m = 3, 5 (mod 8), e D = 1 se invece m = 1, 7 (mod 8). E tuttavia la
loro validità è in gran parte non spiegata. In effetti la congruenza modulo 2 può esse-
re dimostrata con un semplice argomento combinatorio ma questo sembra essere un
fatto accidentale: l’unica altra congruenza per la quale possediamo una dimostra-
zione, quella modulo 8, è infatti provata mediante una ‘tortuosa’ argomentazione
non ricollegabile a tecniche combinatorie.
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Sunto. Sia k un campo di numeri e sia A un gruppo algebrico commutativo su
k. Indichiamo conMk l’insieme delle valutazioni v ∈ k e con kv il completamento di
k tramite v. Consideriamo il seguente quesito, noto come Problema di Divisibilità
Locale-Globale.

Problema: Sia P ∈ A(k). Supponiamo che per tutte le v ∈ Mk, tranne al
più un numero finito, esista Dv ∈ A(kv) tale che P = qDv, dove q è un intero
positivo. È possibile concludere che esiste D ∈ A(k) tale che P = qD?

Nel caso in cui A è il gruppo moltiplicativo Gm, una risposta è ben nota. Nel
caso di altri gruppi algebrici, nell’ultimo decennio è stata data un’interpretazione
cohomologica al problema (vedi [1] e [2]). Verranno mostrati i risultati più recenti
ottenuti tramite tale interpretazione cohomologica; in particolare, verrà considerato
il caso in cui A è una curva ellittica E e k = Q ([3], [4], [5] e [6]).
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Sunto. Presentiamo una stima inferiore per l’esponente del gruppo dei punti
razionali di una curva ellittica definita su un campo finito. Risultati precedenti
considerano campi finiti Fqm dove q è fissato oppure m = 1 e q è primo.

In questo lavoro permettiamo sia a q che a m di variare e le nostre stime sono
esplicite e non dipendono dalle curve ellittiche.
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Sunto. Recentemente sono stati classificati i polinomi in una variabile a coef-
ficienti razionali la cui immagine è uguale a quella di un polinomio a coefficienti
interi in più variabili (vedi [3]).

Teorema (P. - Zannier, 2010). Sia f ∈ Q[X] \ Z[X].
Si ha che f(Z) = g(Zm) per un qualche polinomio g ∈ Z[X1, . . . , Xm] se e solo

se f ∈ Z[ sX(r−sX)
2 ] dove s, r sono interi dispari coprimi e s è una potenza di un

numero primo o uguale a 1.

Se la suddetta condizione è soddisfatta risulta inoltre che m può essere scelto
uguale a 1 o 2 e il polinomio g è descritto esplicitamente in termini di f . Possiamo
quindi dire che tali polinomi sono polinomialmente generati su Z dalla famiglia
B(X) = sX(r−sX)

2 , al variare di s, r come sopra. Risultati di parametrizzazione di
valori interi di polinomi sono contenuti in [1] e [2].

Mostreremo che tale problema è legato allo studio dei punti quasi-interi della
curva data dall’equazione f(X) = f(Y ) e alla loro distribuzione sulle componenti
lineari di tale curva.

Più in generale verranno fornite evidenze verso una generalizzazione di tale
risultato ad un campo di numeri K, dove come è ben noto le componenti lineari di
tali curve sono in biezione con un gruppo ciclico finito formato da radici dell’unità
contenute nel campo K.
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Sunto. Questa comunicazione verterà sul problema di Goldbach-Linnik, cioè
di dimostrare che ogni numero intero pari può essere scritto come somma di due
primi e k potenze di 2. Uno dei modi di affrontare questo problema è quello di
studiare la grandezza dell’insieme eccezionale, cioè l’insieme dei numeri pari che
non hanno una rappresentazione come somma di due primi e k potenze di 2. Si può
studiare inoltre in intervalli del tipo [N,N +H], con H = o(N) e N → +∞, detti
intervalli corti. Mettendo insieme questi due aspetti nel mio lavoro ho studiato la
seguente quantità

Ek(N,H) = |{N ≤ n ≤ N +H,n pari : n 6= p1 + p2 + 2ν1 + · · ·+ 2νk}|,
dove p1, p2 sono primi e H è la lunghezza dell’intervallo corto. Detto R′′k(n) il
numero pesato di rappresentazioni di n nella forma voluta e Mk(n) il "termine
principale atteso", si ha il seguente risultato

Teorema. Assumendo GRH, consideriamo k ≥ 1 e poniamo 0 < γ ≤ 1 fissato
e H = Nγ , allora esiste una costante effettivamente calcolabile c(γ) < 1 tale che∑

N≤n≤N+H

Σk(n,N,H)2 ≤ c(γ)2k(c0 + o(1))H1/2N2L2k+5,

dove Σk(n,N,H) = |R′′k(n)−Mk(n) + Fk(n,N,H)|, Fk(n,N,H) = o(NLk) e c0 è
una costante reale positiva. In particolare c(1) = 0.7163435444776661 e c(γ) → 1
quando γ → 0.

Da questo si dimostra che Ek(N,H) ≤ c(γ)2k(c0 + o(1))H1/2L5.
Ricordiamo inoltre che il caso k = 0, corrispondente al problema di Goldbach,

è stato dimostrato da Kaczorowski, Perelli e Pintz.
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Sunto. Nell’articolo [1] ho studiato l’approssimabilità di un numero reale dato
mediante i valori della forma

(38) λ1p1 + λ2p
2
2 + λ3p

2
3 + µ12m1 + . . .+ µs2

ms ,

dove p1, p2, p3 sono numeri primi, m1, . . . ,ms sono interi positivi e i coefficienti λ1,
λ2, λ3 e µ1, . . . , µs sono numeri reali soddisfacenti ad adeguate relazioni.

Nel 2005, W.P. Li e Wang [2] hanno dimostrato che i valori assunti dalla forma
(1) possono approssimare arbitrariamente bene qualsiasi numero reale, prendendo
s ≥ s0 e s0 = s0(λ1, λ2, λ3, µ1, µ2, µ3) è sufficientemente grande.

In [1] miglioriamo il risultato di W.P. Li e Wang, abbassando il valore di s0 di
circa il 90&. Tale miglioramento segue principalmente dall’aver inserito all’interno
del metodo di Davenport-Heilbronn la seguente stima L2 al posto di una in ‖‖∞.

Teorema. Sia X > 0 sufficientemente grande. Definiamo

S(α) =
∑

X/2≤p2≤X

log p e(p2α), e U(α) =
∑

X/2≤n2≤X

e(n2α).

Siano ε > 0 e 1/X ≤ Y ≤ 1/2. Allora esiste una costante effettiva c = c(ε) > 0
tale che ∫ Y

−Y
|S(α)− U(α)|2 dα�ε

log2X

YX
+ exp

(
− c
( logX

log logX

)1/3)
.

uniformemente per 1/X ≤ Y ≤ X−7/12−ε.

Questa è una procedura standard quando si lavora con i primi, ma sembra
essere la prima volta che tale tecnica viene utilizzata in applicazioni che coinvolgono
i quadrati di primi.
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Sunto. Sia C una curva irriducibile definita su un campo di numeri k. La
struttura di C(Q) è nota, dipende dal genere della curva, e in particolare C(Q) è un
insieme finito quando il genere g di C è maggiore di 1. Dal momento che C(Q) è
infinito, è naturale chiedersi cosa accada considerando l’insieme dei punti algebrici
fino a un certo grado fissato, in particolare se questi sono infiniti o meno.

Questo problema è stato affrontato, tra gli altri, da Abramovich e Harris; il
problema analogo relativo ai punti interi di grado 2 è stato affrontato in modo
conclusivo da Corvaja e Zannier applicando il teorema del sottospazio di Schmidt, e
nella mia tesi di dottorato ho mostrato come, quando C ha una particolare struttura,
si possa ottenere un risultato più esplicito senza ricorrere al teorema del sottospazio,
ma adoperando un metodo più semplice, dovuto a Vojta.

Le curve di cui mi sono occupato sono quelle definite da un sistema di due
equazioni di Pell: {

y2 = ax2 + c

z2 = bx2 + d

con a, b, c, d interi algebrici, abcd 6= 0, ad 6= bc. Questo sistema definisce una curva
di genere 1 in P3 con quattro punti all’infinito, e la peculiarità essenziale nella
dimostrazione è che la differenza di due qualunque di questi quattro punti è di
torsione nel gruppo di Picard.

Si dimostra che su una curva siffatta tutti i punti interi quadratici meno un
numero finito appartengono a tre famiglie infinite corrispondenti a tre mappe di
grado due verso P1, e il numero di eccezioni è limitato in modo esplicito, sebbene
esse stesse non siano determinabili in modo effettivo.
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Sunto. In [1] H. Darmon ha introdotto la nozione di punti di Stark–Heegner
su curve ellittiche definite su Q. Questi punti p-adici locali sono congetturalmente
punti globali razionali su “ring class field” di campi quadratici reali.

In [2] abbiamo studiato il quoziente p-nuovo JD0 (Mp)p-new della Jacobiana di
una curva di Shimura definita su Q di discriminante D > 1 e livello Mp (con p
primo che non divide MD e (M,D) = 1). Dopo aver opportunamente definito un
toro p-adico T e un reticolo L ⊂ T , abbiamo considerato il quoziente T/L.

Teorema 21 (Longo–Rotger–V). Esiste un’isogenia Hecke-equivariante defi-
nita sull’estensione quadratica non ramificata di Qp fra il quoziente T/L e lo spazio
rigido analitico associato al prodotto di due copie di JD0 (Mp)p-new.

Come applicazione dei risultati di [2], in [3] abbiamo introdotto punti di Darmon
su tori p-adici e Jacobiane di curve di Shimura su Q, che generalizzano i punti di
Stark–Heegner definiti da Darmon. Abbiamo quindi formulato congetture circa la
loro razionalità su ring class field di campi quadratici reali.

Infine, in [4] abbiamo studiato l’algebricità delle proiezioni dei punti di Darmon
definiti in [3] su curve ellittiche E/Q. Sia K un campo quadratico reale in cui
il primo p è inerte, sia HK il campo di classe di Hilbert stretto di K, poniamo
G := Gal(HK/K) e sia

{
Pσ ∈ E(Kp)

}
σ∈G la famiglia dei punti di Darmon su

E. Sia quindi χ un “genus character” di K con corrispondente “genus field” Hχ e
definiamo Pχ :=

∑
σ∈G χ(σ)Pσ ∈ E(Kp).

Teorema 22 (Longo–V). Un opportuno multiplo intero del punto Pχ
appartiene all’immagine di E(Hχ) in E(Kp).
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Sunto. In un famoso articolo del 1973, Montgomery [2] ha considerato la fun-
zione di correlazione fra gli zeri non banali ρ = β + iγ della funzione zeta di
Riemann

F (X,T ) =
∑

0<γ,γ′≤T

Xi(γ−γ′)w(γ − γ′) dove w(u) =
4

4 + u2

dimostrando che dalla Congettura di Riemann segue (essenzialmente) che
F (X,T ) ∼ (T/2π) logX quando T → ∞, uniformemente per T ε ≤ X ≤ T , per
ogni ε > 0 fissato. Nello stesso articolo, propose la Congettura di Correlazione per
le coppie di zeri, e cioè che F (X,T ) ∼ (T/2π) log T quando T →∞, uniformemente
per T ≤ X ≤ TA, per ogni A > 1 fissato. Successivamente, Gallagher & Mueller
nel 1978 ed Heath-Brown nel 1982 hanno studiato varie applicazioni della Conget-
tura di Montgomery alla distribuzione dei numeri primi negli intervalli “corti,” cioè
intervalli del tipo [x, x + y] dove y = o(x) quando x → ∞. Inoltre, Goldston &
Montgomery nel 1987 hanno dimostrato che la Congettura di Montgomery equivale
alla formula asintotica J(X, θ) ∼ 3

2X
2θ log(1/θ) per X → ∞, uniformemente per

X−1 ≤ θ ≤ X−ε, per la media quadratica dei numeri primi negli intervalli corti,
definita da

J(X, θ) =

∫ 2X

X

(ψ(x+ θx)− ψ(x)− θx)2 dx.

Ulteriori studi sono stati fatti, fra gli altri, da Montgomery & Soundararajan (2002 e
2004) e da Chan [1], che hanno considerato relazioni fra versioni quantitativamente
esplicite della Congettura di Montgomery e della formula asintotica per J(X, θ).
In questo lavoro, estendiamo e miglioriamo i risultati di Chan [1], ottenendo una
relazione piú precisa e piú forte tra i termini d’errore nelle formule asintotiche citate.
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Sunto. Nel settembre del 1901 ebbe inizio una corrispondenza fra il mate-
matico T. Levi-Civita (1873-1941) e il fisico sperimentale A. Righi (1850-1920) su
questioni che oggi definiremmo di fisica teorica.

Lo spunto iniziale fu dato dagli esperimenti del francese V. Crémieu, che sem-
bravano minare le fondamenta della teoria di Maxwell. Crémieu pensava infatti di
aver dimostrato che una carica elettrica in movimento non crea un campo magneti-
co. I suoi risultati, sostenuti da Poincaré, erano in quegli anni al centro dell’interesse
dei fisici.

Dagli esperimenti di Crémieu si giunse a discutere di un problema di fisica mate-
matica: il calcolo del campo elettromagnetico generato da una carica che trasla
uniformemente rispetto a un piano conduttore. È una questione che coinvolge
la validità delle equazioni fondamentali e lo status delle condizioni al contorno
nell’elettromagnetismo.

Nel corso degli anni successivi furono trattati altri argomenti ai confini fra
teoria ed esperimento: la costituzione dei raggi catodici, la massa elettromagnetica,
l’esperimento di Michelson e Morley.

La corrispondenza tra Levi-Civita e Righi è un esempio di collaborazione al
più alto livello fra teorici e sperimentali. Essa aiuta a comprendere il ruolo dei
matematici nella nascita della fisica teorica italiana. In particolare, documenta la
diffusione della relatività in Italia.

La presente comunicazione è basata su un lavoro svolto in collaborazione con
Rossana Tazzioli (Università di Lille).

Bibliografia
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2011

1Lavoro svolto nell’ambito dell’attività dell’UFR de mathématiques, Laboratoire Paul
Painlevé, Université de Lille 1.



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011 951

Cinzia Cerroni: Dai complessi agli ipercomplessi nella metà
dell’ottocento

Cinzia Cerroni
Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Palermo

email: cerroni@math.unipa.it

Sunto. La teoria dei numeri complessi e soprattutto la loro interpretazione
geometrica hanno stimolato le ricerche sull’esistenza di una loro possibile esten-
sione. A partire dalla fine della prima metà dell’ottocento, in particolare in Gran
Bretagna, si svilupparono molti studi in questa direzione che portarono alla nascita
di nuovi sistemi di numeri ipercomplessi. La scoperta dei Quaternioni, nel 1843, da
parte di W.R.Hamilton (1805-1865) rivelò ai matematici l’esistenza di un sistema
algebrico che aveva tutte le proprietà dei numeri reali e complessi tranne la com-
mutatività della moltiplicazione. Su questa scia si svilupparono in Gran Bretagna
le ricerche su nuovi sistemi di numeri ipercomplessi, che portarono alla scoperta
dei Tessarini (1848), degli Ottonioni (1845), dei Biquaternioni di Clifford (1873) ed
alla presentazione sistematica delle algebre di ipercomplessi note fino a quel tempo
di B. Pierce (1871). Analizzeremo, in particolare, la nascita dei Tessarini (noti oggi
come bicomplessi). L’idea venne a James Cockle (1819-1895) a partire dallo studio
di equazioni irrazionali, dette “congeneric surd equations”. In particolare, dall’e-
quazione

√
j+ 1 = 0 introdusse una nuova unità immaginaria j, che soddisfa j2 = 1

ed ispirandosi alla teoria dei Quaternioni di Hamilton (come egli stesso afferma)
scrisse il generico tessarino come w = a + bi + cj + ijd, dove i2 = −1. Nel 1892
Corrado Segre (1863-1924) nei sui studi di Geometria Complessa riscoprì l’algebra
dei bicomplessi.

Un’attenzione particolare, merita, inoltre il contesto storico inglese nel quale si
sono sviluppate le ricerche sopradette.
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Sunto. Tema della comunicazione è l’analisi dei rapporti tra i metodi tensoria-
li e la scuola vettorialista italiana durante i primi decenni del Novecento. Viene in
particolare preso in esame il modo in cui le nozioni di base del calcolo differenziale
assoluto - dalla definizione di ‘sistema m-plo’ ai principi dell’algebra e dell’anali-
si tensoriale - furono riformulate dalla scuola vettorialista, soprattutto all’interno
del volume Espaces courbes di C. Burali-Forti e T. Boggio (1924), mediante un
sistematico uso della teoria delle omografie.
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[1] C. Burali-Forti, T. Boggio, Espaces courbes, Torino, Sten Editrice, 1924.
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Sunto. Nel 1567 il messinese Francesco Maurolico (1494-1575) cominciò a rea-
lizzare un’enciclopedia del sapere in compendi, con lo scopo di utilizzarla in un
primo tempo per l’insegnamento nel locale Collegio gesuitico e successivamente in
tutti i Collegi della Compagnia. Gli Elementorum compendia nascono dunque in
seno a questo ambizioso progetto e si compongono di un nucleo di scritti redatti
per l’occasione (libri I-X) ai quali l’autore pensò di aggiungere, dopo averli oppor-
tunamente rielaborati, due testi risalenti rispettivamente al 1532 e al 1563: una
lettura ex traditione Maurolyci dei libri XIII-XV e un’opera dal titolo De propor-
tione communium solidorum, trasformata nel compendio dei libri XI e XII. I testi
che compongono gli Elementorum compendia sono dunque poco uniformi tra loro,
anzitutto per lo stile dimostrativo e per le fonti usate; senza contare che alcuni libri
– soprattutto i libri II e X – recano tracce di significativi ripensamenti dell’autore.
Nel corso dell’intervento si farà cenno ai problemi ecdotici posti dalla complessità
del testo e dalle particolari vicende editoriali vissute, nonché alle soluzioni adottate
nell’edizione critica degli Elementorum compendia, che è in corso di realizzazio-
ne. Paradossalmente, all’eterogeneità dei testi si oppone una sostanziale uniformità
nell’approccio, che si fonda su una lettura fortemente aritmetizzante degli Elemen-
ti. Tale approccio si rivela spesso profondamente originale, come testimoniano, ad
esempio, le dimostrazioni aritmetiche (alternative a quelle di Euclide) della cuba-
tura della piramide e del cono, primo caso di applicazione dei cosiddetti “metodi
infinitesimali” usati successivamente da Maurolico per la determinazione del centro
di gravità del paraboloide di rivoluzione.
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Sunto. Come è noto, molti matematici e fisici italiani contribuirono in prima
persona al Risorgimento e la loro opera per la costruzione di una identità culturale
e politica e, come scrive Cremona, pel lustro della Scienza italiana e pel progresso
dell’alto insegnamento, continuò anche dopo l’Unità. Varie sono le direzioni in cui
si esplicò la loro opera: nella creazione e nello sviluppo di nuovi filoni di ricerca;
nella riorganizzazione dell’università; nella realizzazione di giornali ad alto livello
scientifico; nell’avviamento dei giovani alla ricerca; nella riforma della scuola; nella
pubblicazione e traduzione di trattati e manuali per l’insegnamento universitario e
secondario. Le lettere inedite che presentiamo mettono in evidenza l’impegno scien-
tifico e istituzionale di Eugenio Beltrami (1835-1900), Enrico Betti(1823-1892), Pla-
cido Tardy (1816-1914) e Silvestro Gherardi (1802-1879), mostrandoci le loro opi-
nioni sulla realtà politica e accademica di quegli anni e le loro aspettative future.
Ci hanno inoltre consentito di portare alla luce nuovi documenti come gli appunti
delle lezioni di Beltrami a Pavia, o la proposta di decreto sull’insegnamento uni-
versitario avanzata da Gherardi durante il suo breve mandato come ministro della
Pubblica Istruzione nella Repubblica romana. Soprattutto queste lettere gettano
luce su aspetti fino ad ora trascurati della vita e dell’opera di Beltrami. Da esse
e da altre corrispondenze in parte inedite, e da documenti recentemente ritrovati
(Archivio centrale dello Stato, Roma; Archives de Académie des Sciences, Parigi;
Scuola Normale Superiore, Pisa; Niedersächsische Staats-und Universitätsbiblio-
thek, Göttingen, ...), emergono il suo modo di intendere le scienze matematiche e
il rapporto tra teoria e realtà, l’impegno volto a migliorare l’insegnamento nella
scuola secondaria e nell’università, il ruolo nel processo di internazionalizzazione
della matematica italiana e le relazioni con i colleghi stranieri, la sua propensione
ad aiutare i giovani e le sue qualità di maestro.
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Paul Painlevé, Université de Lille 1.
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Sunto. La ricorrenza dei 150 anni dell’Unità d’Italia, che vide il significativo
impegno nel periodo risorgimentale degli universitari pisani, offre l’occasione per
riprendere e ampliare un mio lavoro precedente riguardante il carteggio tra Enrico
Betti (1823 - 1892) e il suo maestro Ottaviano Fabrizio Mossotti (1791 - 1863).
Altro materiale inedito si aggiunge ora allo studio: tra i suoi corrispondenti figura-
no, oltre ai già pubblicati Hermite e Borchardt, Arthur Cayley, Leopold Kronecker,
James Joseph Sylvester, Bernhard Riemann, Carl Holmgren, e tra gli italiani Giu-
sto Bellavitis, Giovanni Novi, Riccardo Felici, Domenico Chelini, Placido Tardy,
Barnaba Tortolini.

Appartengono al periodo che precede il suo ritorno a Pisa come professore
(1857) le importanti ricerche algebriche sulla risolubilità delle equazioni e sulla teo-
ria delle sostituzioni, degli invarianti e dei covarianti, condotte in costante contatto
con numerosi matematici italiani ed europei, e in particolare con il suo maestro
Mossotti. Sulla questione della risolubilità delle equazioni di grado superiore al
quarto, in una lettera a Mossotti del 1853, enuncia il risultato: Le radici di una
equazione generale di 5o sono sempre funzioni algebriche di un seno la cui coam-
plitudine è una funzione iperbolica. Betti non completò il proprio programma al
riguardo: ai problemi personali si aggiunsero probabilmente difficoltà tecniche, ini-
zialmente sottovalutate, che pensava di superare grazie alla teoria degli invarianti,
utilizzati nelle applicazioni delle funzioni ellittiche alla teoria delle equazioni; l’argo-
mento nel tempo ebbe sempre più importanza specialmente dopo il primo incontro
con Sylvester del settembre 1854. L’influsso di questi e, per suo tramite, di Cayley,
fu molto importante per gli indirizzi di ricerca di Betti negli anni immediatamente
successivi: pubblicò la lunga monografia “La teorica delle funzioni ellittiche” nel
1860, dopo aver affrontato l’opera di Riemann sull’analisi complessa.
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Sunto. Si presenta una rassegna delle recenti pubblicazioni di corrispondenze
epistolari tra alcuni dei più illustri matematici italiani che operarono durante il pro-
cesso di unificazione e la costituzione del Regno d’Italia. Brioschi, Cremona, Betti,
Genocchi, Battaglini e Tardy furono tra i più alti esponenti di quel periodo, sia per
il valore assoluto delle loro capacità scientifiche sia per l’azione politica intrapresa.
Le lettere raccolte e commentate consentono di seguire nei dettagli vari momenti e
numerosi aspetti della loro attività scientifica, essendo ampiamente ricche di testi-
monianze del loro operato. Si evince l’impegno singolo e collettivo, impegno che si
manifesta nel concreto della loro vita scientifica e nell’azione politico-istituzionale.
Questi matematici lavorano al fine di creare nuove strutture culturali, riformare
quelle già esistenti, fondare riviste specializzate, rilanciare la ricerca matematica
per portarla ai livelli delle altre nazioni europee. Le corrispondenze offrono accu-
rata testimonianza di questo processo storico e culturale: l’ambizione italiana era
quella di conquistare un posto di rilievo nel panorama europeo o, almeno, secondo
gli uomini più misurati, un posto di prima fila nell’ "alta cultura" sotto la bandiera
dei grandi "italiani" che fino al XVII secolo avevano fatto onore a tutta la peni-
sola. Partendo dalle corrispondenze recentemente pubblicate e dalla bibliografia
nota, si discutono le interazioni tra gli autori, il loro ruolo politico e scientifico e si
approfondiscono aspetti che rivelano interessanti e a volte trascurati fattori e linee
di tendenza.
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Sunto. Nel 1900 a Parigi Volterra sottolineava l’importanza per lo sviluppo
dell’analisi in Italia del viaggio di E. Betti, F. Brioschi e F. Casorati nel 1858 nelle
Università europee. Nell’Ateneo torinese la tradizione dei soggiorni di studio e dei
viaggi ricognitivi nelle istituzioni straniere prese l’avvio fin dal 1840, con il secondo
congresso degli scienziati italiani, e con le aperture politiche e culturali messe in
atto dallo Statuto albertino del 1848. Matematici e fisici di spicco, come C.I. Giulio,
A. Avogadro, L.F. Menabrea, G. Plana, G.D. Botto, F. Chiò e A. Genocchi, non
solo entrarono in contatto con illustri colleghi esteri (A.L. Cauchy, C. Babbage,
C.G. Jacobi, L. Kronecker, . . . ) ma con il sostegno dei Savoia promossero viaggi
e soggiorni di loro allievi, allo scopo di rinnovare la struttura e l’organizzazione
degli studi e delle ricerche in Piemonte e poi nel Regno. Grazie alle missioni di Q.
Sella, F. Giordano, G.V. Schiaparelli, F. Faà di Bruno e altri, si formarono nuove
scuole tecniche sui modelli francesi, tedeschi e inglesi (R. Scuola di applicazione
per ingegneri, 1859; R. Museo Industriale, 1862) e si ammodernarono i programmi
degli insegnamenti nella Facoltà di Scienze Matematiche Fisiche Naturali.

Nella comunicazione si metteranno in evidenza gli aspetti dell’attività scientifi-
ca, didattica e parlamentare svolta dai matematici e fisici dell’Università di Torino,
impegnati in politica, come ministri, deputati, senatori, segretari, ispettori, . . . ,
al fine di valutare in che modo gli ideali risorgimentali e la concretezza politica
contribuirono

• alla costruzione di un sapere matematico avanzato, con l’edizione di
pregevoli trattati e manuali tecnici, apprezzati anche all’estero;

• alla realizzazione di ricerche d’avanguardia, in grado di competere con le
altre nazioni, con dotazioni di strumenti adeguati nei laboratori e negli
osservatori astronomici;

• al recupero e alla valorizzazione della scienza nazionale tramite la storio-
grafia e le Esposizioni. Significativi sono gli articoli di A. Genocchi e F.
Siacci sul Bullettino di Storia delle Scienze Matematiche e Fisiche a cura
di B. Boncompagni, di S. Gherardi sulla storia dell’algebra, di G. Govi su
Leonardo e Galileo, di Q. Sella, . . .

• al miglioramento dell’istruzione matematica nelle scuole primarie e
secondarie e all’educazione etico-sociale-culturale del popolo.

1Lavoro svolto nell’ambito del Progetto Scuole matematiche e identità nazionale nell’età
moderna e contemporanea - Unità di Torino
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Sunto. L’inizio del XX secolo fu un momento fondamentale per lo sviluppo
della didattica della matematica, soprattutto nel mondo mitteleuropeo, con la co-
stituzione della CIEM - IMUK (in seguito, ICMI), il cui primo presidente Felix Klein
fu promotore di un’importante riforma nell’insegnamento della matematica in Ger-
mania (Schubring, 2008). Nell’Impero Austro Ungarico si tenne conto delle nuove
idee affermatesi in contesto internazionale e, con la riforma realizzata nel 1909/1910
dal Ministro Marchet, nelle scuole secondarie austriache furono introdotti i primi
elementi di calcolo differenziale e integrale, assenti all’epoca, con rare eccezioni,
dai programmi ufficiali di insegnamento delle scuole del Regno d’Italia (Giacardi,
2006). Per questo motivo l’insegnamento dell’analisi fu introdotto a Trieste nel-
la scuola secondaria prima della Prima Guerra Mondiale. I principi metodologici
utilizzati all’epoca dagli insegnanti secondari triestini erano basati su un testo (Ja-
cob, 1913) contenente un metodo pratico di insegnamento della matematica per il
“Gymnasium”, la cui prefazione è opera del celebre fisico e filosofo Ernst Mach, alle
cui teorie cognitive fa riferimento (Zuccheri e Zudini 2008). Si illustreranno alcuni
esempi, in particolare l’introduzione del concetto di derivata.
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CRTrieste.



Sezione 22 Didattica della matematica

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12–17 settembre 2011] 959



960 S22: Didattica della matematica

Chiara Andrà: Tirare a caso nei test a risposta multipla: la peculiarità
delle domande di matematica

Chiara Andrà
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Torino

email: chiara.andra@gmail.com

Guido Magnano
Dipartimento di Matematica, Università degli Studi di Torino

Sunto. La possibilità di fornire la risposta corretta tirando a caso (in inglese,
guessing) è una delle caratteristiche dei test a risposta multipla e ha acceso un
dibattito sulla pratica del “guessing” che ha coinvolto ricercatori e insegnanti di
tutti i livelli scolari in diversi Paesi (si veda per esempio [2] [3] [4]). In questa
comunicazione, da un lato si presentano e si discutono i metodi statistici esistenti,
nell’ambito della Item Response Theory [5], per stimare i parametri relativi al
“guessing”; dall’altro lato, si evidenziano alcune implicazioni didattiche della pratica
di scoraggiare il guessing.

La questione di fondo che muove la nostra ricerca è se a indurre la pratica
del “guessing” sia il contenuto delle domande (o l’argomento), ovvero se sia una
caratteristica del soggetto che risponde alle domande. I risultati presentati in que-
sta comunicazione provengono da uno studio longitudinale sui test non selettivi a
risposta multipla per la valutazione delle conoscenze possedute all’ingresso di corsi
universitari di primo livello nell’Università degli Studi di Torino [1]. Da un’indagi-
ne svolta su (i) due insiemi di domande rispettivamente di matematica e di storia
(facenti parte di uno stesso test, somministrato a circa 2000 studenti), e su (ii) stu-
denti sostenenti un test di contenuto matematico, che prevedeva la penalizzazione
della risposta sbagliata, presentiamo evidenza sperimentale che il rispondere a caso
non possa essere considerato una caratteristica appartenente alla sola sfera della
domanda (escludendo un ruolo attivo del soggetto).
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Sunto. La ricerca analizza il rapporto tra linguaggio e sviluppo di abilità logi-
che in bambini di scuola primaria in particolari situazioni di interazione. Per abilità
logiche intendiamo la capacità di individuare e scegliere differenti strategie per ri-
solvere problemi riguardanti compiti logici. Il background teorico si riferisce alla
logica (Gerla, 1988), ai contributi della scuola storico-culturale (Vygotskij, 1934)
ed al costruzionismo socio-genetico (Perret-Clermont, 1979; Iannaccone, 2010). L’i-
potesi di ricerca si traduce nell’idea che attraverso attività di gruppo riguardanti
la creazione e la manipolazione di semplici linguaggi procedurali si possa favorire
nei bambini un cambiamento nella rappresentazione del linguaggio, da solo stru-
mento di comunicazione ad oggetto di manipolazione. I bambini di una quarta
primaria sono stati coinvolti in diverse attività. La metodologia utilizzata è di tipo
quanti-qualitativo. Si analizzano gli scambi sociali tra i bambini, individuando le
strategie che in interazione co-costruiscono per risolvere i compiti (Leont’ev, 1978;
Steinbring, 1997) e la rappresentazione cognitiva della soluzione dei compiti che i
bambini, individualmente, elaborano durante e alla fine delle attività (Vermersch,
2005). Dall’analisi dei dati emerge come i bambini abbiano attivato processi di riso-
luzione dei compiti socialmente condivisi, mediati da artefatti materiali, linguistici
e simbolici.
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Sunto. Negli ultimi anni alcune attività del Nucleo di Ricerca e Sperimenta-
zione Didattica dell’Università di Catania si sono sviluppate seguendo un percorso
metodologico scandito in varie fasi. Il percorso è iniziato con la ricerca di nuove
proprietà di geometria elementare; tali proprietà sono state poi utilizzate per pro-
gettare proposte didattiche innovative per la scuola secondaria superiore; infine, è
stata sviluppata una sperimentazione in classe e sono stati esaminati i relativi risul-
tati. In particolare, la sperimentazione è stata realizzata sotto forma di “laboratorio
didattico di matematica” [1], in cui gli studenti lavorano insieme per ottenere risul-
tati, confrontano idee e intuizioni, utilizzano le loro capacità critiche in ambienti di
apprendimento collaborativi.

Presentiamo qui una di queste attività. Essa si basa sul lavoro [2] e si occupa
in particolare di proprietà di geometria piana e solida, studiate in parallelo. L’at-
tività è finalizzata soprattutto a recuperare l’interesse degli studenti per lo studio
della geometria dello spazio. Nel percorso didattico lo studente è guidato alla sco-
perta di inaspettate proprietà che accomunano due enti geometrici, quadrilateri e
tetraedri, apparentemente molto distanti tra loro [3, 4]. Nella sua attività di esplo-
razione e scoperta lo studente si avvale dello strumento concettuale dell’analogia
e di un software di geometria dinamica del piano e dello spazio. I risultati della
sperimentazione in classe sono stati esposti e commentati in [5].
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Sunto. Si riferisce di una sperimentazione didattica, all’interno di un corso di
Geometria II in una Facoltà di Ingegneria. L’idea di inserire questo argomento in
un corso di Ingegneria, vincendo la preconcetta ostilità dell’ambiente verso tutto
quanto sa di Algebra astratta o di Geometria Algebrica, è nata quando alcuni
ricercatori ingegneri ci hanno sottoposto il problema di esprimere le intersezioni
reali di un sistema di quadriche dipendente da un parametro, in modo esatto e non
approssimato attraverso il calcolo numerico, a loro familiare. Lavorando insieme
ci siamo convinti che la mancanza di un’introduzione teorica appropriata rende
difficile anche solo usare al meglio gli strumenti di calcolo simbolico oggi disponibili
sul PC. D’altra parte il problema di discutere e di risolvere sistemi di equazioni
anche non lineari può essere riconosciuto come importante anche da studenti di
liceo, che spesso hanno già dimestichezza con il computer ed hanno a disposizione
strumenti di calcolo (mentre devono ancora capire che lo strumento, da solo, non
basta).
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Sunto. Questa comunicazione vuole segnalare un testo in progressivo sviluppo
che intende puntualizzare varie questioni che si pongono a chi affronta la matematica
privilegiando i suoi aspetti costruttivi; il testo è accessibile attraverso la pagina Web
(http://www.mi.imati.cnr.it/∼alberto).

La scelta di proporre questo materiale mediante il Web discende dalle seguenti
convinzioni: i contenuti aperti sono ampiamente accessibili, facilmente riutilizzabili
e migliorabili; il Web ignora i vincoli sull’estensione e sui tempi di ripubblicazione
dei testi su carta; la Rete globale consente di proporre materiali come quelli segnalati
a lettori mal definiti sul piano commerciale; le pagine Web sono collegabili in estese
reti di conoscenze e le pagine segnalate si vogliono ricche di collegamenti ad altri
materiali immediatamente accessibili sul Web: si pensa in particolare a Wikipedia
e alle aperture verso le applicazioni; potrebbe servire un filo diretto per critiche,
segnalazioni di difetti e contributi; in prospettiva i materiali su Web, grazie alla loro
adattabilità, sono aperti alla multimedialità e sono meno soggetti all’obsolescenza
a medio termine dei testi su carta.

Attualmente sono rese disponibili pagine PDF da testi sorgente in Plain TEX;
le prospettive degli e-books sono notevoli, ma riguardano formati non consolidati.

I documenti, con le loro ancor molte lacune, non pretendono di essere definitivi,
ma forse possano già essere di qualche utilità. Si considera comunque ragionevole
lasciare ampliabili componenti quali esempi, figure, riferimenti, segnalazioni di ap-
plicazioni. Nel testo sono usati termini e simboli poco usuali; questi peraltro sono
reperibili mediante indici di cui si cura la completezza.

Per le scelte dei contenuti segnaliamo: la matematica viene considerata utilita-
risticamente come strumento sia per gli umani che per le macchine; il conseguente
rilievo dato ad algoritmi, a strutture discrete e alle esigenze dell’organizzazione
sistematica delle conoscenze matematiche; la polarità fra entità utilizzabili per so-
luzioni effettive ed entità introdotte assiomaticamente, senza preoccuparsi della loro
costruibilità; l’attenzione alla compatibilità fra esigenze costruttive e astrazioni.
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Sunto. Nel biennio 2008-2010 il Laboratorio delle Macchine Matematiche del-
l’Università di Modena e Reggio Emilia ha coordinato il progetto MMLab-ER, “La-
boratori delle Macchine Matematiche per l’Emilia Romagna” [1]. Questo Progetto
ha voluto rispondere alle indicazioni e raccomandazioni nazionali e internazionali
che propongono la diffusione di metodologie laboratoriali per favorire insegnamento-
apprendimento della matematica. Il progetto MMlab-ER si è sviluppato seguendo
tre fasi principali: l’allestimento in cinque province dell’Emilia Romagna (Bologna,
Modena, Piacenza, Ravenna e Rimini) di aule didattiche attrezzate con macchine
matematiche (ricostruzioni di pantografi e curvigrafi appartenenti alla fenomeno-
logia storica della matematica); lo svolgimento di un programma di formazione in
servizio di insegnanti di matematica di scuola primaria e secondaria; lo sviluppo
di sperimentazioni nelle classi ad opera degli insegnanti formati. Nei due anni del
Progetto sono stati coinvolti circa un centinaio di insegnanti appartenenti a 65 isti-
tuti scolastici: più della metà appartenenti al primo ciclo e il rimanente a licei,
istituti tecnici e professionali. La progettazione e lo sviluppo delle attività con-
dotte durante il progetto MMLab-ER si sono basate sulla rielaborazione di ipotesi
e risultati provenienti dalle ricerche del Laboratorio delle Macchine Matematiche
sugli aspetti epistemologici, didattici e cognitivi coinvolti in attività laboratoriali
che si avvalgono dell’uso di macchine matematiche e dagli studi internazionali nel
settore della formazione insegnanti. Le caratteristiche peculiari delle attività svol-
te all’interno del Progetto, sia nel programma di formazione degli insegnanti, sia
nelle successive sperimentazioni, sono state: la scelta di un approccio laboratoria-
le; l’uso di macchine “storiche”; i focus sulla condivisione, analisi e verbalizzazione
dei processi di esplorazione, di genesi di congetture e produzione di argomentazio-
ni fino alla costruzione di dimostrazioni; e la messa in luce degli aspetti culturali
coinvolti in queste attività. Una parte della documentazione del progetto MMLab-
ER è stata pubblicata on-line sul sito del Laboratorio delle Macchine Matematiche
(www.mmlab.unimore.it).
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Sunto. In questa comunicazione saranno presentati gli elementi essenziali del-
l’analisi di una sperimentazione didattica [2] condotta in una classe quinta di scuola
primaria, caratterizzata dall’introduzione della macchina artimetica Zero+1 (chia-
mata ‘pascalina’ in classe) per avviare una riflessione sulla notazione posizionale
per la rappresentazione dei numeri. La sperimentazione è stata condotta nei quadri
teorici della mediazione semiotica [1] e dell’approccio strumentale [3], nel contesto
del laboratorio di matematica. Essa è stata strutturata in due fasi. Nella prima
fase opportune consegne hanno avviato e sostenuto i processi di genesi strumentale
degli allievi e permesso loro di costruire i significati matematici che la macchina
incorpora. Nella seconda fase, la macchina aritmetica è stata utilizzata per pro-
porre problemi relativi alla rappresentazione dei numeri in base minore di quella
decimale. L’analisi mostra come il nuovo strumento ‘pascalina’ interagisce con
quelli già in possesso degli allievi in relazione ai problemi posti. Sembra inoltre
confermare che l’introduzione di un nuovo strumento all’interno di un sistema di
strumenti preesistenti possa sollecitare, attraverso opportune consegne, un processo
di generalizzazione del significato matematico in gioco.
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Sunto. L’insegnamento della matematica dispone oggi di una gran quantità
di strumenti informatici, tra cui software e strumenti di calcolo che, se non affatto
gratuiti, sono comunque facilmente accessibili. Una tale quantità di strumenti a
disposizione induce lo studente a considerare l’ipotesi che un problema possa essere
affrontato utilizzando strategie differenti. Lo studente alle prese con un problema
può essere tentato di risolverlo attraverso l’uso degli strumenti tecnologici che ri-
tiene di conoscere. Tuttavia già l’uso della calcolatrice scientifica, se non mediato
opportunamente dall’insegnante o dal manuale, rischia di diventare fuorviante per
il lettore-risolutore rispetto agli obiettivi dell’autore del problema.

Esemplificherò l’argomento riferendomi al contesto della trigonometria. Esami-
nando diversi libri di testo, il calcolo dei valori del seno e del coseno di un angolo
appare al più ridotto all’esame dei soli angoli notevoli: 30, 45, 60 gradi. Per questi
viene fornita una procedura argomentata volta a dimostrare che i valori del seno
sono rispettivamente 1

2 ,
√

2
2 e

√
3

2 . Appena alcune pagine dopo non è raro imbattersi
in esercizi i cui risultati sono espressi in centimetri persino se si tratta di numeri
irrazionali. Non tutti i problemi nei manuali usano unità di misura: anzi, le unità
di misura compaiono raramente nei testi scolastici in uso.Nondimeno, il fatto che
talvolta sia indicata una unità di misura rende implicita una considerazione che per
un lettore “giovane” e dotato di macchina calcolatrice non è del tutto scontata: la
misura è affetta da errori. Gli autori del libro intendono, mediante questo genere di
esercizi, risolvere attraverso un processo puramente matematico un problema che
sembrerebbe essere dedotto dalla vita reale (nel senso che i dati sarebbero stati
ricavati materialmente mediante uno strumento o un calcolo). Se già l’affermazio-
ne che un lato di un triangolo misuri, per esempio, 27 cm può ingenerare qualche
dubbio, che la misura di un perimetro possa essere rappresentato da un numero ir-
razionale dovrebbe apparire sorprendente e far perdere qualsiasi tipo di concretezza
e di ragionevolezza al testo del problema e ai suoi tentativi per risolverlo. Anche
un problema di questo tipo, secondo me, rimane comunque ancorato ad una visione
strumentale della matematica, secondo la quale uno studente deve semplicemente
imparare formule da applicare.
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Sunto. Il linguaggio, artefatto culturale per eccellenza (Vygotskij, 1934), gio-
ca un ruolo fondamentale nei processi di apprendimento, come ampiamente ricono-
sciuto in molte ricerche in educazione matematica. Molti fallimenti degli studenti
possono essere attribuiti a problemi linguistici (Ferrari, 2004). Per comprendere
le difficoltà che molti studenti incontrano nelle attività matematiche è necessario
un approccio cognitivo, che investighi quali sono le caratteristiche soggiacenti al-
la diversità dei processi matematici (Duval, 2006). Questi sono caratterizzati da
una dominante importanza e varietà delle rappresentazioni semiotiche. Secondo
Duval la comprensione in matematica presuppone il coordinamento di almeno due
registri di rappresentazione semiotica, abilità niente affatto naturale. Infatti anche
nel quadro di riferimento delle prove INVALSI, tra i processi cognitivi da valuta-
re, troviamo: "‘Conoscere e utilizzare diverse forme di rappresentazione e saper
passare da una all’altra... ’. Da uno sguardo alle prove disponibili, si vede che il
coordinamento delle rappresentazioni semiotiche è prerequisito per rispondere al-
la maggior parte delle domande presenti. Presentiamo qui un progetto di lavoro,
indirizzato a studenti di scuola secondaria superiore, che da un lato fornisca loro
questo strumento fondamentale per la comprensione in matematica e dall’altro dia
una preparazione più adeguata a quanto richiesto dagli standard di valutazione
nazionale. Abbiamo somministrato in una seconda classe di scuola secondaria su-
periore un test di ingresso su vari tipi di conversioni. I risultati hanno evidenziato
alcune difficoltà, in particolare quando è coinvolto il linguaggio verbale. A partire
dall’analisi dei protocolli, abbiamo progettato alcune attività didattiche, che sono
in via di sperimentazione preliminare, per andare a regime dal prossimo anno.
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Sunto. La formazione degli insegnanti di matematica presenta, sulla base sia
delle nostre esperienze che delle ricerche nazionali e internazionali, forti elementi di
contraddizione. Un’indagine ministeriale (progetto "Ascolto") segnala come per la
maggioranza degli insegnanti il problema della loro formazione professionale sia di
secondaria importanza. Fin dagli anni ’60 veniva messo in evidenza come le attese
profonde dei docenti di matematica fossero orientate soprattutto sulla esigenza di
veder riconosciuta l’importanza sociale del loro lavoro e il prestigio come educatori
[3]. D’altra parte la formazione in servizio appare spesso poco organica e inadeguata
ad affrontare le problematiche metodologiche e didattiche con flessibilità e con le
necessarie capacità creative e interpretative. La nostra proposta di un modello di
formazione permanente e globale degli insegnanti di matematica, frutto di ricerche
e confronto continuo e di oltre un anno di lavoro con gli insegnanti nell’ambito
del PRIN2008, punta su quattro linee operative, in sinergia tra loro, che possano
rispondere alle esigenze contingenti e progettuali degli insegnanti e mira ad offrire
strumenti che permettano di: riflettere su quale sia il significato più profondo di
"competenza disciplinare e didattica in matematica"; dare agli insegnanti strumenti
di studio diretto, quali una biblioteca virtuale e reale, un sito web dove poter
condividere materiale ed esperienze, entrare in chat, partecipare a forum, registrare
e tenere memoria degli interventi [1]; porre il problema del senso dell’efficacia della
comunicazione matematica e approfondirne il significato, affrontando gli elementi
costitutivi del discorso matematico a livello di testo scritto e discorsivo [2]; fornire
strumenti per la "cultura" matematica, cioè cosa e come il docente di matematica
può utilizzare, come e cosa può costituire un itinerario permanente e contingente
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Sunto. L’apprendimento della matematica è un fenomeno complesso, nel qua-
le entrano in gioco il sapere matematico e le sue caratteristiche epistemologiche e
filosofiche. Il protagonista dell’apprendimento è l’individuo con la sua dimensione
psicologica, sociale e antropologica, inserito in un percorso educativo. L’interazio-
ne tra le diverse discipline, che hanno contribuito alla nascita e allo sviluppo della
Didattica della Matematica, ha portato ad un proliferare di teorie che hanno messo
in discussione la coerenza globale e l’unità metodologica e teorica di questa scienza
e le ricadute dei suoi risultati nella pratica d’aula. Per far fronte a questo proble-
ma, si è sviluppato uno specifico ambito di ricerca in Didattica della Matematica,
che si occupa di individuare strategie efficaci per integrare diversi approcci teori-
ci [1] [2]. In questa comunicazione si mostra l’efficacia dell’integrazione di teorie
nell’interpretazione di un particolare fenomeno didattico: la perdita del senso degli
oggetti quando si eseguono trasformazioni semiotiche. Gli allievi, quando eseguono
trasformazioni semiotiche, talvolta perdono la relazione di equisignificato che lega
diverse rappresentazioni attraverso l’oggetto matematico comune che denotano [3].
È un problema di ricerca complesso, che chiama in causa gli oggetti matematici,
i loro significati e le loro rappresentazioni, e non può essere inquadrato da un so-
lo approccio teorico. Integrando due prospettive semiotiche [4] [5], si interpreta
il comportamento di allievi di scuola primaria che devono individuare la funzione
generatrice di successioni di numeri naturali utilizzando diverse rappresentazioni
semiotiche.
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Sunto. Le varie indagini nazionali ed internazionali evidenziano, da molto tem-
po, l’impreparazione e le difficoltà che gli studenti incontrano nello studio della
Matematica a diversi livelli, tra cui quello delle matricole universitarie. Tuttavia,
da queste indagini non emerge sempre con chiarezza il livello di impreparazione re-
lativo alle specifiche tematiche d’interesse, soprattutto, per il prosieguo degli studi
o per l’inserimento nel campo lavorativo. In proposito, si presentano tre esempi
tratti dalla nostra esperienza nell’Università della Calabria, nell’ultima decade.
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Sunto. In questa comunicazione si presentano alcune osservazioni e considera-
zioni didattiche, dal punto di vista di un insegnante di scuola secondaria, sui nuovi
quadri orari, le Indicazioni nazionali per i Licei e le Linee guida per gli Istituti
Tecnici e per gli Istituti Professionali, per quanto riguarda la Matematica, che sono
stati introdotti nel riordino della Scuola secondaria di II grado a partire dall’anno
scolastico 2010-2011. Saranno sottolineati in particolare alcuni aspetti di genericità
e vaghezza presenti nelle Indicazioni nazionali per i Licei, ma nello stesso tempo
si discuteranno le possibilità che si possono individuare per intraprendere un rin-
novamento dei curricoli di matematica della scuola secondaria di II grado. Questo
naturalmente comporterà l’individuazione, da parte degli insegnanti e delle scuole,
all’interno delle Indicazioni nazionali e delle Linee guida, di percorsi didattici che
abbiano una loro coerenza - e che siano più precisi e dettagliati - con l’obiettivo di
un rinnovamento del curricolo di matematica, anche in vista di una verifica delle co-
noscenze e competenze matematiche al termine della Scuola secondaria di II grado
(nell’Esame di Stato e nelle previste prove INVALSI anche nella classe finale).

Tale rinnovamento -come prova l’esperienza avvenuta nelle scuole sperimentali
negli ultimi due decenni - non può avvenire solo “per decreto”, ma occorre un lavoro
di approfondimento e l’individuazione di proposte di curricolo che prendano spunto
da quanto è stato elaborato da gruppi di docenti e di scuole negli ultimi anni, ad
esempio dai materiali contenuti nei volumi Matematica 2003 e Matematica 2004
elaborati negli anni 2000-2004 da una Commissione nominata dall’UMI.

Questo lavoro di trasposizione didattica delle indicazioni nazionali e delle linee
guida in curricoli che possano essere sviluppati effettivamente nelle classi non può
che essere fatto dagli insegnanti e dalle scuole.

Nella comunicazione saranno discusse in particolare alcune proposte emerse
nelle scuole e in rete, nei gruppi di discussione di insegnanti di matematica.
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Sunto. In questa comunicazione viene descritta una sperimentazione didattica
in una seconda classe di scuola secondaria di I grado, che affronta un argomento
semplice e molto presente nell’insegnamento scolastico: la risoluzione di un trian-
golo rettangolo. La sperimentazione è stata effettuata con l’ausilio del programma
Geologic, software destinato alla didattica, realizzato in Visual Basic 6.0 ed ela-
borato interamente dai ricercatori afferenti al gruppo di ricerca in didattica della
matematica presso l’Università di Salerno coordinato dal prof. Gerla. Obiettivo
di tale sperimentazione è lo studio delle potenzialità della logica nella didattica
della matematica rispetto all’elaborazione di strategie risolutive di problemi, in
particolare geometrici. Il programma, il cui nome nasce dalla fusione delle parole
“Geometria” e “Logica”, può essere utilizzato sia come semplice strumento informa-
tico per la risoluzione numerica di triangoli rettangoli, sia come un programma di
logica in quanto, con l’utilizzo di fatti e regole, utilizzando delle strutture del tipo
“se...allora”, cerca di fornire una strategia risolutiva indicando le possibili strade per
arrivare alla risoluzione del triangolo, o al raggiungimento dello scopo prefissato.
Spesso l’insegnamento della matematica nelle scuole è orientato a sviluppare abi-
lità di calcolo, e nelle migliori delle ipotesi alla comprensione di dimostrazioni già
esistenti. Poca attenzione è dedicata allo sviluppo di abilità deduttive. L’obiettivo
è quello di supportare lo sviluppo di tali abilità. L’attività di sperimentazione di-
dattica ha previsto una prima fase di “formalizzazione della conoscenza” nella quale
si è affrontato lo studio teorico di tutti i teoremi e regole inerenti alla risoluzione
di un triangolo rettangolo. Successivamente si è descritto il programma in cui il
sistema assiomatico risulta essere così composto: i “fatti” sono i dati noti all’inizio
del problema, le “regole” sono le formule ed i teoremi già che si possono applicare
per raggiungere la soluzione. Il modello è il triangolo rettangolo. La strategia di
ragionamento che si adotta è di tipo backward (”all’indietro”) che prevede un primo
confronto tra la situazione finale richiesta e quella iniziale, cercando di ridurre il
divario tra queste due, attraverso il raggiungimento di uno stato intermedio che
viene nuovamente confrontato con l’obiettivo e così via, in un processo di continuo
confronto tra stato “attuale” ed obiettivo fino a che i due stati coincidono.

1Nucleo di Ricerca Didattica della Matematica - Università di Salerno
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Sunto. Sappiamo che molte matricole iscritte a corsi di laurea scientifici ab-
bandonano gli studi a causa delle difficoltà che incontrano negli esami di mate-
matica. Purtroppo non è vero che tutti gli studenti in possesso di un diploma di
Maturità hanno le capacità necessarie per affrontare un corso universitario in cui è
presente la matematica; è però vero che molti degli studenti che abbandonano gli
studi universitari a causa di questa materia avrebbero potuto “salvarsi” attraverso
un lavoro specifico iniziato per tempo, relativo sia alla carenza di prerequisiti che al
particolare metodo di studio che la matematica universitaria richiede di sviluppare.

Il libro che presentiamo riguarda questo aspetto “di metodo” ed è pensato per
gli studenti degli ultimi due anni della Scuola Superiore, o all’inizio degli studi
universitari: può essere utilizzato per l’organizzazione di corsi, o individualmente.

La prima parte del libro presenta la “lingua matematica” e vuole dare allo stu-
dente la necessaria precisione di linguaggio, la sicurezza nell’uso di implicazioni,
contresempi, dimostrazioni per assurdo, la conoscenza dei simboli utilizzati nello
studio e nelle operazioni all’interno di insiemi generici ed in particolare di insiemi
numerici. Abbiamo preferito evitare una presentazione formale e siamo invece par-
titi rilevando e discutendo alcune ambiguità del linguaggio comune, non gravi nel
loro contesto, ma da evitare nel linguaggio matematico e scientifico in genere.

La seconda parte vuole essere una “palestra” per abituarsi per tempo alle dif-
ficoltà proprie di un testo di matematica universitario. Si insegna ad esempio a
leggere una definizione cercandone innanzitutto esempi significativi, poi studiando-
la in generale attraverso la verifica o la confutazione di alcune implicazioni. Oppure
ci si preoccupa di come si studia una dimostrazione, innanzitutto visualizzandola
attraverso opportuni esempi, poi spezzando il ragionamento in passi, quindi rico-
struendola da soli “su un foglio bianco”, ripulendola da eventuali imperfezioni, infine
verificandone la comprensione anche attraverso il suo utilizzo nell’affrontare pro-
blemi differenti. Tutto questo attraverso esercizi, scelti non in base all’argomento
(algebra, geometria, numeri interi, ...) ma in quanto elementari e funzionali al
lavoro appena descritto.

Si conclude presentando alcuni punti (maggiorazioni, dimostrazioni di unicità,
...) su cui può essere utile che il lettore rifletta prima di iniziare gli studi universitari.
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