ATTI XIX CONGRESSO
DELL’UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Bologna, 12-17 settembre 2011

XIX POLOY
CONGRESSO Z g
UMI Y

Alma Mater Studiorum — Universita di Bologna
Dipartimento di Matematica



ii Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Unione Matematica italiana

Ufficio di presidenza

Franco Brezzi, presidente
Graziano Gentili, vice-presidente
Giuseppe Anichini, segretario
Barbara Lazzari, amministratore tesoriere

Commissione scientifica

Marco Abate
Martino Bardi
Claudio Bernardi
Salvatore Coen
Vittorio Coti Zelati
Gianni Dal Maso
Francesco de Giovanni
Alessandro Figa-Talamanca
Livia Giacardi
Ermanno Lanconelli
Antonino Maugeri
Carlo Sbordone
Alessandro Verra
Gianluca Vinti
Aljosa Voléi¢



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011

iii

XIX Congresso
dell’Unione Matematica italiana

Comitato scientifico

Franco Brezzi, presidente
Luigi Ambrosio
Bruno Franchi
Mario Pulvirenti
Alessandro Verra

Comitato organizzatore

Ermanno Lanconelli, presidente
Giovanni Dore, segretario
Enrico Obrecht, tesoriere

Simonetta Abenda
Giorgio Bolondi
Giulio Casciola
Salvatore Coen
Giovanni Cupini
Bruno D’Amore
Mirko Degli Esposti
Mauro Fabrizio
Angelo Favini
Massimo Ferri
Bruno Franchi
Laura Guidotti
Barbara Lazzari
Mirella Manaresi
Annamaria Montanari
Michele Mulazzani
Franco Nardini
Alberto Parmeggiani
Piero Plazzi
Tommaso Ruggeri
Fiorella Sgallari
Alberto Venni



Ringraziamenti

Abbiamo qui raccolto gli Atti del XIX Congresso dell’Unione Matematica Ita-
liana, che si € svolto presso I’Universita di Bologna dal 12 al 17 settembre 2011.

Gli atti, cosi come il Congresso sono stati suddivisi in Conferenze generali,
Comunicazioni di 30 minuti e Comunicazioni suddivise nelle 22 sezioni previste. Una
parte significativa delle Conferenze generali e delle Comunicazioni di 30 minuti sono
stati pubblicate sul Bollettino dell’Unione Matematica Italiana e qui ripubblicate.
Per tutte le conferenze e le comunicazioni ¢ qui riportata il sunto (gia allegato al
programma del Convegno).

L’Uthicio di Presidenza dell’UMI ringrazia il Comitato Organizzatore e il Co-
mitato Scientifico del XIX Congresso dell’lUMI, in particolare i rispettivi presiden-
ti, il Prof. Lanconelli e il Prof. Brezzi, per 'impegno profuso, la perfetta riuscita
scientifica e organizzativa.

Un grazie particolare a Giovanni Dore, che ha seguito con attenzione la predi-
sposizione del programma e il cui lavoro é stato utilizzato anche per la preparazione
di questi Atti.

L’Ufficio di Presidenza dell’UMI:

Ciro Ciliberto, presidente

Vittorio Coti Zelati, vice-presidente
Claudio Fontanari, segretario
Veronica Gavagna, tesoriere

Bologna, 20 Agosto 2015

iv [Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]



Indice

iv
Salutil xxiii
[Saluto Presidente Comitato Organizzatore, Prof. Ermanno Lanconellj xxiii
|Discorso in occasione della scopertura della Lapide) XXV
[Parte 1. Conferenze Generalil 1
|[Ferdinando Arzarello: Provare se, vedere che, sapere perché: la |
| dimostrazione in classel 2
Suntol 2
Massimo Bertolini: Regolatori, funzioni L e punti razionali 4
Suntol 4
Intervento: Massimo Bertolini |
Regulators, L-Functions and Rational Points, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 191-204] 4
|Daniele Boffi: Metodo Immersed Boundary per I'interazione fluido-struttura: |
| formulazione matematica e approssimazione numerica) 19
Suntol 19
Intervento: Daniele Bofh |

| The Immersed Boundary Method for Fluid-Structure Interactions: |
Mathematical Formulation and Numerical Approximation, |
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 711-724] 20
|[Filippo Bracci: Evoluzione olomorial 35
Suntol 35
Intervento: Filippo Bracci, |
Holomorphic Evolution: Metamorphosis of the Loewner Equations |
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 137-165| 36
|Andrea Cianchi: Autotunzioni dell’operatore di Laplace-Beltrami e |
| disuguaglianze isoperimetriche ed isocapacitarie| 66
Suntd 66
Intervento: Andrea Cianchi, |

| Eigenfunctions of the Laplace-Beltrami Operator, and Isoperimetric and |
Isocapacitary Inequalities, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 167-190| 67
|Salvatore Coen: Matematici a Bologna dopo I’Annessione al Regno| 92
[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011] v



vi Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Suntol 92
Intervento: Salvatore Coen, |
|  Mathematicians in Bologna in the First Decades After Annexation to the |
Kingdom of Sardinia, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 837-855| 92
[Alessio Corti: Polinomi di Laurent estremali e varieta di Fanol 112
Suntol 112
|Boris Dubrovin: Comportamento critico delle soluzioni delle equazioni |
| hamiltoniane alle derivate parziali 113
Suntol 113
|[Franco Flandoli: Interazione tra noise e singolarita nelle equazioni alle |
L derivate parziali| 114
Suntd 114
Intervento: Franco Flandoli |
Interazione tra noise e singolarita nelle equazioni alle derivate parziali, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 253267 115
|Giovanni Forni: Il flusso orociclico: un esempio di sistema dinamico |
| parabolico| 131
Suntol 131

|Giovanni Jona-Lasinio: Fisica e matematica: due facce di un unico percorso|l132

Suntol 132
IMassimo Marinacci: Fconomia teorica e Analisi funzionalel 133
Suntol 133
IStefano Meda: Alcuni aspetti dell’analisi su varieta riemanniane a crescita |
L esponenziale di volume| 134
Suntol 134
[Intervento: Stefano Meda |
| Alcuni aspetti dell’analisi su varieta riemanniane a crescita esponenziale di |
volume, |
Bollettino U. M. 1. (9) IV (2012), 631654 135
|Giuseppe Mingione: Aspetti non lineari della teoria di Calderéon-Zygmund| 160
Suntol 160
Intervento: Giuseppe Mingione, |
La teoria di Calderén-Zygmund dal caso lineare a quello non lineare, |
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 269297 160
|[Errico Presutti: Transizioni di tase, trasformazioni di scala e strutture |
| spaziali| 190
Suntol 190
Intervento: E. Presutti, |
Microstructures and Phase Transitions, |
Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 655688 190




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 vii

Stefano Serra-Capizzano: Strutture, strutture nascoste e analisi spettrale |

nel metodi multigrid e nel precondizionamento| 225

Suntol 225
|ISusanna Terracini: Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come |
L transizioni di fase minimalll 227
Sunto 227

Intervento: Susanna Terracini,
| Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come transizioni di fase
minimali, |

Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 689-71(| 227
P 5 C rcazion di 30 1 i 9251
|[Francesco Bastianelli: Il Teorema di Noether sulla gonalita di curve piane |
| per ipersuperficie| 252
Suntol 252

Intervento: Francesco Bastianelli |
Noether’s Theorem on Gonality of Plane Curves for Hypersurtaces |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 781-791] 253
Ivise Berchio: Sulle soluzioni globali di alcune equazioni differenziali |

nonlineari del quarto ordine| 265
Suntol 265

Intervento: Elvise Berchio, |
A Note on Some Nonlinear Fourth Order Differential Equations, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 349-361| 266
|[Francesco Bigolin: Caratterizzazioni di ipersuperfici regolari intrinseche nel |
| gruppo di Heisenberg] 280

Suntol 280

Intervento: Francesco Bigolin, |
| Caratterizzazioni di 1persuperfici regolari intrinseche nei gruppi di |
Heisenberg, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 685—692| 281
|Giuseppina D’ Agui: Molteplicita di soluzioni per problemi di Sturm-Liouville |
1 290

Suntol 290

Intervento: Giuseppina D’agui, |
Molteplicity of Solutions for Sturm-Liouville Problems, |

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 725 734] 291
ISimone Diverio: Intorno all’iperbolicita delle intersezioni complete| 302
Suntol 302

Intervento: Simone Diverio, |
About the Hyperbolicity of Complete Intersections, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 579-590| 303
[Emanuele Dolera: Su una proprieta asintotica della distribuzione finale] 316

[Suntdl 316



viii Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

|Intervento: kmanuele Dolera,
[Su una proprieta asintotica della distribuzione finale,

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 741-748 316
|Carmelo Antonio Finocchiaro: La topologia degli ultrafiltri su spazi di |
| domini di valutazione e sue applicazioni 325

Suntol 325
|Carlotta (iannelli: B-splines gerarchiche: raffinamento locale e |
[ normalizzazionel 326

Suntol 326

Intervento: Carlotta Giannelli, Bert Jiittler,

Local and Adaptive Refilnement with Hierarchical B-splines,

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 735 740 327
rika Luciano: Fra tradizione e innovazione: |’Enciclopedia delle Matematiche |

elementari (1909-1949)| 334
[Suntol 334

Intervento: Erika Luciano, |
Fra tradizione e innovazione: I'Enciclopedia delle Matematiche Elementari
(1909-1949),

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 8177836| 335
IMarco Maggis: Dualita completa per misure di rischio dinamiche |
| quasiconvesse su moduli di variabili aleatorie] 356

Suntol 356

Intervento: Marco Maggis, |
The Dynamics of Risk Beyond Convexity, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 441-457| 357
|[Edoardo Mainini: Gradient flow di energie di interazione e applicazioni alla |
| superconduttivita] 375

Suntol 375
|[Enrico Manfredi: Gruppo di nodi e link in spazi lenticolari| 376

Suntol 376
|Vincenzo Mantova: Approssimazioni di Artin-Whaples con grado limitato |
| su varieta algebrichel 378

Suntol 378

Intervento: Vincenzo Mantova, |
Approssimazioni di Artin-Whaples con grado limitato su varieta algebriche, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 693697 378
|[Luca Motto Ros: Quasi-ordini x-Souslin| 384
Suntol 384
|Matteo Penegini: Sulle superfici di tipo generale con p, = ¢ = 2| 386
Suntol 386

[Intervento: Matteo Penegini

| On the Classification of Surfaces of General Type with Dy =q =2,




[Atti XIX Convegno U.M.L— Bologna, 12-17 settembre 2011 ix|

| Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 549-563] 387
|Federico Poloni: Un nuovo algoritmo per un sistema di equazioni quadratiche |
| nei branching processes| 403

Suntd 403

Intervento: Federico Poloni, |
| An Algorithm for Solving Systems of Quadratic Equations in Branching |
Processes, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 481-486) 404
|Marina Popolizio: Approssimazione numerica di funzioni di matrice per |
| equazioni differenziali frazionarie 411

Suntol 411

Intervento: Matina Popolizio, |
| Numerical Approximation ot Matrix Functions for Fractional Difterential |
Equations, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 793-815| 412
IMarco Prato: Un algoritmo di deconvoluzione per problemi di ricostruzione |
| di 1mmagini da Trasformata di Fourier| 436

Suntol 436

Intervento: Marco Prato, |
A Deconvolution Algorithm for Imaging Problems from Fourier Data, |

Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 389404 437
|[Fabio Pusateri: Risonanze ed esistenza globale per equazioni dispersive| 454
Suntol 454

Intervento: Fabio Pusateri, |
Space-Time Resonances and the Null Condition for Wave Equations, |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 513-529 455
|ISimone Scacchi: Precondizionatori paralleli a blocchi per il sistema |
[ Bidominio dell’elettrocardiologial 473

Suntol 473

Intervento: 5. Scacchi |
ocalable Block Preconditioners for the Parabolic-Elliptic Bidomain coupling |

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 699-714 474
|[Antonio Segatti: Funzionali WED per gradient flow in spazi metricy 491
Suntad 491

Intervento: Antonio Segatti

A Variational Approach to Gradient Flows in Metric Spaces,

Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 765-780 491
|Alfonso Sorrentino: Proprieta simplettiche e variazionali di sistemi |
[ hamiltoniani convessil 508

Suntol 508

Intervento: Alfonso Sorrentino, |
| A Vanational Approach to the Study of the Existence of Invariant |
Lagrangian Graphs, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 405440 509




X Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

|[Luca Spada: Dualita geometriche per la logica di Yukasiewicz| 546
Suntol 546
[Intervento: Luca Spada, |
Geometrical Dualities for fukasiewicz Logic, |
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 749-763) 547

|Antonio Tortora: [’applicazione che ad ogni elemento di un gruppo associa |

| la sua potenza n-esima) 564
Suntol 564
Intervento: Antonio Tortora, |
'I'he Power Mapping as Endomorphism of a Group, |
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 379387 564

|[Andrea Tosin: Un approccio multiscala alla dinamica delle folle mediante |

| misure che evolvono nel tempo) 575
Suntol 575
Intervento: Andrea Tosin, |

| Un approccio multiscala alla dinamica delle folle mediante misure che |
evolvono nel tempo |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 531-548) 576

IMaria Vallarino: Spazi di Hardy su gruppi a crescita esponenziale di volume595

Suntol 595
Intervento: Maria Vallarino |
Spazi di Hardy su gruppi a crescita esponenziale di volume, |
Bollettino U. M. 1. (9) VI (2013), 673—684) 596
|Flavia Ventriglia: Un approccio unificante per operatori nonlineari di tipo |
| Kantorovichl 609
Suntol 609
Intervento: Flavia Ventriglia, Gianluca Vinti,
A Unified Approach for Nonlinear Kantorovich- Lype Operators,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 715 724] 610
|Luigi Vezzoni: L’equazione di Calabi-Yau in Nilvarieta 621
Suntol 621
[Parte 3. Conferenze a cura della CIIMI 623
[Anna Baccaglini-Frank: Micromondi e "Mathematical Habits of Mind”| 624
Suntol 624
|Claudio Bernardi: La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie |
| ed esempi)| 626
Suntol 626
Intervento: Claudio Bernardi, |
| La dimostrazione nelle matematiche elementari: tipologie ed esempil 626
|Paolo Boero: | “comportamenti razionali” secondo Habermas in matematica |
| T b ol Tl 632
Suntol 632



Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 xi

ancesca Morselli: Argomentare e dimostrare nella scuola secondaria di |

primo grado: teoria e pratical 634

Suntol 634
[Parte 4. Comunicazioni| 635
ISezione 1 Analisi non lineare e sistemi dinamicil 636
|Alberto Abbondandolo: Fenomeni di squeezing e non-squeezing nelle |
L__dimensioni intermedief 637
|Pietro Baldi: Soluzioni periodiche di equazioni di Benjamin-Ono| 638
|Sara Barile: Sistemi ellittici di tipo Lane-Emden con peso in domini non |
[ Timitatil 639

[Massimiliano Berti: Soluzioni quasi-periodiche di EDP Hamiltoniane| 640
|[Luca Biasco: Soluzioni quasi-periodiche per I'equazione delle onde con |
| derivate spaziali nella nonlinearita 641
|Serena Dipierro: Concentrazione di soluzioni per un problema |
| singolarmente perturbato con condizioni di Neumann in domini non regolari642

[Veronica Felli: Metodi di monotonia per la classificazione dell’andamento |

asintotico locale di soluzioni di equazioni ellittiche e paraboliche 643
|IDavide L. Ferrario: Coreografie multiple di n-corpi, simmetrie e |
L__costellazioni di satellitil 644
|Alberto Ferrero: LEsistenza e stabilita di soluzioni intere per equazioni |
|__ellittiche del secondo e del quart’ordine| 645

[Gabriella Pinzari: Riduzione simplettica nel problema degli N corpi | 646
|Alessandro Portaluri: Dinamica globale per un problema singolare con |

L_wvincolo di simmetria diedralel 647
IMichela Procesi: Forma normale e soluzioni quasi-periodiche per |
|__l'equazione di Schrodinger non lineare| 648
[Enrico Valdinoci: Transizioni di fase e superfici minime (non)locali 649
[Sezione 2 Equazioni alle derivate parziali| 650
IMaria Emilia Amendola: Proprieta delle soluzioni di viscosita di alcune |
| equazioni ellittiche) 651

|Alessia Ascanelli: Il problema di Cauchy per equazioni di p-evoluzione| 652
|Paolo Baroni: Risultati di tipo Calderén-Zygmund per equazioni |

| paraboliche non lineari 653
|ISerena Boccia: Stime di tipo Schauder per soluzioni di sistemi parabolici |
L di ordine altal 654
IMarco Bramanti: Campi di Hormander non regolari e disuguglianza di |
| Poincaré 655
|Raffaela Capitanelli: Problemi di rinforzo per strutture frattaly 656
|Pierluigi Colli: Sistemi di Cahn-Hilliard viscosi per modelli di diftusione |
[di fasd 657
|Giovanni Cupini: Limitatezza locale di soluzioni di sistemi ellittici quasi |
[Tinearil 658

|Marcello D’ Abbicco: Alcuni risultati di Blow-up per Sistemi 2 per 2 659
|[Roberta D’Ambrosio: Risultati di immersione e compattezza in alcuni |

|__spazi di funzioni 660
[Francesco Della Pietra: Problemi ellittici fortemente degeneri all'infinito]661




xii Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

|Giuseppina di Blasio: Disuguaglianze tipo Szego-Weinberger per il primo |

autovalore dell’operatore di Hermite) 662
|Angelo Favini: Metodi perturbativi e problemi di identificazione per |
| equazioni differenziali degeneri] 663
|Fausto Ferrari: Sulla regolarita delle soluzioni di problemi a due fasi per |
|_operatori parabolici| 664

uglielmi: Stabilizzazione di sistemi di equazioni iperboliche

[ con condizioni al bordo miste mediante un unico feedback
|Annunziata Loiudice: Comportamento asintotico delle soluzioni di |

| problemi critici singolari su gruppi di Carnot| 666
|ISandra Lucente: Equazioni quasilineari di tipo onde in dominio esterno |
L__bidimensionalel 667
|ISara Monsurro: Una stima a priorl per operatori ellittici in spazi di |
| Sobolev con peso su aperti non limitati| 668
Marco Mughetti: Ipoellitticita e non Ipoellitticita per una somma di |
| quadrati di campi complessi| 669
|IBenedetta Noris: Soluzioni radiali positive di equazioni ellittiche |
| supercritiche con condizioni al bordo di Neumann]| 670

|Alessio Porretta: Sulla costruzione di funzioni p-armoniche in un cono| 671
|[Enrico Priola: L’effetto regolarizzante per equazioni paraboliche |

| completamente non lineari con coefficienti singolari| 672
|Giovanni Taglialatela: Propagazione dell’analiticita per le soluzioni di un |
|__sistema debolmente iperbolico non lineare| 673
| spazi di Zygmund e la disuguaglianza di Adams| 674
IMaria Carla Tesi: Un modello qualitativo elementare per la diffusione e |
| T'aggregazione della f-amiloide nella malattia di Alzheimer| 675
IBruno Volzone: Metodi di simmetrizzazione per operatori ellittici con |
| Laplaciano frazionario 676
|Gabriella Zecca: Sulla continuita di soluzioni di equazioni ellittiche |
| degeneri nel piano| 677
[Sezione 3 Equazioni difterenziali ordinarie] 678
Irene Benedetti: Inclusioni differenziali semilineari senza ipotesi di |
679
|Gabriele Bonanno: Analisi Variazionale ed Applicazioni a Problemi |
L__Differenziali Non [inearil 680
|Alessandro Calamai: Oscillazioni forzate per equazioni di moto vincolato |
| con ritardo infinito e applicazioni al pendolo sterico| 681
|[Pasquale Candito: Un nuovo approccio nello studio della molteplicita di |
| soluzioni per un problema non lineare| 682
|Anna Capietto: Alcune osservazioni sul teorema di Mather e sugli insiem1 |
| di Aubry-Mather| 683
|Antonia Chinni: Esistenza di tre soluzioni per un problema di Dirichlet |
| ordinario con p(x)-Laplaciano| 684
|Maurizio Garrione: Risultati di esistenza e molteplicita per sistemi |
| nonlinear1 piani in risonanzal 685

|IRoberto Livrea: Esistenza e molteplicita di soluzioni periodiche per una |

[classe di sistemi Hamiltoniani 636




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 xiii

|[Luisa Malaguti: FEquazioni di evoluzione multivoche semilineari con |
| argomenti ritardati contenuti nel termine nonlineare| 687
|ISerena Matucci: Esistenza e sviluppo asintotico delle soluzioni decrescenti |
| per sistemi di equazioni differenziali nonlineari del secondo ordine accoppiatel688
|Giovanni Molica Bisci: Alcuni risultati di esistenza per certe classi di |
| problemi variazionali| 689
[Franco Obersnel': Soluzioni eterocline per I'equazione della curvatura |

690

|Pierpaolo Omari: Soluzioni periodiche dell’equazione della curvatura |

691

|Duccio Papini: Soluzioni periodiche di equazioni differenziali non-lineari |

|__con condizioni al bordo oblique| 692
[Pasquale F. Pizzimenti: Soluzioni positive per problemi differenziali non |

[Tineard 693
Pacla Rubbioni Tid T i ] Tocal |
| spazi di Banach| 694

[Angela Sciammetta: Su problemi di Neumann con p-Laplaciano| 695

arco Spadini: Oscillazioni forzate su una classe di varieta differenziabili

| definite implicitamente) 696
|Valentina Taddei: Inclusioni semilineari di evoluzione con regolarita |

| debole: teoremi di esistenza e applicazioni| 697
|Elisabetta Tornatore: Esistenza e molteplicita di soluzioni per problemi |
L__differenziali non lineari con condizioni miste 698
|[Fabio Zanolin: Punti fissi per funzioni della corona circolare e applicazion1 |

| a sistemi piani non conservativi| 699
[Sezione 4 Calcolo delle variazioni, teoria del controllo e ottimizzazione| 700
[Fabio Bagagiolo: Su di un problema di visita ottimal 701
|[Annalisa Baldi: Un approccio variazionale alle forme differenziali in |

| gruppi di Carnot| 702
|Luigi D’Onofrio: Mappe di Sobolev Anisotrope| 703
|IRoberta De Asmundis: Modelli matematici per "'apprendimento |
|__supervisionato con applicazione alla classificazione incrementale| 704
[Giuseppe Floridia: Controllabilita moltiplicativa approssimata di |

| equazioni paraboliche degeneri con applicazioni alla climatologia) 705
INunzia Gavitone: La disuguaglianza isoperimetrica relativa nel piano: il |

[ caso anisotropo] 706
|[Luca Lussardi: Sui limiti di perimetri non locali 707
aniele Morbidelli: Disuguaglianza di Poincaré per famiglie s-involutive |

| di campi vettorialif 708
|Elvira Zappale: Riduzione di dimensione per funzionali supremali| 709
ISezione 5 Analisi realel 710
|Laura Angeloni: Su un nuovo concetto di variazione multidimensionale e |

| alcuni risultati di convergenzal 711
|Giuseppina Barbieri: Il teorema di Dieudonné| 712
|Loredana Biacino: Densita del grafico di una funzione holderianal 713

[Ingrid Carbone: Successioni di punti uniformemente distribuiti in [0, 1] |
| aventi bassa discrepanzal 714




xiv Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

|[Danilo Costarelli: Operatori Sampling-Kantorovich multidimensionali e |

[applicazioni all' Image Processing 715
Margherita Fochi: Equazioni funzionali su dominio ristretto negli spazi |
[normafi 716
|Maria Infusino: Discrepanza di successioni di Kakutani generalizzate| 717
Ilaria Mantellini: Formule asintotiche per operatori di convoluzione alla |

[ Mellinl 718
|Calogero Vetro: Sulle condizioni contrattive di tipo integrale| 719
|Gianluca Vinti: Un approccio unificante per la convergenza di operatori |

| linear1 di tipo "sampling”| 720
[Paolo Vitolo: Misure su strutture non-booleanel 721
|Aljosa Vol¢i¢: Sul problema di Gruber riguardante la distribuzione |
L uniforme sulla sferal 722
|[Hans Weber: Decomposizione di misure a valori in [-gruppi 723
|Luca Zampogni: Risultati di convergenza per operatori lineari di tipo |
724

[>ezione 6 Analisi armonica e analisi funzionalel 725
INicola Arcozzi: Capacita d’insiemi: diadica e non| 726
|[Andrea Carbonaro: Funzione di Bellman e stime lineari indipendenti |

| dalla dimensione in un teorema di D. Bakry| 727
|[Fabrizio Colombo: Un nuovo calcolo funzionale per n-uple di operatori |
L_non necessariamente commutanti | 728
|[Fausto di Biase: Sulla ottimalita delle regioni di Stolz nel teorema di |
[Fatoul 729
|Giacomo Gigante: Formule di quadratura e distribuzioni di punti su |
[_varietd compatte] 730

[Davide Guidetti: Determinazione del termine di sorgente in unequazione |
| parabolica astratta da un integrale nella variabile temporale della soluzione| 731

IM. Gabriella Kuhn: Rappresentazioni di gruppi iperbolici 732
|[Roberta Schiattarella: Composizione di mappe bi-Sobolev| 733
[Marianna Tavernise: ComEattezza in spazi di funzioni [ —sem1normat1| 734
— = > = : w3l 735

Veromca Umanita: Decoerenza per semigruppi positivi su Mo (C)| 736
Sara Volpi: Convergenza puntuale delle medie di Bochner-Riesz in spazi |
[—di Sobolev] 737
[Sezione 7 Calcolo delle probabilita e statistica matematical 738
|[Federico Bassetti: Vettori di misure aleatorie dipendenti per inferenza |
739
|Patrizia Berti: Misure martingala equivalenti finitamente additive| 740
|Alessandra Cretarola: Minimizzazione locale del rischio sotto 'approccio |
[_benchmarkl 741
|IStefano Favaro: Sul concetto di o-diversita per partizioni aleatorie |

| scambiabili di tipo Ewens-Pitman| 742
|Alberto Lanconelli: Prodotto di Wick, convoluzione e somme di variabili |

| aleatorie indipendenti| 743

|Antonio Lijoi: Inferenza bayesiana con misure di probabilitd aleatorie |

|_dipendenti 744




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 XV

[Valentina Mameli: Una generalizzazione della distribuzione skew-normal: |

[Ta Beta skew-normall 745
|IDomenico Marinucci: Il comportamento asintotico per gli “excursion |
| sets” di autofunzioni Gaussiane del Laplaciano sulla steral 746

Monica Musio: Un approccio geometrico alla sensitivita locale bayesianal 747
|IBernardo Nipoti: Una costruzione di vettori di hazard rate aleatori |

[ dipendenti 748

[Barbara Pacchiarotti: Grandi deviazioni per ponti di processi Gaussiani |

[—condizionatil 749
|[Andrea Pascucci: Equazioni di Kolmogorov nella valutazione di derivati |
| finanziari di tipo Asiatico| 750

[Igor Priinster: Modelli mistura per hazard rates: alcuni risultati limite] 751
1etro Rigo: Successioni scambiabili guidate da una misura aleatoria |

L_assolutamente continual 752
|[Emanuela Rosazza Gianin: Misure di rischio di Haezendonck e quantili |
i Onficz 753
IMatteo Ruggiero: Processi di a-diversita e diffusioni GGaussiane inverse |
L_normalizzatel 754
|Carlo Sempi: Teorema di Sklar: una nuova dimostrazione) 755
|Giulio Trombetta: Curve di aggiustamento per responsi binari associati a |

[ processi stocastici 756
Ibezione 8 Iisica matematical 757
|Paolo Aschieri: Quantizzazione per deformazione e geometria differenziale |
[Riemanniana noncommutatival 758
|ISandra Carillo: Equazioni non lineari di evoluzione in spazi di Banach e |
[__trasformazioni di Backlund| 759
|Claudio Giberti: Stabilita per perturbazioni nei vetri di spin| 760
|[Annalisa Marzuoli: Algoritmi quantistici per invarianti geometrici| 761
|Valter Moretti: Radiazione di Hawking ed effetto tunnel: un approccio |

| basato sulla teoria algebrica dei campi 762
|Chiara Pagani: Fibrati ed istantoni in geometria non-commutatival 763
Fabio Perroni: Orbifolds in Geometria ed in Fisi 764
|[Eugenio Regazzini: Proprieta asintotiche di soluzioni di equazioni |
L cinetiche e teorema centrale del limitel 765
|Alessandro Tanzini: Quantizzazione del sistema di Hitchin e modelli di |

| matrice generalizzati| 766
[Sezione 9 Modelli matematici e applicazioni 767
|Gian Luigi Agnoli: Aspetto lagrangiano per alcuni problemi della biologia |
768

|Carlo Banfi: Un’ipotesi alternativa per la conduzione del calore] 769
arzia Bisi: Modelli cinetici per ["analisi di economie di mercat 770
IMargherita Carletti: Analisi di incertezza e sensitivita per un modello |

| stocastico di risposta immunitaria con memoria nell'uomo| 771
|[Andrea Cerri: Un nuovo algoritmo sul calcolo della distanza di matching |

| 2-dimensionale per il confronto di forme] 772

Fernanda D’Ippoliti: Valutazione di opziom1 Europee ed Americane con
| dividendi discreti in un modello a volatilitd stocastica e saltil 773




xvi Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

|Giulia Deolmi: Studio di un problema inverso parabolico di convezione- |

[ diffusione-reazionel 774

1 1. > - ! 775

|Giulia Giantesio: Moto obliquo con un punto di ristagno per un fluido |

| Newtoniano immerso in un campo elettromagneticol 776

Rosanna Manzo: Un modello continuo-discreto di reti di produzione it
1lippo Notarnicola: Simulazione di un modello per la biodegradazione

| di inquinanti nel sottosuolo| 778

IGiovanni Pallotti: Modellistica di circolazione cardiovascolarel 779

|Matteo Pischiutta: Un modello matematico per il movimento di dune |

L_desertiche formate da una mistura di sabbiel 780

IMaria Alessandra Ragusa: Regolarita per i flussi di cristalli liquidi |

[Chemafic 781

[Sezione 10 Metodi numerici per le equazioni differenziali ordinarie| 782

IDimitri Breda: Discretizzazione numerica di famiglie di evoluzione per |

| equazioni differenziali con ritardo non autonome| 783

|Angelamaria Cardone: Metodi Generali Lineari di tipo Nordsieck con |

| stabilitd quadratical 784

Raffaele D’A 10: Metod a ari alta 1
| conservativi per la risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordinarie|[785
|Nicoletta Del Buono: Localizzazione delle aree di crossing e di sliding in |

L_sistem1 dinamicl discontinuil 786
|Elena Esposito: Metodi Generali Lineari per Equazioni Differenziali |
[Ordinarie del Secondo Ordine 787
|[Roberto Garrappa: Integratori di tipo esponenziale per problemi |
[frazionaril 788
|IStefano Maset: Risoluzione numerica di problemi al contorno per |
| equazioni differenziali funzionali neutrali 789
[Sezione 11 Teoria dell’approssimazione]| 790
|Vittoria Bruni: Alcune proprieta della trasformata wavelet discreta |
| razionale e sue applicazioni | 791
Mirella Cappelletti Montano: Cj-semigruppi associati ad una |
| generalizzazione degli operatori di Kantorovich sull’ipercubol 792
|Costanza Conti: Schemi di suddivisione stazionari e non-stazionari per la |
| generazione di curve| 793
|[Filomena Di Tommaso: Su una combinazione dell’operatore di Shepard |
| con polinomi di interpolazione di Hermite| 794
|[Francesca Pitolli: Uno schema numerico efficiente per la localizzazione di |
|__sorgenti neuroelettriche| 795
[Cucia Romani: Schemi di suddivisione interpolatori e loro strategie |
[cosfrutfive 796
[Sezione 12 Algebra lineare numerica e ottimizzazione| 797
[Antonio Arico: Un solutore veloce per sistemi lineari con struttura di |
798

|Paola Boito: Proprieta di decadimento di funzioni di matrici: |
| un’applicazione al calcolo di strutture elettroniche] 799




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 xvii

Silvia Bonettini: Un metodo extragradiente per la ricostruzione di

immagini mediante regolarizzazione con la funzione di Variazione Totale 800
|[Enrico Bozzo: Una relazione tra Singular Spectrum Analysis ed analisi di |

[Fourier 801
|Valentina De Simone: Precondizionator: paralleli multilivello per |
|__problemi di controllo ottimo | 802
1anna M. Del Corso: Riduzioni unitarie a forme compatte: una |
L__trattazione unificantel 803
IMarco Donatelli: Operatori di aggregazione per metodi multigrid| 804
|Claudio Estatico: Regolarizzazione nonlineare in spazi di Banach nella |

| ricostruzione di immagini| 805
[Stefano Fanelli: Metodi di Tipo-Gradiente: un Approccio Unificato per la |
[Scienza del Calcolo e T'Analisi Numerical 806
Ivan Gerace: Metodi di regolarizzazione per il problema della separazione |

| cileca di componenti da fronte-retro di documenti| 807
|IBruno lannazzo: Tecniche di shift per equazioni matriciali 808
|Germana Landi: Metodi numerici per problemi di minimo vincolato nella |

| ricostruzione di immagini| 809
[Jacopo Lanzoni: Crescita della norma e pseudospettri per discretizzazioni |

| di tipo PML di sistemi aperti| 810
|Serena Morigi: Metodi di alternanza basati su sottospazi di Krylov per la |

| ricostruzione di immagini 811
|Vanni Noferini: [’applicazione del metodo di Ehrlich-Aberth a problemi |

| polinomiali agli autovalori| 812
|Margherita Porcelli: Regole di aggiornamento del parametro di penalita |

| nel metodi di ottimizzazione con modelli regolarizzaty 813
|Giuseppe Rodriguez: ldentificazione di parametri nella inversione |
|__numerica della trasformata di Laplace con dati reali 814
[Valeria Simoncini: Metodi avanzati di tipo proiettivo per la risoluzione |

| dell’equazione algebrica di Lyapunov] 815
|IRiccardo Zanella: Metodi di ottimizzazione vincolata per la ricostruzione |

| di immagini su sistemi multicore 816
[Sezione 13 Metodi numerici per le equazioni alle derivate parzialif 817
|Alessandra Aimi: Un metodo BEM energetico di tipo Galerkin per |

| problemi di propagazione di onde] 818

|[Francesca Bonizzoni: Equazioni dei momenti per la formulazione mista |
[ del problema dell’'Hodge Laplacian con forzante stocastical 819
[Sebastiano Boscarino: Metodi Impliciti-Espliciti (IMEX) Runge-Kutta |
| per sistemi iperbolici con rilassamento diffusivo stiff | 820
|[Elisabetta Carlini: Uno schema Semi-Lagrangiano per ['equazione AMS5|821
INicola Cavallini: Approccio agli Elementi Finiti per I'lmmersed Boundary |

[ Method 822
|Alessio Fumagalli: Modelli ridotti per flussi in mezzi porosi fratturati con |
| griglie di calcolo non conformil 823
|Francesca Gardini: Conservazione della massa per "approssimazione agli |
| elementi finiti del problema di Stokes| 824

|JAnnamaria Mazzia: Metodi meshless di tipo radiale-tensoriale applicati |

[alla risoluzione del problema di Poisson] 825




xviii Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Marco Restelli: Metodi semi-Lagrangiani agli elementi discontinui 826
atteo Semplice: La produzione numerica di entropia: un indicatore
| d’errore per leggi di conservazione] 827
|Lorenzo Tamellini: Approssimazione polinomiale di EDP ellittiche con |
L_coefficienti stocasticll 828
[Francesca Tantardini: La proiezione L° nella discretizzazione |
| dell’equazione del calore| 829
|Sezione 14 Algebral 830
|Paolo Bravi: La classificazione delle varieta magnifiche) 831
|Giovanni Cerulli Irelli: Positivita nelle algebre cluster| 832

|Vincenzo De Filippis: Identita con a-Derivazioni Generalizzate in Anelli |

|__Primi e Semiprimi| 833

Alice Fabbri: Domini Vacantil 834
|Carmela Ferro: Funzioni di Hilbert e numeri di Betti di ideali lessicografici |

| inversi nell’algebra esternal 835
|Gabriele Fusacchia: Moduli iniettivi e star-operazioni| 836
[Maurizio Imbesi: Grafi con cappi e invarianti| 837
[Monica La Barbiera: Algebra simmetrica di ideall associati a graf 838
|Patrizia Longobardi: Su di un problema riguardante 1 gruppi ordinati 839
|Mario Marietti: La congettura di Dyer-Lusztig| 840
|Alice Pavarin: Preantipodi per dual-quasi bialgebre| 841
|Gilovanni Scudo: Derivazioni Generalizzate in Anelli Primi ed Algebre di |
[Banachl 842
|Paola Lea Stagliano: s-Successioni e moduli monomiali 843
IMaria Tota: Gruppi con sottogruppi non-normali risolubili 844
lbezione 15 Combinatorical 845
|Arrigo Bonisoli: Disegni 1 cui blocchi sono grafi| 846
|ISimona Bonvicini: Ricoprimenti di grafi cubici con matching di cardinalita |
[fissafal 847
|Daniela Emma: Piani di traslazione associati a ovoidi Ag-invarianti della |

| quadrica di Klein| 848
Michel Lavrauw: Semicorpi di skew polynomial rings| 849
|[Fiorenza Morini: Quasianelli planari circolari: aspetti geometrici e |
L__combinatoricil 850
|[Fernanda Pambianco: Archi in piani proiettivi| 851
|Claudio Perelli Cippo: Involuzioni semplici che evitano certi motivi| 852
IGloria Rinaldi: Problema di Oberwolfach: soluzioni con simmetrial 853
|Beatrice Ruini: [’'indice cromatico H-automorfo di un grafo| 854
[>ezione 16 Topologia e geometria differenziale| 855
ennaro Amendola: Superfici di Dehn e 3-varieta chiuse| 856
|Gianluca Bande: Alcuni risultati sulle coppie di contatto metriche] 857
|ISilvia Benvenuti: Branchfolds, varieta coniche razionali e 1l problema di |

| Cheeger-Simons| 858
|Letizia Brunetti: Proiezioni di g.f.f-strutture indefinite] 859

[Angelo V. Caldarella: Sommersioni semi-Riemanniane e condizioni di |
[ Ossermann speciali su f-varietd] 860




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 xix

|Giovanni Calvaruso: Solitoni di Ricci pseudo-Riemanniani 861
[Andrei Catalioto: Funzioni H-chiuse, U-chiuse, minimal Hausdorff e |
| minimal Urysohn| 862
|Alessia Cattabriga: Polinomio di Alexander di tangle| 863

INicola Ciccoli: Quantizzazione geometrica di strutture di Poisson |

|__omogenee non regolari| 864

[Paola Cristofori: Stime della complessita di Matveev di una g-varieta: |

[ diagrammi di Heegaard generalizzati e grafi colorati] 865

|IBarbara D1 Fabio: Formule di Mayer-Vietoris per 'omologia persistente| 866
|Luigia D1 Terlizzi: Una sottoclasse delle K-varieta) 867
|Giulia Dileo: Varieta pseudohermitiane generalizzate) 868
[Roberto Frigerio: Rigidita per varieta senza curvatura negativa) 869
[Antonio Lotta: Mefriche ammissibili su varieta di contattd 870
IStefano Montaldo: Sulla classificazione delle sottovarieta biarmonichel 871

|Paola Piu: Strutture riemanniane ['-simmetriche del gruppo di Heisenbergl872

[Sezione 17 Geometria complessal 873
|Daniele Angella: Scomposizione in coomologia per varieta quasi-complesse|874
|Leandro Arosio: Aspetti geometrici della teoria di Loewner| 875
|Cinzia Bisi: Tor1 Quaternionici e loro Spazio di Modulj| 876
[Antonio J. Di Scala: Una dimostrazione breve del teorema di |

[ Karpelevich-Mostow]| 877
|Andrea Iannuzzi: Iperbolicita dei fibrati in dischi puntati SU (2)-invarianti |

| e di Stein sulla quadrica affine complessa) 878
|Costantino Medori: Quadriche CR con speciali proprieta di simmetria] 879
[Jasmin Raissy: Forme normali in dinamica olomortal 880
|Federico Alberto Rossi: Deformazioni di D-strutture ed esempi 881

rene Sabadini: Teoremi di dualita per funzioni slice iperolomor 882
[Alberto Saracco: Misure di Carleson e successionl uniformemente discrete |

| in domini fortemente pseudoconvessi| 883
|Caterina Stoppato: Nuovi sviluppi in serie per funzioni quaternioniche |

[Tegolari] 884
|Adriano Tomassini: Strutture quasi-complesse su spazi omogenei e loro |

| proprieta coomologiche] 885

[Sezione 18 Geometria algebrica) 886
|[Fabrizio Andreatta: Sottovarieta localmente simmetriche nel luogo di |

[Torelli] 887
|Cristina Bertone: Schemi di Hilbert e aperti di Borel| 888

IMichele Bolognesi: Categorie derivate e razionalita di fibrati in coniche| 889
|Maria Chiara Brambilla: Varieta delle secanti a varieta di Segre- Veronesel890
|Alberto Calabri: Sulle curve piane contratte da trasformazioni di |

[_Cremonal 891
[Alberto Canonaco: Funtori di Fourier-Mukai: non unicital 892
|Cinzia Casagrande: Un nuovo invariante delle varieta di Fano| 893
|Luca Chiantini: Metodi geometrici per lo studio della rappresentazione di |

| tensori e polinomi| 894
|Ciro Ciliberto: Rigate ed iperbolicital 895

[Pietro De Poi: Apolarita per curve sottocanoniche) 896




XX Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I.

Lorenzo Di Biagio: Luoghi base asintotici per varieta singolari 897
oberta Di Gennaro: Liaison e Condizioni di Cohen-Macaulaycita 898
|Daniele Faenzi: Teorema di Torelli per configurazioni di iperpiani 899
Claudio Fontanari: Un ricoprimento aperto affine di M, per g < | 900
arco Franciosi: Il teorema di Clifford per curve semistabili| 901

aola Frediani: Mappa di Prym e mappe gaussiane| 902
[Concettina Galati: Su famiglie di curve singolari su superfici KJ| 903
[ATice Garbagnati: Automorfismi di superfici Ko 904
IMargherita Guida: Configurazioni di rette di P%;: generatori e proprieta |

[ di Cohen-Macaulay]| 905
|Valeria Ornella Marcucci: Sul genere di una curva in una varieta |
[ Jacobianal 906
|Carla Novelli: Varieta proiettive che contengono uno spazio lineare con |
L fibrato normale nefl 907
[Gianl Occhetta: Fibrati vettoriali uniformi su varieta di Fanol 908
|Giorgio Ottaviani: Equazioni per tensori di rango limitato e varieta |
[secanfil 909
|IRita Pardini: Curve su superfici irregolari 910
|IRoberto Pignatelli: Deformazioni di Burniat terziarie| 911
[Paolo Stellari: Funtori di Fourier-Mukai: esistenzal 912
|[Elisa Tenni: Il Teorema di Clifford per curve Gorenstein| 913
ISofia Tirabassi: Mappa tetracanonica di una varieta di dimensione di |
|__Albanese massima e di tipo generale 914
[Francesca Vetro: Componenti Irriducibili di Spazi di Hurwitz) 915
Sezione 19 Logica matematical 916

|Alessandro Andretta: La complessita del Teorema di Densita di Lebesgue917
|IStefano Baratella: Proprieta di inviluppi nonstandard di C*-algebre| 918

019
|Gilovanni Curi: Risultati di indipendenza in teoria costruttiva degli insiemi |
920
[Paola D”Aquino: Parti intere di campi reali chiusi| 921
Mauro Di Nasso: Somme di insiemi di interi con densita positival 922
Vincenzo Dimonte: Insiemi Icaro ed immersionl elementaril 923
|[Anna Rita Ferraioli: Classificazione delle MV-algebre mediante fasci| 924
|[Antongiulio Fornasiero: Lispansioni dei reali che non definiscono i numeri |
[Cnaturalil 925
IMarco Forti: Insiemi equipotenti sono davvero equinumeros:? Aristotele- |

) - Vi 926

|Paolo Gentilini: Introduzione di una logica paraconsistente costruttiva e |
L_de1 sistemi aritmeticl su essa basatl 927
ISonia L’Innocente: Algebre di Lie e Algebre Quantizzate: il ruolo |

| dell’esponenziazione] 928
Maria Emilia Maietti: Fondazione a piu livelli per la matematica |
[cosfrutfival 929
|IRuggero Pagnan: Fibrazioni concrete] 930
Giuseppe Rosolini: Quozienti, stack e iperdottrine 931

arlo Toffalori: Reticoli generalizzati su anelli alla Dedekind loca 932




Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011 xxi

bezione 20 Teoria del numerll 933
[Jung Kyu Canci: Buona riduzione per endomorfismi di P! 934
|ISara Checcoli: Campi di numer1 algebrici con gradi locali limitati 935
|Giovanni Coppola: Aspetti elementari del metodo della Dispersione e del |

| Crivello Largo| 936

|Alessandro Languasco: Una formula esplicita per 1 numer: di Goldbach| 937

n criterio di irriducibilita per rappresentazioni

["ed applicazioni aritmetiche| 938

|Raffaele Marcovecchio: Misure d’irrazionalita e di non-quadraticita di |

| logaritmi di numeri razionali ed algebrici| 939
|Giuseppe Molteni: Congruenze soddistatte dal numero di rappresentazioni |
|_di 2% come somma di k potenze di due] 940
[Caura Paladino: Divisibilita locale-globale nei gruppi algebrici |
[commutafivi 941
|[Francesco Pappalardi: Sull’esponente del gruppo dei punti di una curva |
| ellittica su un campo finito| 942

|Giulio Peruginelli: Punti quasi-interi su componenti lineari di curve a |
[ variabili separabilj] 943
|Antonella Rossi: Un risultato condizionale sul problema di Goldbach- |
[Linnik 944
[Valentina Settimi: Norma L“ di somme esponenziali su quadrati di primil945
|[Francesco Veneziano: Punti interi quadratici su curve di genere 1 definite |
|__da una doppia equazione di Pell 946
[Stefano Vigni: Risultati recenti sull’aritmetica dei punti di Darmon| 947
|Alessandro Zaccagnini: Correlazione fra gli zeri della funzione zeta e |

| numeri primi negli intervalli cortj| 948
ISezione 21 Storia della matematical 949
[Sandro Caparrini: Alle origini della fisica teorica: la corrispondenza ira |
[ T. Levi-Civita e A. Righi (1901-1920)| 950
|Cinzia Cerroni: Dai complessi agli ipercomplessi nella meta dell’ottocentol951
[Luca Dell’ Aglio: Teoria delle omografie e calcolo tensoriale| 952
eronica Gavagna: L’edizione critica degli Elementorum compendia di |
|__Francesco Maurolicol 953
|Livia Giacardi: Le lettere di Beltrami a Betti, Tardy e Gherardi 954
lolanda Nagliati: Le prime ricerche algebriche di Enrico Betti 955
INicla Palladino: La "costruzione" di una nazione: la corrispondenza |
|__politica e matematica durante I'unificazione dell’Italia) 956
ara Silvia Roero: Universita di Torino, Risorgimento e Unita d’ltalia: |

| 'impegno dei matematici| 957
|Luciana Zuccheri: Sull'insegnamento dell’Analisi agli inizi del "900| 958
Sz o Didattea dal = 959
|Chiara Andra: Tirare a caso nei test a risposta multipla: la peculiarita |
L delle domande di matematical 960
|Cristina Coppola: Invenzione e manipolazione di un linguaggio |

| socialmente condiviso in classi di scuola primarial 961
[Maria Flavia Mammana: Genesi e sviluppo di una ricerca didattica) 962

[Piera Manara: Sistemi polinomiali e basi di Grobner: una sperimentazione |




pexii Bologna, 12-17 settembre 2011—Atti XIX Convegno U.M.I|

[—didatfical 963
|Alberto Marini: Materiale per approcci costruttivi alla matematical 964
|[Francesca Martignone: Laboratori delle Macchine Matematiche per |

| I"Emilia Romagna) 965
Michela Maschietto: Strumenti per la rappresentazione del numeri: |

|__un’esperienza didattica con la "pascalina’ Zero+1| 966
[Cuigi Menna: Problem solving: 1l ruolo del contesto del problema e degli |

L_strumenti da utilizzarel 967
[Tiziana Pacelli: Coordinamento semiotico: una proposta didattica) 968
[Michele Pertichino: Un modello per la formazione permanente degli |

| Insegnanti di matematical 969

|George Santi: Integrare teorie in didattica della matematica: oggetti |

[ matematici, significato e rappresentazioni| 970

|[Annarosa Serpe: Impreparati in matematica, fino a che punto?| 971
|Luigi Tomasi: La matematica nel riordino della Scuola secondaria di 11 |
| erado: osservazioni didattiche 972
IF. S. Tortoriello: Il programma Geologic: una sperimentazione didattica |
| per la risoluzione di triangoli rettangoli | 973

|Giancarlo Travaglini: Sulla preparazione alla matematica universitaria| 974

Indice analiticol 975



Saluti

Saluto Presidente Comitato Organizzatore, Prof. Ermanno Lanconelli

Mlustri Colleghi, Magnifico Rettore, graditi Ospiti, Signore e Signori,
ho l'onore e il piacere di porgere a tutti voi, a nome del Comitato Organizza-
tore, il piu cordiale benvenuto a questa cerimonia inaugurale del XIX Congresso
dell’Unione Matematica Italiana.

Nell’Aprile del 1940, quindi piu di settanta anni fa, i matematici italiani si erano
gia riuniti qui, a Bologna, per il secondo Congresso della loro Unione. Ma fu quella
una edizione che non si svolse in un clima pienamente proficuo per una manifesta-
zione scientifica. Spirava aria di guerra: una consistente parte d’Europa vi era gia
coinvolta, e di li a poco vi sarebbe entrata anche I'Italia. La comunita matematica
italiana risultava inoltre impoverita dal recente allontanamento dall’Universita, a
seguito delle leggi razziali, di vari, eminenti matematici.

Quello che si inaugura oggi € il primo Congresso dell’Unione Matematica Ita-
liana che si celebra a Bologna da allora.

Ma va subito ricordato che ’'UMI, ’Unione Matematica Italiana, nata con lo
scopo di seguire, promuovere e divulgare lo sviluppo delle Scienze Matematiche e
delle loro applicazioni, ¢ a Bologna che ha la propria sede istituzionale. La sua
presenza nella nostra Universita é stata quindi costante, ininterrotta, sin dal 1922,
anno della sua fondazione ad opera di Salvatore Pincherle allora—Ilo era dal 1880
e lo fu sino al 1928—professore a Bologna. Fu Salvatore Pincherle, insieme con
Cesare Arzela, e Luigi Donati, ad attuare quella grande rinascita della matematica
bolognese auspicata, e di fatto avviata da Luigi Cremona, all'indomani di quella
unificazione italiana della quale si stanno celebrando, in questo 2011, i 150 anni.

E fu ancora Salvatore Pincherle, con la neonata Unione Matematica Italiana,
ad organizzare, qui a Bologna, quel grande evento scientifico, che fu il Congresso
Internazionale dei Matematici del 1928.

Quel Congresso segno un grande successo organizzativo—vi parteciparono 1200
matematici di ogni parte del mondo—ma fu un successo anche politico: per la prima
volta dopo la fine del primo conflitto mondiale, ad un Congresso internazionale prese
parte una delegazione di matematici tedeschi, fino ad allora esclusi a seguito delle
lacerazioni provocate dalla guerra.

Pincherle fece rivolgere 'invito a quei matematici direttamente dall’Universita
di Bologna la piu antica della cristianita—sono parole testuali di Pincherle—che
gode da secoli di una fama indiscutibile e che per questo si é ritenuta autorizzata ad
assumerne 'organizzazione [del Congresso| e di invitarvi gli scienziati del mondo
intero, ribadendo cosi il valore universale della ricerca.

Spinti da questi impegntivi precedenti, e ben consapevoli della responsabilita
che ci stavamo assumendo nei confronti della comunita matematica nazionale, ci
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siamo predisposti all’Organizzazione di questo Congresso, dopo che gli organi diret-
tivi dell’lUMI ce ne avevano affidato il compito. Compito gravoso, anche se da noi
stessi auspicato, e in massima parte sostenuto con lucidita ed efficacia dal nostro
collega, ed amico, Giovanni Dore. A lui devono andare i maggiori ringraziamenti
per la messa in opera della complessa macchina organizzativa del Congresso.

Ringraziamenti doverosi vanno anche a quanti, nel comitato organizzatore,
hanno lavorato con impegno e passione affinché tutto potesse andare a buon fine.

Un ringraziamento particolare va poi ai diversi collaboratori del personale tecni-
co amministrativo del Dipartimento di Matematica, nonché alla segreteria dell’UMI,
per il grande e accurato lavoro svolto per il Congresso.

A nome del Comitato Organizzatore, devo poi esprimere la mia gratitudine alle
istituzioni e alle associazioni che ci hanno elargito preziosi contributi finananziari:

la Cassa di Risparmio di Bologna

I’Azienda di Promozione Turistica, dell’Emilia Romagna

la Facolta di Scienze Matematiche,Fisiche e Naturali di Bologna

il nostro Dipartimento di Matematica

I’associazione MENSA Ttalia

il Rotary Club, al quale dobbiamo anche la partecipazione di alcuni allievi
di scuole secondrie superiori

Per le loro sponsorizzazioni, accompagnate a volte da supporti finanziari, ringra-
ziamo

e Le aziende Adalta e MathWorks
e Le case editrici Aboca, Mc Grow Hill e Springer

Alla casa editrice Zanichelli desidero rivolgere un rigraziamento particolarmente
sentito per la ristampa dell’opera di Salvatore Pincherle e Ugo Amaldi Le ope-
razioni distributive e le loro applicazioni all’analisi, offerta in omaggio a tutti i
partecipanti al Congresso. La stessa casa editrice ha voluto inoltre offrirci, con
ulteriore generosita, la stampa dell’opuscolo del programma.

Esprimo infine il nostro compiacimento per il Patrocinio concesso dalla Regione
Emilia Romagna in considerazione dell’alto valore scientifico del nostro evento.

Al Congresso risultano iscritti 550 matematici provevineti da tutte le Univer-
sita italiane, e da Centri di Ricerca. Fra questi molti giovani, o giovanissimi, la
cui partecipazione abbiamo cercato di favorire indirizzandoli, per il loro soggiorno,
presso le varie residenze universitarie riservateci dalla nostra Universita.

Il programma scientifico prevede 17 Conferenze generali e circa 340 Comunica-
zioni distribuite in 22 diverse Sezioni. Di queste Comunicazioni 28 sono da trenta
minuti, e sono riservate a giovani matematici di eta non superiore ai 33 anni. In pro-
gramma vi sono poi 4 Conferenze a cura della CIIM (la Commissione Italiana per
I'Insegnamento della Matematica), e 3 tavole rotonde su argomenti di particolare ri-
lievo e attualita : La valutazione della ricerca sientifica in Italia, Le nuove frontiere
delle applicazioni della Mateamtica, La matematica e l'accesso all’Universita.

Al Comitato Scientifico del Congresso, ai Conferenzieri, a quanti presenteranno
le comunicazioni, ai coordinatori delle sezioni e delle tavole rotonde, va ovviamente
la nostra riconoscenza: a loro si dovra la vera riuscita, scientifica e culturale, del
Congresso.

Accanto a quello scientifico, il nostro programma prevede alcune iniziative so-
ciali: un concerto d’organo, la proiezione del film “Proof - La prova”, una cena
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sociale, la presentazione di alcuni libri di cararattere matematico-divulgativo, che
avverra, con la presenza degli autori, presso una libreria cittatina.

Infine, due inziative, con le quali abbiamo voluto collegarci alle molteplici
celebrazioni per i 150 anni dell’Unita d’Italia.

e La posa di una lapide in marmo, che verra ufficialmente scoperta oggi
pomeriggio, alle 15:15, nell’atrio del Dipartimento di Matematica, e che
reca i nomi di quanti “Onorarono la Matematica a Bologna”, a partire dal
XV Secolo, sino al 1961, primo centenario dell’Unita.

e La pubblicazione di una monografia di carattere storico, su eminenti ma-
tematici che operarono a Bologna dal 1861 sino ai nostri giorni.

La monografia, curata da Salvatore Coen e pubblicata da Birkh&user,
in una versione ancora in bozze, sara consultabile durante il Congresso sui
banchi ove alcune case editrici esporranno loro pubbliacazioni. Essa verra
offerta in omaggio, da parte del Comitato organizzatore, ai Conferenzieri
generali, e ai membri della Commissione scientifica del Congresso. Per
questa iniziativa ci siamo potuti avvalere di un contributo finanziario del
nostro Magnifico Rettore, al quale dobbiamo, anche per questo, una viva
riconoscenza.

E per concludere con i ringraziamenti doverosi, ne rivolgo uno, esplicito, all’Uni-
versita di Bologna nel suo insieme, per averci messo a disposizione le sue strutture,
in particolare questa splendida aula Magna, e quelle del nuovo complesso di via
Belmeloro, ove si svolgeranno, da oggi pomeriggio, tutti i lavori.

Con l'auspicio che questa XIX edizione del Congresso dell’Uninone Matemati-
ca Italiana venga ricordata per il suo elevato livello scientifico, e per aver saputo
fruttuosamente stimolare la ricerca Matematica nei suoi molteplici settori, porgo a
tutti i convenuti i migliori auguri di buon lavoro, e un buon soggiorno nella nostra
bella citta.

Discorso in occasione della scopertura della Lapide

Quella che scopriamo qui, oggi, é¢ una lapide in marmo recante il nome di 34
insigni matematici che operarono a Bologna, nel periodo compreso fra la seconda
meta del 1400 e il 1961, I centenario dell’Unita d’Italia.

Una parte di questi nomi, da Luca Pacioli a Cesare Arzela, ¢ formata da quelli
che si trovavano dipinti sulla cornice del soffitto della vecchia aula Pincherle, nel
vecchio Istituto Matematico di Largo Trombetti.

Quelli successivi, da Pincherle a Beniamno Segre, sono quelli di tutti gli ordinari
di discipline matematiche della nostra Universita, che terminarono il loro servizio
entro il 1961.

Si tratta di studiosi e scienziati che hanno fatto la Storia della Matematica,
conferendo grande prestigio alla nostra Universita.

Li abbiamo voluti ricordare, fissandone i nomi sul marmo, non per un atto di
vana gloria, nella illusione di poter noi brillare del riflesso della loro grandezza, ma
per rinsaldare le nostre radici, per indicare ai giovani di oggi, e di domani, esempi
luminosi di uomini che hanno dedicato la vita allo studio e alla ricerca, esempi di
uomini che possano spronarci nel nostro quotidiano lavoro di studiosi, insegnanti e
ricercatori.

La lapide é stata realizzata, totalmente, col contributo finanziario di una sessan-
tina di noi, membri di questo Dipartimento, e del Dipartimento di Matematica per
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le Scienze Economiche e Sociali, alcuni gia collocati a riposo, ed altri del personale
della nostra Biblioteca.

Vari sono stati i colleghi che hannno contribuito fattivamente, colloro lavoro,
alla realizzazione di quest’opera, e desidero ringraziarli pubblicamente:

Anzitutto, Salvatore Coen e Sandro Graffi, per la loro indispensabile consulenza
storica.

E poi: Giovanni Cupini, Simonetta Abenda e Paolo Albano.

Un ringraziamento particolarmente sentito rivolgo poi alla dott.ssa Serena Mar-
chionni, della nostra Biblioteca, che ha ritrovato, nell’archivio dell’Universita i nomi,
da tempo non piu visibili, che figuravano sulla volta della vecchia aula Pincherle.

Infine, desidero personalmente rigraziare il Signor Giuseppe Barone, dell’ufficio
tecnico della nostra Unversita: col suo lavoro prezioso ha consentito la concreta
realizzazione dell’opera.

NOMI PER LA LAPIDE. Nell’Aula Pincherle della vecchia sede di via
Belmeloro dell’Istituto di Matematica, fino al 1967, tutto intorno al margine basso
del soffitto, erano dipinte cornici recanti i nomi dei matematici di prestigio legati
allo Studio bolognese fino al 1912. A seguito di ristrutturazioni queste targhe non
sono pit visibili.

La nuova lapide riprenderebbe i nomi antichi e ne aggiungerebbe di nuovi.

I nomi incisi erano i seguenti
Domenico M. Novara, 1483—-1504 — Scipione Dal Ferro, 1496-1526 —
Luca Pacioli, 1501-1502 — Girolamo Cardano, 1562-1571 — Ludovi-
co Ferrari, 1564-1566 — Rafael Bombelli, 1550-1572 — Gio. Antonio
Magini, 1588-1617 — Pietro Ant. Cataldi, 1583-1626 — Bonaventura
Cavalieri, 1629-1648 — Pietro Mengoli, 1648-1686 — Gian Domeni-
co Cassini, 1650-1713 — Domenico Guglielmini, 1689-1710 — Eusta-
chio Manfredi, 1699-1739 — Gabriele Manfredi, 1710-1762 — France-
sco M. Zanotti, 1718-1778 — Eustachio Zanotti, 1738-1782 — Gaetana
Agnesi, 1750-1799 — Vincenzo Riccati, 1739-1769 — Sebastiano Can-
terzani, 1760-1819 — G. Battista Magistrini, 1804-1841 — Domenico
Chelini, 1851-1864 — Luigi Cremona, 1860—-1867 — Eugenio Beltrami,
1862—-1873 — Cesare Arzela, 1880-1912.

I nomi da aggiungere sono:

Salvatore Pincherle (1881-1931) — Federigo Enriques (1894-1921)
— Leonida Tonelli (1919-1930) — Pietro Burgatti (1908-1938) — Ettore
Bortolotti (1919-1936) — Enrico Bompiani (1923-1927) — Beppo Levi
(1928-1938; 1944-1950) — Giuseppe Vitali (1930-1932) — Beniamino
Segre (1931-1938; 1944-1950) — Luigi Fantappié (1932-1939)
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Ferdinando Arzarello: Provare se, vedere che,
sapere perché: la dimostrazione in classe

Ferdinando Arzarello
Dipartimento di Matematica, Universita di Torino
email: ferdinando.arzarello@unito.it

Sunto

L’acquisizione progressiva da parte degli allievi delle forme tipiche del pensiero
matematico (congetturare, verificare, giustificare, definire, argomentare, generaliz-
zare, dimostrare...) ¢ un obiettivo fondamentale nell’insegnamento della matema-
tica, diversamente modulato secondo il livello scolare e variamente intrecciato con
i contenuti. I quadri di riferimento delle rilevazioni degli apprendimenti (PISA,
TIMSS, INVALSI), e molti studi internazionali dimostrano che si tratta di un tema
cruciale per I'insegnamento odierno della disciplina; anche le recenti “Indicazioni
nazionali” danno esplicito rilievo alla dimostrazione. Molte ricerche rilevano inoltre
I’opportunita di ricorrere alle nuove tecnologie per supportare gli allievi nel delicato
passaggio al pensiero formale. Il problema concreto per gli insegnanti, in partico-
lare quelli di matematica, é: “come ottenere ’acquisizione di queste competenze da
parte degli allievi nella scuola di oggi?”

Il mio intervento ha l’obiettivo di mostrare quali strumenti e quali metodi la
ricerca didattica offra per rispondere a questa domanda. Lo fard con esempi con-
creti, riguardanti differenti livelli scolari e tratti da sperimentazioni condotte in
scuole italiane e straniere in occasione di diversi progetti nazionali e internazionali,
cui hanno partecipato gruppi di ricerca italiani (tra cui quello di Torino, da me
diretto) e stranieri. Essi definiranno una “cassetta degli attrezzi” che potra auspi-
cabilmente essere di una qualche utilita agli insegnanti per rispondere almeno in
parte alla domanda posta, ben consapevole del vecchio adagio secondo il quale non
esiste alcuna “via regia” alla matematica.

Mi concentrerd pertanto sui seguenti temi:

e Un’analisi epistemologica della dimostrazione in classe.

e Un’analisi dei processi che portano alla dimostrazione in classe: aspetti
cognitivi e metacognitivi; in particolare disamina dei prerequisiti contrat-
tuali e (insieme) di atteggiamento degli allievi riguardanti la necessita di
validare le affermazioni matematiche.

e Una conseguente scansione didattica delle attivita che possono portare
alla dimostrazione come prodotto di processi in classe, compresa ’at-
tenzione agli intrecci possibili delle competenze matematiche con quelle
linguistiche.

e Nuove tecnologie e dimostrazione: un connubio produttivo?
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Seguendo la classificazione di uno studio ICMI del 1997, gli esempi proposti
saranno di tre diverse categorie: economizzatori di pensiero; demolitori di illusioni;
energizzanti per la pratica.
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Massimo Bertolini: Regolatori, funzioni L e punti
razionali

Massimo Bertolini
Dipartimento di Matematica, Universita di Milano
email: massimo.bertolini@unimi.it

Sunto

I valori delle funzioni L associate a varieta algebriche nei punti interi sono
oggetto di congetture dovute a Deligne, Beilinson, Bloch-Kato e altri. Un caso
particolare di queste congetture é la celebrata congettura di Birch e Swinnerton-
Dyer, che collega i punti razionali di una curva ellittica al comportamento analitico
nel punto 1 della funzione L della curva stessa. Questa conferenza si propone di
discutere alcuni risultati recenti sulle summenzionate congetture e loro applicazioni
al problema dello studio dei punti razionali delle curve ellittiche.

Intervento: Massimo Bertolini,
Regulators, L-Functions and Rational Points,
Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 191-204
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Regulators, L-Functions and Rational Points (*)

MASSIMO BERTOLINI

Abstract. — This article is a revised version of the text of the plenary conference I gave at
the XIX Congress of “Unione Matematica Italiana”, held in Bologna in September
2011. It discusses the arithmetic significance of the values at integers of the complex
and p-adic L-functions associated to Dirichlet characters and to elliptic curves.

Introduction

Values at integer points of L-functions attached to algebraic varieties, and
their relations to arithmetic invariants, have received much attention over the
last decades. Several authors, including Beilinson, Bloch, Deligne, and Kato,
have formulated a comprehensive conjectural theory; see for example [Ki] for an
up-to-date description and bibliography. Moreover, results have been obtained
for the L-functions associated to certain automorphic representations, some of
which are described here.

Recently, fragments of a p-adic analogue of this theory, in which complex L-
functions are replaced by p-adic L-functions, have emerged; e.g., [Co], [MTT],
[Sol, [Co-dS], [PR2], [Ka], [Br]. Furthermore, the theory of Euler systems [Ko],
[Ru], [Ka], [Colz] has introduced powerful new tools for establishing connections
between values of L-functions and arithmetic invariants.

Our exposition focuses mostly on the case elliptic curves, and provides an
introduction to the ongoing research projects [BD1], [BD2], [BD3]. Modularity
of elliptic curves gives rise to a mature theory of their complex and p-adic L-
functions. Moreover, the Euler system of Heegner points and Kato’s Euler
system of étale regulators of modular units become available in this case, leading
to the best known results on the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture.

Along the way, we point out the remarkable parallelism between the setting
of elliptic curves and the setting of Dirichlet L-functions, in which are rooted
many classical questions of number theory.

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 15 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’Unione Matematica Italiana.
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1. — Dirichlet L-functions

Let N > 3 be an integer, and let y : (Z/NZ)*—C™ be a primitive Dirichlet
character of conductor N. The Dirichlet L-function L(y, s) associated to y (viewed
as a function on Z in the usual way) is defined by the infinite series

(1) L(y,s) = Z;{(n)n*"”.
n=1

Assuming that y is different from the trivial character, the series (1) converges to
an analytic function on the complex half plane $(s) > 0. Furthermore, L(y, s) is
represented by the infinite Euler product (taken over the rational primes)

2) L) =[[a-xmp ™7, R >1,
p

reflecting the unique factorization principle. It is known that L(y, s) admits an
analytic continuation to the whole complex plane, and satisfies a functional
equation relating L(y, s) to L(},1 — s), where 7 = y ! is the complex conjugate
of .

In the following discussion, assume that the non-trivial character y is even,
ie., y(— 1) = 1. In this case, the functional equation becomes

() (2n
3) F(s)cos( )L( =5 <N) L, 1—59),

where I'(s) is the I'-function, and 7(y) denotes the Gauss sum Z )((k)CN, with
{y =¥V (See for example Chapter 4 of [Wall.) k=

Let n > 1 be an integer. If n is even, equations (2) and (3) imply that
L(x,1 — n)is non-zero. On the other hand, L(y, s) has a simple zero at 1 — n if nis
odd (the case n = 1, in which the non-vanishing of L(y, 1) does not follow directly
from (2), is discussed below). For n even, the points s = n,1 — n are critical for
L(y,s)in the sense of Deligne [De]. This phenomenon is reflected in the following
explicit formulae, expressing L(y,1 — n) in terms of certain algebraic numbers
B, called generalized Bernoulli numbers. They are defined by the equation

;((k)xe >
eNe Z n /

k=1 n=0

Then, for all » > 1, a direct calculation shows
B
(4) L(xal—n)=—% .

REMARK 1.1. — Formula (4) also holds when y is odd, i.e., y( — 1) = —1. In this
case, the critical points are obtained when # is odd.
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We now turn to the description of the non-critical value L(y,1). First, we
observe that L(y,1) is non-zero. (This fact follows from the presence of a simple
pole at s = 1 in the Dedekind zeta function of a number field, and can be used to
prove Dirichlet’s theorem on primes in arithmetic progressions.) A manipulation
of infinite series establishes the formula
(5) L(z 1>:—@§Nj 72k)log |1 — C&|.

) N &7 N
The expression Y x(k)log|1 — C]fv\ appearing in the right hand side of (5) is an
example of a (complex) regulator. Regulators make their appearance in the de-
scription of values of L-functions at integers, as will be discussed more thor-
oughly in later examples.

The algebraic integers 1 — é’f\, are (closely related to) so-called cyclotomic
units in Q) ((Wall, Chapters 4 and 8). Cyclotomic units provide an avenue to
establish relations between the values L(y,1) and arithmetic invariants of cy-
clotomic fields, such as their class groups (see for example § 4 of [Rul).

More generally, we remark that it is possible to describe the non-critical
values L(y,1+ 2k) for k > 1 in terms of cyclotomic elements, constructed by
Beilinson, Bloch and Soulé, arising in the odd K-groups of the ring of integers of
Q). See the discussion in [So].

2. — p-adic Dirichlet L-functions

As in Section 1, assume that y is a non-trivial even character of conductor N.
We now focus on p-adic analogues of the L-functions L(y,s). Let p > 3 be a ra-
tional prime, and let @, be the field of p-adic numbers. The p-adic absolute value
| |, on @, normalised by the condition |pl|, = 1_)*1, extends in a unique way to the
algebraic closure @,. The completion C), of @, should be viewed as the p-adic
analogue of the field C of complex numbers.

Fix from now on embeddings of @ into C and C,. They allow to identify an
algebraic number both with a complex number and with an element of C),. Denote
by Z, the ring of p-adic integers. Every o € Z ; can be written uniquely as

(6) o = m(a)(a),

where (x) belongs to 1+ pZ, and w(x) is a (p —1) —st root of 1 in Q,.
Occasionally @ — called the Teichmiiller character — will be viewed as a complex
Dirichlet character (Z/pZ)* — C* via our fixed embeddings.

The p-adic L-function L,(y,s) (see [Wal], [La]) is the (non-zero) C,-valued
p-adic analytic function on Z,, satisfying the interpolation property

Bn. w "
(7) Ly(z,1—n) = —(1 — yo "(p)p" ) —£—

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]



194 MASSIMO BERTOLINI

for all integers n > 1. The reader should note the close analogy between equa-
tions (4) and (7), one difference being the presence of the Euler factor
(1 — yo ™(p)p" 1) — the reciprocal of the Euler factor at p in L(yw™",1 —n) —in
the p-adic formula. In particular, when % = 0 (mod p — 1) (hence n is even), (4)
and (7) imply that

BTL i —
®)  Lyrl-m)=—1—xpp"H) 7‘ =1 —x(p" Lz, 1 - ).

Equation (8) determines L,(y, s) uniquely, since the set of integers 1 — n with
n = 0(modp — 1) is dense in Z,,.

REMARK 2.1. — Itis not known whether L,(y, s) satisfies a functional equation
similar to (3); see the comments in [WaZ2].

The value of L,(y,s) at the point s = 1, which lies outside the range of clas-
sical interpolation (7), can be described in terms of a p-adic regulator on cyclo-
tomic units. Thus the situation is analogous to the complex setting described in
equation (5). Let log), : C;—>Cp be the branch of the p-adic logarithm sa-
tisfying log,(p) = 0. Then

N
(9) L1 = — (1 _ M) TN A logy1 — .
p =1

It is a deep fact that L,(y,1) is non-zero. It follows from the non-vanishing of
the p-adic regulator for cyclotomic fields. (An open problem — Leopoldt’s
conjecture — states that the p-adic regulator attached to any number field is
non-zero.) For generalizations of equation (9) to other values of L,(y,s) at
integers outside the range of classical interpolation, we refer the reader to
[So] and [Co].

We conclude our brief discussion of the properties of L,(y, s) by recalling its
interpretation in terms of p-adic measures. This language is helpful in relating p-
adic L-functions to objects of arithmetical interest. It is also convenient for
stressing the analogy between the p-adic L-functions attached to Dirichlet
characters and to elliptic curves.

Assume for simplicity that p /N, and write Z ;7,1) for the inverse limit of the
groups (Z/Np"Z)™ of units modulo Np" with respect to the natural projections.
Thus

sz,_p =(Z/NpZ)* x 1+ pZy).

A p-adic measure on Zy , is a Cy-valued bounded functional on the space
Cont(Z ]f,,p, C,) of continuous functions from Z;,"p to C). The Bernoulli numbers
can be used to define a measure up,, depending on the choice of an integer ¢
coprime to Np. One has the following description of L,(y, s) as the p-adic Mellin
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transform of up

(10) Ly(z.8) = =0 — x(){c)' ™) f 2o 'Ot dug,.
Z5,

Generalizing the notation appearing in equation (6) somewhat, here (t) denotes
the projection from Z , to 1 + pZ), and yo~!is viewed as a function on Z Npin
the natural way. Moreover, cis chosen so that )((C)<C>178 # 1. (See [Wal], Chapter
12 and [La], Chapter 4.)

REMARK 2.2. — It follows from (10) that the values L,(y,1 —n), defining
Ly(x,s) in equation (7), can be obtained by integrating the continuous characters
t— (t>”_1 against the measure yw l(f)dug, associated to y. Another way of
characterizing L,(x, s) amounts to setting s = 0 in equation (10), and integrating
characters w of p-power conductor against the same measure. The latter point of
view, based on “twisting” by the finite order characters y, will be adopted in the
definition of the p-adic L-function L, (¥, s) associated to an elliptic curve E. In this
case, there is only one critical point for the complex L-function L(%), s), that is, the
central critical point s = 1. In order to define L, (¥, s) by p-adic interpolation of
special values of complex L-functions, one resorts to interpolating the values at 1
of the twisted L-functions L(E, y, s).

REMARK 2.3. — An alternate description of L,(y, s) is obtained by integrating
the characters of infinite order y(t) * (with y as in the previous remark) against
the measure Xafl(t)d,ugﬁ. In view of (9) (suitably generalized), the above de-
scription amounts to the p-adic interpolation of p-adic regulators associated to
cyclotomic units. This point of view ties in with Iwasawa’s theorem, in which
logarithmic derivatives are used to relate the measure pp, to the quotient
module of local units by cyclotomic units. Iwasawa’s theorem is a crucial in-
gredient in the proof of the cyclotomic Main Conjecture of Iwasawa theory
explained in [Rul].

3. — L-functions of elliptic curves

Let £ be an elliptic curve over @ of conductor N, defined by a minimal
Weierstrass equation (cf. Chapter VIII of [Sil])

(11) Y2+ gy + ogy = & + opx® + o + g, w € Z.
The complex L-function of £ is defined by the Euler product
(12) L(E,s) =[]0 —app™ +6,p" 27"

P
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Here a, = p — n,, where n, denotes the number of solutions of (11) modulo p,
and 6, = 0, resp. 1 if p | N, resp. p /N. The infinite product (12) converges for
R(s) > 3/2, by the Hasse bound |a,| < 2,/p. Write L(E, s) as a Dirichlet series

L(E7 S) - Z ann_sv
n=1
where the coefficients a,, € Z are given inductively in terms of the a, defined

above. Let H denote the complex upper half plane {z € C: 3(z) > 0}. The
modularity theorem [Wil], [TW], [BCDT] shows that

(13) f@:=) a, ",  zeH

n=1
is the Fourier expansion of a newform on I"¢(N) (the Hecke congruence group
of matrices in SLp(Z) which are upper triangular modulo N). Conversely,
writing z = x + iy with x,y € R, L(E,s) can be described as the Mellin trans-
form of f(z) as

@2n)°
I'(s)

(14) L(B,s) = f [y dy.
0

Equation (14) implies that L(¥,s) can be analytically continued to the whole
complex plane, and satisfies a functional equation relating L(¥,s) to L(E,2 —s).
More precisely, setting A(E,s) := L(E, $)N*/2(27)~*I'(s), one has

(15) AE,s) =wgAE,2—5),  wg==+l.

Note that the sign wg of the functional equation is equal to +1, resp. —1if L(E, s)
vanishes to even, resp. odd order at s = 1. It turns out that s = 1 — the center of
symmetry for the functional equation — is the only critical point for L(E, s). Let
wg = dx/@Qy + o1 + a3) be the invariant differential associated to (11), and
denote by Agp the lattice of periods attached to wg. Define the real period
QF € Ry by setting Az NR =ZQ},. Likewise, define the imaginary period
Qp € iR by Ag NiR = ZQy. From equation (14), one obtains [Man] the ex-
istence of a rational number Cg satisfying

L1
Q-

(16) Cg.

Equation (16) should be regarded as the analogue, in the setting of elliptic curves,
of equation (4). More generally, let y be a Dirichlet character, and denote by

L(E,z,9) =Y ayyn)n™
n=1
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the L-series of K twisted by y. Then
(17) — 5 =Cry,

for an algebraic constant Cg, .

Equation (16) shows that C is non-zero precisely when L(¥, 1) is non-zero. In
this case, the celebrated Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (cf. for example
[Wi2] and [Ber] for details and references) relates Cg to the arithmetic invariants
of E, such as the order of its Shafarevich-Tate group. A large part of this pre-
diction has now been settled, thanks to the work of Gross-Zagier [GZ], Kolyvagin
[Ko] and Skinner-Urban [SU].

In general, L(¥,s) can vanish at s =1. In this case, the Birch and
Swinnerton-Dyer conjecture states that that the order of vanishing of L(%, s) at
s = 1 — the so-called analytic rank of E — is equal to the rank of the group £(Q)
of rational points of E. Furthermore, it gives an exact formula for the leading
coefficient in the Taylor expansion of L(E,s) at s =1, in terms of arithmetic
invariants of K.

Assume now that the functional equation (15) has sign wgy = —1, so that
L(E, s) vanishes to odd order at s = 1. The Gross-Zagier formula [GZ] yields
L'(E 1 ,
(18) oF ) = Cy - he(P),
E

where C}, is a non-zero rational constant, P is a so-called Heegner point in E(Q),
and h¢(P) denotes the Néron-Tate height of P. Since the Néron-Tate height
vanishes precisely on torsion points, it follows that L(E, s) has a simple zero at
s = 1if and only if P has infinite order.

Combining (18) with the results of Kolyvagin [Ko] yields a large part of the
Birch and Swinnerton-Dyer conjecture for elliptic curves of analytic rank one.

The point P belongs to a system of algebraic points (Heegner points) on E,
whose properties are analogous to those of the system of cyclotomic units (ap-
pearing in equations (5) and (9)). Both systems of elements are related to values
of L-functions, and give rise to Euler systems in the sense of Kolyvagin (loc. cit.).
The theory of Euler systems can be used to prove relations between these ele-
ments and the arithmetic invariants of cyclotomic fields and of elliptic curves.

REMARK 3.1. — The definition of P stems from the theory of complex multi-
plication and the modularity of E. It depends on the choice of an auxiliary ima-
ginary quadratic field K = Q(~/—D). It is more natural to state the Gross-Zagier
formula as the equality

L,(Ev 1) . L(E’7XDa 1)

19

= C/E‘7D ' h‘C(P)a
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where Cj, 1, is an explicit non-zero rational constant, and y;, denotes the quadratic
Dirichlet character associated to K. Formula (18) follows from (19) in view of (17).

We now turn to the description of the non-critical value L(%,2). Note that
L(FE,2) is always non-zero, since s = 2 lies within the range of convergence of the
infinite product (12).

Let Y = Y1(V) be the open modular curve over @, whose complex points are
identified with the Riemann surface I"';(V)\'H. Let X = X1(N) be the complete
curve obtained by compactifying Y;(V) with a finite set of cusps. (See for ex-
ample [GZ] for details on modular curves.)

Let u,v € C(X) be modular units, i.e, rational functions on X /C whose divisor
is concentrated on the set of cusps, and let # denote an anti-holomorphic 1-form
on X. The value of the complex regulator of u,v on # is given by

(20) rege{u,v}() = f log [u|*dlogv A 7.
X(C)

It can be checked that the expression (20) depends only on the class of # in the de
Rham cohomology of X, and defines a map on the second K-group Kz(C(X))
generated by Steinberg symbols of rational functions (see the discussion in [Co-
dS] and [Bes2]).

One has the following formula of Beilinson [Bei] for L(¥,2); see also prior
work of Bloch [Bl] in the case of elliptic curves with complex multiplication. In
this note we follow the treatment given in [BD1], where an entirely explicit ex-
pression is obtained.

Let 2" denote the anti-holomorphic 1-form

@1) = 2nif (2)dz
o ’
INERED

X0

where f(z) is the modular form attached to E. Then

LE,2) LE 1)

22
) % o

=Cgy -regc{uz,vx}(;y?h).

Here y is a suitable even Dirichlet character of modulus divisible by N, and u,,, v,
are modular units depending on y, whose precise definition is provided in [BD1].
Furthermore, Cf , is a non-zero explicit algebraic constant. Equation (22) follows
from an application of Rankin’s method.

The article [Bei] also proved in a similar vein more general results describing
the values of L(E,s) at non critical integers > 2 in terms of the motivic coho-
mology of modular curves.
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REMARK 3.2. — Note the similarity between equations (19) and (22). It
depends on the fact that both equations describe a special value of a Rankin
L-function. The former equation involves the L-function of the convolution of
f with a weight one theta-series attached to K. The latter, the L-function of
the convolution of f with the weight 2 Eisenstein series dlog(v,).

4. — p-adic L-functions of elliptic curves

We begin by reviewing the definition of the Mazur-Swinnerton-Dyer p-adic
L-function attached to E (see [MSD], [MTT]).

Fix a prime p > 8 of good ordinary reduction for £, i.e., p f Na,. Let o € Z, n
be the unit root of #* — a,x + p. The periods of the holomorphic 1-form

oy = 2mif (2)dz
give rise to a p-adic measure uz on Z;, characterized by the following inter-

polation formulae:

o2 LE D L(E 1)

)

(23) f 1y =(1 —

() L, p, 1)
L (=1
o Q%

(24) ] yOug =

x
Z,

, for y : (Z/p"Z)* — C™ primitive.

Define L,(E, s) to be the p-adic Mellin transform of the measure uy:
(25) Ly(E,s) = f @ duy.
z,

This definition should be compared with equation (10). By combining (23) and
(25), one obtains directly

o LE D LE1)

(26) Ly(E, 1) =(1- o

which should be viewed as the analogue of equation (8) in the context of elliptic
curves. The p-adic L-function L, (¥, s) satisfies the functional equation

(27) Ly(E,s) = wg(N)' °L,(E,2 - s),

where the sign wg = +1 is the same as in (15).
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Given a Dirichlet character y, definition (25) can be generalized slightly in
order to define a p-adic L-function L,(X, y, s) associated to £ and y interpolating
the special values L(¥, yw, 1), with y as above.

REMARK 4.1. — An alternate approach to the definition of the Mazur-
Swinnerton-Dyer p-adic L-function L,(¥,s) [Kit] consists in the p-adic inter-
polation of the critical values L(fy,7), 1 <j < k — 1 associated to the Hida family of
modular forms f = (f;) passing through f in weight 2. This yields a two-variable
p-adic L-function L,(f, k,s) — called the Mazur-Kitagawa p-adic L-function —
whose restriction to the line k = 2 coincides with L,(&, s). (Cf. also Remark 2.2.)

Assume that the sign wg of the functional equation (27) is —1, so that L, (&, s)
and L(¥,s) vanish to odd order at s = 1. The following p-adic analogue of the
Gross-Zagier formula (18) was established by Perrin-Riou [PR1]. Let £,(P) de-
note the cyclotomic p-adic height of the Heegner point P € E(Q). Then

(28) L;)(Ea 1) = /E‘J) . h/p(P)7

where C, , is a non-zero rational constant, equal to the product of the constant
C}, appearing in equation (18) and of an Euler factor at p.

REMARK 4.2. — 1) It is expected that the cyclotomic p-adic height is always
non-degenerate, and hence that %, (P) is non-zero precisely when P has infinite
order. Assuming this, one deduces by comparing equations (18) and (28) that
L(E, s) has a simple zero at s = 1 if and only if L, (¥, s) has a simple zero at s = 1.

2) Similarly to the complex case, equation (28) is deduced from a p-adic
analogue of equation (19), involving a product of two Mazur-Swinnerton-Dyer p-
adic L-functions. This product is identified with a Rankin p-adic L-function, at-
tached to the convolution of f with a weight one theta-series.

We now turn to the description of the value of L, (¥, s) at the point s = 2, lying
outside the range of classical interpolation for L,(¥, s).

Following [Co-dS] and [Bes2], Coleman’s theory of p-adic integration allows
to define a p-adic counterpart reg, {u, v}(1) € C) of the complex regulator, where
u,v € Cy(X) are modular units, and # is a class in the de Rham cohomology group
Hi(X/C)p).

The p-adic analogue of the anti-homomorphic class nj‘;‘-h of equation (21) is de-
fined to be the unique class 7]}“" in the “unit root subspace” of H éR (X/C)) satistying:

L. 777" belongs to the f-isotypic part of H, LX/C)p),

2. (o(n}“) = om}”", where ¢ denotes the Frobenius operator acting on
H(X/Cp), and o € Z; is the p-adic unit appearing in equation (23),

3. ,7}1_r lifts the image of ;7}’.}1 in H'(X, Oy) (cf. [BD1] for details).
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The following p-adic Beilinson formula, proved in [BD1], is the analogue of
equation (22) in the current context:

(29) Ly(E,2) - Ly(E, 1, 1) = Cg p - reg,{u,, v, } ().

Here (g, p is a non-zero algebraic constant, which differs from Cg, by an Euler
factor at p. The modular units «, and v,, depending on the choice of an even
Dirichlet character y, are the same as those appearing in (22). By a slight gen-
eralization of (26), L,(E, 7, 1) is equal to L(E,x,1)/Q}, up to an non-zero alge-
braic constant. The functional equation (27) implies that (29) can also be written
with L,(E,0) replacing L,(E,2). A judicious choice of y ensures the non-van-
ishing of L,(%, z,1). In this case, equation (29) yields that the non-vanishing of
L,(E,2) is equivalent to the non-vanishing of the p-adic regulator.

A special case of (29) is obtained by Brunault [Br], as a consequence of
Kato’s reciprocity law (see Remark 4.3). Moreover, prior work of Coleman-de
Shalit [Co-dS] focused on the special case of elliptic curves with complex
multiplication. The article [BD1] presents an alternate approach to (29) which
by-passes Kato’s reciprocity law. It is based on the direct evaluation of a
Rankin p-adic L-function associated to the convolution of the Hida family
f = (f}) interpolating f with the Eisenstein series dlog(v,), and on the factor-
ization of this p-adic L-function as a product of two Mazur-Kitagawa p-adic L-
functions. The work [BD2] uses [BD1] in order to obtain a new proof of Kato’s
reciprocity law. It is worth stressing the similarity of this approach with the
description of L,(y, s) in terms of values at points outside the range of classical
interpolation given in Remark 2.3.

Furthermore, [BD1] describes in a similar vein the values L,(&, ») at integer
points > 2 in terms of the motivic cohomology of the modular curve X. These
values were studied previously by Gealy [Ge], by invoking Kato’s reciprocity law.

REMARK 4.3. — The work of Kato [Ka], [Colz] relates L, (¥, s) to the structure
of the p-primary Selmer group of £ over @, := Q(1,), viewed as a module over
the Galois group Gal(Q../Q) = Z ;. Combined with recent work of Skinner-Urban
[SU], it establishes the cyclotomic Main Conjecture of Iwasawa theory for the
elliptic curve K. Let V,(E) denote the p-adic Galois representation of E. Kato’s
approach is based on the study of cohomology classes

(30) 1, (1) € H'(Qc, V,(EX(D))

arising from étale regulators of modular units attached to characters y of p-power
conductor. The comparison functor between étale and de Rham cohomology re-
lates the restriction at p of the étale regulator to the p-adie regulator [Besl]. By
Tate twisting the classes (30), one obtains a system of classes

(31) K, € H'Qu, V(BD).
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Kato’s reciprocity law describes L(¥, , 1) in terms of the singular part of x, at p.
In view of the interpolation formulae (24) and (25), this yields a cohomological
description of L,(E,s) — a key step towards the proof of the cyclotomic Main
Conjecture for E.

REMARK 4.4. — When y is the trivial character, the class «, of equation (31)
arises from the restriction of a class x in H(Q, Vp(&)). Assume that L(E,1) = 0.
Kato’s reciprocity law implies that the image «, of x in H'(Q,, V,(E)) is crys-
talline, and hence belongs to the “finite subspace” H}(Qp, Vy(E)). Perrin-Riou
[PR2] conjectures that x, is non-zero if and only if L'(&,1) is non-zero, and
predicts a precise relation between the logarithm of x, and the formal group
logarithm of a global point in E(@). The goal of [BD3] is to obtain a proof of
Perrin-Riou’s conjecture, by combining the approach to Kato’s Euler system
developed in [BD1] and [BD2] with the results of [BDP1] and [DR]. This proof
establishes a p-adic relation between Kato’s Euler system and the Euler system
of Heegner points.
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Sunto

Il metodo Immersed Boundary (IB) ¢ stato introdotto da Peskin negli anni ’70
per la modellizzazione e ’approssimazione numerica di problemi relativi al flusso
sanguigno nel muscolo cardiaco. Nello studio di problemi di interazione fluido-
struttura, il modello matematico generalmente prevede la risoluzione di equazio-
ni distinte nel fluido e nel solido in movimento, accoppiate mediante opportune
condizioni di raccordo. Uno degli aspetti piu delicati per 'approssimazione nu-
merica riguarda l’evoluzione della griglia computazionale che deve adattarsi allo
spostamento dei domini coinvolti.

La peculiarita del metodo IB consiste nel fatto che la presenza del solido, im-
merso nel fluido, si manifesta tramite un termine di carico aggiuntivo nelle equazioni
di Navier—Stokes descriventi I’evoluzione del fluido. Cio fa si che la risoluzione del
fluido avvenga tramite una mesh costante nel tempo; il termine noto relativo al
solido viene calcolato utilizzando una descrizione del solido nella sua configurazione
di riferimento.

Il metodo IB, nella sua versione originale, fa uso di una discretizzazione spaziale
alle differenze finite. Recentemente, abbiamo introdotto una variante del metodo
che utilizza schemi ad elementi finiti in spazio. Dal momento che il termine sorgente
derivante dal corpo immerso contiene una funzione delta di Dirac concentrata sul
dominio della struttura, il metodo delle differenze finite comporta una discretizza-
zione della massa che introduce una diffusione artificiale. Il metodo degli elemen-
ti finiti, grazie all’utilizzo di un’opportuna formulazione variazionale, permette il
trattamento della delta di Dirac in maniera naturale.

Si mostrano risultati numerici in due e tre dimensioni che confermano le buone
potenzialitd del metodo e risultati teorici di stabilita discreta. Si discute inol-
tre la scelta degli spazi di elementi finiti per I’approssimazione delle equazioni di
Navier—Stokes che devono assicurare buone proprieta di conservazione della massa.
Si mostrano infine promettenti confronti e paragoni con il metodo cosiddetto del
fictitious domain.

Questa ricerca, svolta in collaborazione con Lucia Gastaldi, é basata anche sul
contributo di Luca Heltai, Nicola Cavallini e Francesca Gardini.
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The Immersed Boundary Method for Fluid-Structure
Interactions: Mathematical Formulation and Numerical
Approximation (*)

DANIELE BOFFI

Abstract. — The Immersed Boundary Method (IBM) has been introduced by Peskin in
the 70’s in order to model and approximate fluid-structure interaction problems
related to the blood flow in the heart. The original scheme makes use of finite dif-
ferences for the discretization of the Navier-Stokes equations. Recently, a finite
element formulation has been introduced which has the advantage of handling the
presence of the solid (modeled via a Dirac delta function) in a more natural way. In
this paper we review the finite element formulation of the IBM focusing, in par-
ticular, on the choice of the finite element spaces in order to guarantee a suitable
mass conservation. Moreover, we present some links with the fictitious domain
method.

1. — Introduction

In the 70’s Peskin introduced the Immersed Boundary Method (IBM) for the
modeling and the approximation of fluid-structure interactions arising from
biological problems [33, 34].

When studying fluid-structure interactions, a mathematical model is usually
based on distinct equations in the fluid and in the moving solid, which are related
through appropriate transmission conditions. One of the most intriguing aspects
of any numerical implementation concerns the movement of the computational
grids which have to adapt to the evolution of the system.

In view of their numerical approximations, basically all models for the de-
seription of fluid-structure interactions can be classified in two families: people
refer to partitioned schemes when two different solvers are used for the dis-
cretization of the fluid and the solid; on the other hand, when fluid and solid are
solved simultaneously with a unique solver, a scheme is termed monolithic.
Moreover, the interaction between the fluid and the structure can be modeled

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 14 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’Unione Matematica Italiana
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using weakly or strongly coupled approaches. Weakly coupled approaches al-
ways lead to partitioned schemes, while strongly coupled approaches can be
solved with both partitioned and monolithic strategies. We refer the interested
reader to the wide literature on this subject and, in particular to [32, 31, 30, 20]
and to the references therein.

Another important issue is related to the effects of the fluid as a so-called
added mass to the structure interface. In particular, if the solid density is
larger than the fluid density, then the added mass effect is negligible and
partitioned schemes usually converge in few iterations. On the other hand,
when the fluid and solid densities are comparable, then the method may fail to
converge. In particular, a simplified one dimensional model for an Arbitrary
Lagrangian Eulerian (ALE) scheme has been proved to be unconditionally
unstable in this context [17]. In order to circumvent these difficulties, several
strategies have been proposed, in particular based on implicit algorithms
which are solved iteratively via domain decomposition or algebraic splitting
strategies [29, 19, 1, 3, 2]. Other techniques involve discretizations based on
operator splitting strategies [27].

The peculiarity of the IBM consists in the fact that the presence of the solid,
immersed in the fluid, is modeled via an additional source term to the Navier-
Stokes equations describing the fluid evolution. This allows for a fluid resolution
on a fixed mesh; moreover, another important feature is that the source term
referring to the immersed body is defined by making use of a description of the
solid in its reference configuration.

The original version of the IBM makes use of finite differences for the re-
solution of the Navier-Stokes equations [33, 35, 34]. Since the source term arising
from the presence of the solid contains a Dirac delta function concentrated along
the solid domain, the finite difference scheme requires a suitable treatment of
the delta function, which is one of the major sources of troubles in the IBM.
Indeed, a too strong regularization of the delta function gives rise to a severe
dissipation.

On the other hand, the finite element method makes use of a variational
formulation which allows for a natural treatment of the Dirac delta function. A
finite element version of the IBM has been successfully introduced in a series of
papers, where several aspects have been considered, ranging from the modeling,
to the numerical stability, and to mass conservation of the presented method
[11, 13, 12, 14, 28, 8, 7]. The aim of the present paper is twofold: on one side, we
review the existing results in a unified framework, with a particular emphasis on
the mass conservation property which, to the author’s opinion, is one of the most
attractive features of the finite element IBM in comparison with the original
finite difference version; on the other side, we present a link between the IBM
and the fictitious domain approach (see, for instance, [24, 22, 23, 21]) which
proves promising for future investigations.
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2. — The immersed boundary method

In this section we describe the IBM following the results in [14, 8]. In par-
ticular, we shall present in a unified settings the situations when the fluid is two-
or three-dimensional and the solid is of codimension zero or one with respect to
the fluid.

Let ¢ R? be a domain in two or three space dimensions (d = 2,3) and let x
denote the Eulerian variable in Q. In general, the domain Q represents the space
occupied by the fluid and the solid. The fluid velocity and pressure are denoted as
usual by u and p, and are functions of x and of the time ¢.

We denote the solid domain at the time ¢ by B; € R™ (m = d,d — 1) and the
reference solid domain by 5. The mapping representing the solid position is
denoted by X, more precisely

X(,t):B— B
The Lagrangian variable on B is denoted by s and the deformation gradient is
0X
F=—.
0s

A fundamental relationship between u and X is given by the physical con-
dition that the solid moves at the same velocity as the fluid, that is

X
u(x,t) = 88—15(37 t), with x = X(s,?).
When there are no external forces, the conservation of momenta states
pdzp(%—i—u-Vu) =V-6 in Q,

where p is the density and ¢ is the stress tensor, which can be defined as follows:

Gf in .Q\ Bt
o =
of + o5 in Bt>

taking into account the extra stress a5 originated by the elastic component of the
stresses (we are assuming the material to be viscoelastic). Moreover, we are
considering an incompressible fluid, so that in Q\ B; we have

o =0y = —pl+u(Vu + vu)h).

Since in general the fluid and solid densities can be different, we consider the
following definition:

p= :
ps 1n By
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In order to write the variational formulation for our model, we need some
additional notation.
Let the excess Lagrangian mass density be defined as

Ps — Py if m = d (codimension zero)
B ts(ps — pr) if m = d — 1 (codimension one),

where tg is the thickness of the structure. Actually, in the codimension-one case,
mathematically the structure has no thickness; the rescaled density defined
above takes into account the (small) physical thickness.

We shall make use, moreover, of the Piola—Kirchhoff tensor P which takes
into account the change of variables

P(s, ) = [F(s, )] os(X (s, ), )F " (s, 0)
so that
fasn da :f]PNdA VP;.
P P
The rescaled Piola—Kirchhoff tensor is
o P if m = d (codimension zero)
B tsP if m = d — 1 (codimension one).

With these definitions, the variational formulation for the IBM reads as
follows: given uy € H) Q)" and X, € W'(B) such that Xo(B) C @, find
ult) € H(l)(Q)d, p(t) € LE(Q), and X (1) € W>(B) for all ¢ such that

Pf%(u(t), v) + au(®),v) + bu®),ult),v)

—(dive, p(t)) = (d(t),v) + (@), v) Yo € Hy(Q)"
(divu(t),q) =0 Vg € LA(Q)
(d®),v) = —3 f X X(s.0)ds Vo € HY Q)
9 ,D 8t2 9 0
(1) 5
(), v) = — f P(FGs, 1) : VoK (s,0)ds Yo € HY(Q)
B
%(&t) =uX(s,1),t) VseB
ux,0) = upx) Vx e
X(s,0) = Xo(s) Vs € B.
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In the previous equation we used the short notation Vy,,u = Vu + (Va)" and

a(u,v) = ﬂ(vsymua vsymv)
bu,v,w) :%f((u -Vo,w) — u - Vw,v)).

We refer the interested reader to [8] where it has been proved that (1) makes
sense; in particular the source terms d and f are distributions belonging to H!.

REMARK 1. — Equation (1) shows one of the most important features of the
finite element IBM. The source term f representing the effect of the solid to the
fluid can be written in a natural way in the framework of the variational for-
mulation. In the original formulation, this term consisted of a Dirac delta function
which needed to be approximated; in many situations this approximation was the
cause of artificial diffusion.

3. — Numerical approximation

3.1 — Space semi-discretization

Let us consider discrete subspaces V), C H(l)(.Q)d and Q, C Lg which satisfy
the inf-sup condition [16]. The reference configuration B of the structure is
subdivided into segments, triangles, or tetrahedrons. Let’s denote by S) the
discrete space obtained by a piecewise linear approximation of the structure
according to this subdivision. The set of edges (or faces) of the mesh of the body
is denoted by &), and s; denotes a vertex (: =1,...,M). We denote by [ - ]| the
jump, and in particular we shall make use of the following term

[P, ]=P/N"+P,N,
where P), = P(F),) is piecewise constant, since ', = VX, is the gradient of a linear

function. Then, the space semi-discretization of problem (1) reads: given u;y € Vj,
and X9 € Sy, find uy,(t) € Vy, pr,(t) € Qy, and X;,(t) € S), for all ¢ such that

pf%(uh(t), v) + aluy,(t),v) + buy, (), u;,(t), v)

—(divw, p,(8)) = (d;,t),v) + (f1,(D), V) Yo eV,
(divuy,(t),q) =0 Vg € Qn
(0, 0) = —op [ P o0 ds v eV,

ot
(2) B
h®.0) = =3 [P0 vX@dd  weV;
ecé) ¢

uj(x,0) = upx) Vx € Q
0X ;i )

ot ®) = upX5:(6),0) Vi=1,....M
X3i(0) = Xjo(s;) Vi=1,...,M.
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3.2 — Full discretization

In order to write a full discrete scheme, we need to approximate the time
derivative in the Navier—Stokes equation and to discretize the second time de-
rivative in the definition of the source term d; arising from the excess
Lagrangian mass density. For the sake of the stability properties (better CFL
condition), an implicit scheme would be desirable (see, in this context, [13]). We
are working in the direction of using a multigrid strategy (in particular, we are
considering a full approximation scheme, see [15]) in order to make it possible the
solution of our problem with a fully implicit approach [9]. Here we present a
semi-implicit approach which has been successfully applied in [8], where a sta-
bility analysis has been performed.

Let us denote by 4t the time step and let us mark with the superscript »
functions evaluated at time ¢,, = n4t. The solution is performed in several steps.
In the first one, the source term f is evaluated as follows:

(it o) = =D I vXj(s,tNdA Yo €V,
eEgh

Then the Navier-Stokes equations are solved: find u”+1 eV, and p”*l €Qy
such that

un+1 un
pr h — +b(u17+1 n+1 U)+a(un+1 U)—(leU pn+1)

ntl v o n—1
(Sfuh X7 (s)) uh(X () v(X(s) ds + (4, v) Yo eV,

(divuy*t, q) = Vg € Qu,

where the excess Lagrangian mass density has been approximated by taking
into account the equation linking the structure and the fluid velocity, so that the
second derivative of X has become the first derivative of u.

Finally, the structure is moved according to the velocity of the fluid:

Xn+l X’/I .
Tm =uX}) Vi=1,...,M.

For the reader’s convenience, we report in Table 1 the results of the stability
analysis performed in [8], where it can be appreciated that for any configuration
there exists a stable choice of A4t. This results should be compared to [17], where
it is shown that explicit schemes cannot be stable in the framework of ALE
discretizations.
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TaABLE 1. — CFL condition: %, is the fluid meshsize and /%, is the solid one

space dim. solid dim. CFL condition
2 1 LAt < Chyhs
2 2 LAt < Chy,
3 2 LAt < Ch2
3 3 LAt < CH2/hs

TABLE 2. — Area loss (%): scheme Qs — P, At =0.01, T = 1.

M 16 32 64 128 256 512 1024

N=4 [36468 35944  37.166 37988 38413 38635  38.753
N = 15.951 13.057  12.809  12.809  12.843  12.867
N=16 20182  9.015 7.255 7.011 7.105 7.191 7.246
N=32 45293 9.763 2.788 2.303 2.325 2.351

4. — Conservation of mass

There is a very easy test to check the mass conservation of our scheme. Let us
consider the domain Q = 10, 1[ x 10, 1[ and let X, be a circle of radius R centered
at (1/2,1/2):

Rcos(s/R)+ 0.5
Xo(s) =

), s € [0, 27R)
Rsin(s/R) + 0.5

Due to the elastic properties of the structure, the circle exerts a normal force
pointing towards the center and, since the fluid is incompressible, the fluid does
not move and the effect of the force is a jump in the pressure between the interior
(high pressure) and the exterior (low pressure). In particular, the area of the
domain surrounded by X remains constant.

In a particular configuration, Table 2 shows the area loss with respect to the
fluid mesh (N refers to the number of subdivisions of a side of 2 when a uniform
mesh of squares is used) and the number M of points used in order to approx-
imate the elastic structure

It is apparent that, when the fluid mesh is refined, more and more points are
required in the structure in order to preserve the same mass (see, for instance
the first column, where, as N increases, the area loss gets worse with the same
number of points N = 16). On the other hand, after a threshold, there is no
advantage in adding points to the structure if the fluid mesh is not refined: the
values corresponding to this threshold are marked with a frame box in the table.
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It roughly corresponds to the situation when two solid points are contained in
each fluid element.

When such threshold is reached, the quality of mass conservation is driven by
the scheme used for the fluid resolution. More precisely, we need to check how
the divergence free condition is preserved at discrete level. This is a well known
issue which has been the object of a wide literature. In particular, the divergence
free condition is imposed at discrete level in a weak sense:

3) [divwgrax =0 vg, e Q.
Q

It follows that if the discrete spaces satisfy the inclusion
(4) divV;, C @,

then the divergence free condition is imposed exactly, that is divu; = 0.
Unfortunately, there are few choices of spaces V), and @), that satisfy at the same
time the inf-sup condition and the inclusion (4); moreover, the most popular of
such choices, namely the Pj,; — P; scheme (see [38]) is subjected to severe
limitations on the admissible triangulations.

In general a discontinuous pressure approximation enjoys more local mass
conservation properties: if @) contains piecewise constant functions, in parti-
cular, equation (3) implies that divu;, has zero mean value elementwise. In [7] we
discussed how to modify some continuous pressure schemes in order to enjoy
the same property.

Let us consider the Hood-Taylor (HT) family in two and three dimensions
[39], and the Bercovier—Pironneau (BP) element in two dimensions [4]. The
lowest order HT element in 2D and the BP element are sketched in Figure 1.

Since these elements are based on continuous pressure spaces, in general
they do not achieve local conservation of mass. An interesting way of improving
the mass conservation for such elements consists in adding an internal degree of

JANAN
AN /N

Fig. 1. — Lowest order HT (top) and BP (bottom).
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JANVAN
AN LN

Fig. 2. — Augmented elements: lowest order HT (top) and BP (bottom).

freedom in each element to the pressures. The modified scheme, for a sample of
elements, is presented in Figure 2.

Given a triangulation 7, of the domain Q, the formal definition of the aug-
mented spaces is given as follows. The augmented HT family is defined in two
dimensions (k > 1) as

Vi, ={v € HY(Q) :v|x € P (K VK € T}

Qn=1{q€ i) :q=qr+q, q € CQ), qilx € Pe(K), qolx € Po VK € T}}
and in three dimensions (k > 2) as

Vi = {v € H)(Q) : v|g € Pr1(K)? VK € T}

Qrn={q€LYQ) : q=qi+qo, @ € C(Q), qilx € Pr(K), qlg € Po VK € T}, };
the augmented BP element is defined in two dimensions as

Vi = {v € H(Q? :v|x € Py(K) VK € T)2}

Qu={g€LiQ:q=q+q, q1 € CQ), qilg € Py(K), qolg € Py VK € T),}.

The idea of adding piecewise constant pressure in order to enhance the mass
conservation is not new; we refer in particular to [26, 25, 41, 18, 40, 36, 37]. In [7]
we presented a unified proof of stability for a wide class of elements which is
based on the stability analysis of [5, 6].

We refer to [7] for several numerical experiments in which the significant
improvement of the augmented spaces over the original ones can be appreciated.
Here we report in Figure 3 the improvement in the area loss when applied to the
model problem described at the beginning of this section.
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x 10
3% F‘1isoP2/P1
_e_ P2/P1
- P1|soP2/(P1+P0)
O P/ (P+Py)
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N
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1—M/l\la

-0
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time

Fig. 3. — Area loss comparison between standard elements and augmented ones.

5. — Immersed boundary method and fictitious domain

The topic presented in this section represents some new ideas which look
promising for the analysis and the implementation of a suitable modification of
the method presented so far.

The motivation for the present study comes from the analogies that the IBM
shares, in a sense to be made more precise, with the fictitious domain approach
(see, for instance, [24, 22]). In particular, we shall introduce a formulation of the
IBM which has the same structure as the so called fictitious domain method with
distributed Lagrangian multiplier (see [23, 21]).

We start with a slight modification of the problem presented in equation (1).
We observe that the equation that drives the movement of the structure can be
written in a variational form in the following way:

at

<ﬂ,u(X(',t),t) - > =0 VueH'B.
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Hence, it turns out that our problem can be restated as follows: find
u(t) € Hy(Q)", pt) € L(Q), X(t) € H'(B)", and /. € 4 = (H'(B)")" such that

pi(u(t), v) + au®),v) + bu®),u(),v) — (divo, p(?))
—op f WU(X(S t)ds — (2, 0X (-, 1)) o € HYQ)"

(divau(®), q) Vg € LE(Q)
(5) [P, ) Vivids — (2,0, =0 Vo, € H'(B)!

B

<ﬂ,u<X(-,t),t> O t)> 0 Y

ux,0) = upx) Vx e

X(s,0) = Xo(s) Vs € B.

The analogies between (5) and the fictitious domain approach with distributed
Lagrangian multiplier can be appreciated with the following example which will
be deeper analyzed in [10]. Let us consider a simple one dimensional transmis-
sion problem: consider a real interval Q = (a,b) (Which represents the union of
the fluid and solid domain) and a subinterval ; = (¢, d) (representing the solid),
with a <c<d <b. Let v be a piecewise smooth function (representing a viscosity)
which can only jump across the interfaces ¢ and d:

Vf in .Q.f =0 \ .Qs
y =
Vs in Q.

We are looking for « such that

v =f inQ
u=20 on 0Q.

In the framework of the fictitious domain approach with distributed
Lagrangian multiplier, our problem can be restated as follows: find
UeV =H\Q), U € Vs = H(Q), and . € 4 = (H'(Q,))" such that

f vU'Y die + (A, v]g,) ijdac YweV
Q

(6) [ —pu ae— o) = [ ¢~ Posdr v, €V,
QS
(1, Ulg, —Us) =0 Yu € A,

where F' and 7, restricted to Q; coincide with f and v, respectively.
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In [10] we show that problem (6) is uniquely solvable and is equivalent in a
suitable sense to the original transmission problem. It will be also shown how to
approximate problem (6) with appropriate finite elements on a mesh which does
not fit with the interface. Hopefully, this will be a good starting point in order to
test and analyze the finite element approximation of the modified IBM (5).
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Sunto

Negli anni 20 del secolo scorso Charles Loewner introdusse la famosa teoria che
reca oggi il suo nome. Molti matematici, tra cui Goluzin, Kufarev, Pommerenke,
hanno poi lavorato a tale teoria, che é stata alla base per la dimostrazione di molti
risultati estremali per la teoria geometrica delle funzioni tra cui la dimostrazione
di de Branges della famosa congettura di Bieberbach. Piu recentemente, nel 2000,
Oded Schramm ha genialmente unito la teoria di Loewner alla teoria dei processi
stocastici conformalmente invarianti, definendo le cosidette SLE (stochastic Loew-
ner equation o Schramm-Loewner equation), che sono state oggetto di studio, tra
gli altri, di W. Werner e S. Smirnov.

La teoria classica di Loewner consiste nello studio di tre oggetti: le famiglie
di evoluzione, che sono famiglie biparametriche di mappe olomorfe del disco in sé
che soddisfano alcune condizioni di tipo semigruppo e una qualche regolarita nei
parametri; le catene di Loewner, che sono famiglie ad un parametro di funzioni
univalenti del disco con immagini crescenti e una qualche regolarita nel parametro;
i campi di Herglotz, che sono campi di vettori olomorfi semicompleti dipendenti in
modo misurabile da un parametro soddisfacenti una qualche regolarita nel parame-
tri. I tre oggetti sono legati da due equazioni differenziali, una ordinaria, detta di
Loewner, una alle derivate parziali, detta di Loewner-Kufarev e da una equazione
funzionale.

Lo scopo di questa conferenza & di presentare una teoria di Loewner generale,
introdotto dall’oratore assieme a M. D. Contreras e S. Diaz-Madrigal, e che vale in
massima generalitd per varietd complete iperboliche, utilizzando un punto di vista
totalmente nuovo, in cui la teoria di Loewner viene presentata come evoluzione della
teoria classica dei sistemi dinamici (dalla dinamica locale di germi, alla dinamica
di mappe olomorfe di un dominio in sé alla teoria semigruppi).
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Holomorphic Evolution: Metamorphosis
of the Loewner Equations (*)

FiLippo BrAccCI

1. — Introduction

The theory developed by Ch. Loewner [36] in 1923, and nowadays bearing his
name, has been extended and used in the past decades to solve many different
problems in the area of complex analysis. Just to name a few instances, the
Loewner theory is one of the main tool in the de Branges’ proof of the Bieberbach
conjecture, and it has been recently successfully exploited in connection with
stochastic equations to study scaling limits of various probabilistic and physical
models (giving rise to the so called SLEs of Oded Schramm).

The original idea of Loewner was to represent a family of domains obtained
by removing from the complex plane a Jordan arc by means of a family (nowa-
days known as a Loewner chain) of univalent functions defined on the unit disc
and satisfying a suitable differential equation. Such a machinery was later stu-
died and extended to other types of simply connected domains by Kufarev in
1943 and Pommerenke in 1965 ([29], [42], and see also [43, Chapter 6]).

The classical Loewner partial differential equation in the unit disc D :=
{¢ e C:|{|<1} is given by

i) Ofi(2)
o oz

where f; : D — C is a family of univalent mappings depending on the parameter

1+ k@w

t>0, 1(0) =0, f/(0) = ¢', and G(w,t) = —wm

tion k : [0, +00) — 9. The vector field G(w, t) is a so-called Herglotz vector field.

The classical radial Loewner equation is the following associated non-au-
tonomous ordinary differential equation

G(z,1).

for some continuous fune-

{&J: G(w,t) for almost every t € [s, c0)
w(s) = z.

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 13 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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The solutions ¢+ ¢,,(z) of such a differential equation possess certain “semi-
group-type” properties, and the family (¢,,) is called an evolution family of the
unit dise.

The relations among the three objects, that is, Loewner’s chains, evolution
families and Herglotz vector fields, is the core of Loewner’s theory and its ex-
tensions and generalizations.

The aim of this note is to provide an updated account of the extensions and
generalizations of the original Loewner theory, with a particular view toward
the geometrical and dynamical aspects of the above equations and their in-
variant forms. We will start by presenting quite in detail the original work of
Loewner, and the extension by Pommerenke, Kufarev and Schramm in the unit
dise. Next, we will describe infinitesimal generators of semigroups of holo-
morphie self-maps on complex manifolds, with the target of presenting a very
general and natural definition of Herglotz vector fields and evolution families,
as discovered by the author and M. D. Contreras and S. Diaz-Madrigal in [10],
[11]. In this new framework, the accent is put on the evolution families con-
sidered as families of holomorphie self-maps resembling semigroups. Hence, on
the one side they are objects that can be iterated, creating a “dynamical sys-
tem”, and on the other side they are generated by non-autonomous vector fields
which are semicomplete for almost all times. In this optic, Loewner chains are
essentially viewed as “intertwining mappings” which conjugated the dynamical
behavior of an evolution family on a complex manifold with the geometry of an
“abstract basin of attraction” which we call the Loewner range. The construc-
tion of Loewner chains, taken by the work of the author with L. Arosio, H.
Hamada, G. Kohr [5], is categorial and provides the “PDE Loewner equation”
in its full generality.

Some results are presented with a sketch of the proof, and some efforts
are made to relate various branches of the theory to a single unified source
(for instance the reverse equation used from Schramm is presented here
starting from the Loewner classical equation). However, many applications
of Loewner theory and other areas of related researches are not discussed
here. For further material, we refer the reader to the survey paper [2], the
books [24] (for basic one dimensional and the higher dimensional theory)
and [33] (for SLESs), and the recent paper [14, 15] (for the multi-connected
cases).

These notes are the revised version of the text of the plenary talk the
author gave at XIX Congress of the Unione Matematica Italiana held in
Bologna, 12-17 September 2011. The author wants to sincerely thank the or-
ganizers for both the invitation to give the talk and the possibility of writing
these notes. Also, the author warmly thanks Pavel Gumenyuk for several
comments which improved this paper.
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2. — The classical Loewner equation

We define the “class S” as the set of all univalent (i.e. holomorphic and in-
jective) function f : D — C such that £(0) = 0, f/(0) = 1. Namely,

S:={f:D — C:f is univalent, (0) = 0,£'(0) = 1}.

By the Riemann mapping theorem, given a simply connected domain D C C,
D # C, there exists a univalent and surjective mapping ¢ : D — D, called a
Riemann map. Up to translation we can assume that 0 € D. With this as-
sumption, one can show that there exists a unique Riemann map gp : D — D
such that gp(0) = 0 and 4 := ¢;,(0) > 0. In particular, if we dilate D by 1/4, the

unique Riemann map g: D — %D such that g(0) = 0, ¢’(0) > 0, belongs to the
class S. ’

DEFINITION 2.1. — A slit map f : D — C is a univalent mapping such that
f(0) = 0 and the complement of f(D) in C is a Jordan arc I, i.e., there exists a
continuous injective curve y : [0,T) — C such that lim |y®)| = oo, I" := »([0,T))
and f(D) = C\ T =T

One can prove that slit maps are dense (with respect to the topology of uni-
form convergence on compacta) in the class S. Therefore, if one can prove certain
bounds on slit maps, they propagate to all the class S.

Now we are going to discuss the so-called “parametric representation of slit
maps” due to Ch. Loewner.

Let y:[0,7) — C be a Jordan arc such that }LH% ly@®)| = oo, I":= ([0, T)).

Assume, up to translation, that 0 ¢ I'. Let Iy := y([t,T)), for t € [0,T). Then
Dy :=C\ I'; is a family of simply connected domains with the property that
D, c D, for s<t.

Let f; : D — D; be the Riemann map such that f;(0) = 0,£/(0) > 0. Then we
can expand f; and obtain

fi@) = POz + ba(t)2® + bs()2® + .. . 1.

By the geometry of D;’s, one can show that ¢+— f(t), b;j(t) are continuous for all
J > 2. Moreover, consider the map zw ¢ ,(2):= f{l ofs(2) (s<t). Then
¢4+ D — D is holomorphic, injective, ¢,(0) = 0 and it is not the identity map.
By the Schwarz’ Lemma it follows then ¢/ ,(0) <1. Hence, t — f(¢) is strictly in-
creasing. '

It can be also proved that th_rg B(t) = +o0o. Indeed, if this is not the case, then

thanks to the so-called “distortion theorems” for the class S, one would find a
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converging (in the topology of uniform convergence on compacta) subsequence of
{f¢} which would converge to a biholomorphism from D to C.

Therefore, we can re-parameterize the Jordan arc y by define o(s) := ﬁ’l(es )
and 7 : [0, +00) — C as (s) = y(a(s)). With this new parametrization we have

2 bj(t)zj] :

Jj>2

filz) = ¢

DEFINITION 2.2. — A family (f;) of univalent mappings f; : D — C is called a
classical Loewner chain if

1) £:(0) = 0,£/(0) = €' for all t > 0 and
2) f;(D) C fi(D) forall 0 <s <t

Now we can state Loewner’s original result:

THEOREM 2.3 (Loewner). — Let (f;) be a classical Loewner chain of slit maps.
Let g, :=filofy: D — 1D, 0<s<t Then there exists k:[0,+00) — 0D a
continuous function such that for all t € [0, 4+ co) and z € D

Op42) ® 1+ k)p, ,(2)
ot T Tke,,@)

(2.1)
Moreover, tlim et(os,t(z) = f5(z) uniformly on compacta.

SKETCH OF THE PROOF. — The map ¢ ;: D — D is univalent, ¢,,(0) =0,
¢, ,(0) = ¢*~'. Note also that

Dst = Put © Vs 0<s<uc<t.

Also, by Carathéodory’s extendability result (see, e.g. [43]), the map ¢, is con-
tinuous up to dD for all 0 < s <. 0.,2)
The function D \ {0} 3 z2+— g,(2) := % extends holomorphic in D by de-

fining g,,(0) = go’s’t(O) ="t and g;,4(2) # 0 for all z € D because 05, 1s injective
and it is equal to zero at z = 0. Hence, since D is simply connected, it is possible
to define the logarithm ¢, ,(z) := log g, (), choosing the branch of log such that
loges™ =s —t. '

Now, the image of D under ¢, ; is D \ I's;, where I's; is a Jordan arc contained
in D and starting from a boundary point. Therefore, there exists an arc A;; C 9D
such that ¢, ,(9D \ Asz) C 9D, hence Re ¢, ,(9D \ As4) = 0. Also, Re ¢, ,(2) <0 for
all z € D. We apply then the Poisson formula and obtain

1 el 1z "
¢s.t(z) = %Af P Re ¢S’t(€l )do.
st
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By the mean value theorem, there exist ¢/, 6" € R such that ¢/, e’ € A,; and

) = 5- f O e, (0,0

1o @\ . e+, ()
it ¢ T Ons'® —
f Reduloms ))dgl ( 7 = (@) R —ons@) |
But

1 o

2 [ Re, 0,00 = Re g, (p,,,(0) = Re g, ,(0) = 5 — .

st
¢ + 2
m — (”m.,s( ) '
e — (pm,s(z)
Now, ¢, (9,,5(2)) = 9,,,,(2) for 0 < m < s <, hence

(/’s,t(¢mﬁs(z)) 710 (pm,t(z)
(/7m,s(z) B (0m,3(z) ’

Therefore

20
22) ¢ sR) =(—1) lRe <M>

m,s(z)

G 1(0 5(2)) = log(

It can be proved that, as ¢t — s, the arc Ay, shrinks to a point A(s) € 91D which
represents the preimage of the tip of the arc I'; under ¢, ;. From this, and from
(2.2) we obtain

/L.()/ ,L'(}//
lim L log gpm"t(Z) = —lim|Re e/;(pma(z) +ilm @H;W
st=s (ﬂm,s(z) f=s el — (pm,s(z) el — (ﬂm,s(z)
_HS) = pne®)
/1(8) + wm,t(z) .

Unwrapping the left hand side, we obtain (2.1) with k(t) := 1/A(t). The rest of the
statement is technical and we omit it (see, e.g. [18]). |

In the proof of Loewner’s equation we defined a family (¢; ;) of univalent self-
mappings of the unit discs having certain semigroup properties. Abstracting
those properties we give the following

DEFINITION 2.4. — A family (pg ) with 0 < s <t < + oo of univalent self-maps
of the unit disc D is a classical evolution family if

D) @5t = up0Pp forall0 <s <u<t
@ ¢s,t(0) =0, §0g.¢(0) =5l
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Given a classical Loewner chain (f}), it is possible to define a classical evo-
lution family (p,) by means of the formula

(2:3) Jroosy =fs

Since ¢, = fitofs, it is clear that such an evolution family is uniquely de-
termined. However, the converse is not so immediate. We will discuss later (see
Theorem 7.3) of the uniqueness of Loewner chains associated to a given evolution
family on complete hyperbolic manifolds, and the reader can easily check that in
the classical case the uniqueness follows as a result of the normalization chosen in
the definition of classical Loewner chains.

Equation (2.1) can be re-written in the following way. Let k : [0, +00) — 90D
be continuous and let

1+ k()2
P& =T e

Then Rep(z,t) > 0 for all z € D and t € [0, +00). Let
G(z,t) = —zp(z,1).
Loewner’s equation (2.1) reads as

a(”s,t (Z )
ot

(2.4) = Glpy (), D).
The equation (2.1) (or the more general equation (2.4)) are known as radial
Loewner equations.
Looking abstractly to the properties of G, we give the following definition

DEFINITION 2.5. — A classical Herglotz vector field G(z,t) = —zp(z, t) is a non-
autonomous vector field such that

(1) [0,+00) >t p(z,t) 1s measurable for all z € D,
(2) z — p(z,1) is holomorphic for all t € [0, + o0o)
(3) Rep(z,t) > 0 for almost all t € [0, + o),

@) p0,t) =1 forallt € [0,+c0).

Differentiating (2.3) and taking into account (2.4) we obtain the following
PDE:
@ ofi2)
o oz
Ch. Pommerenke [43, 42] showed that (2.3), (2.4) and (2.5) hold in the context
of classical Loewner chains, classical evolution families and classical Herglotz

vector fields, and not only for slit maps. We will discuss later of a more general
version of these results.

(2.5) Gz, D).

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]



HOLOMORPHIC EVOLUTION: METAMORPHOSIS OF THE LOEWNER EQUATIONS 143

2.1 — The Bieberbach conjecture

The Bieberbach conjecture states the following. Let f € S. Expand
f(®)=z+> apz™. Then

j>2
lan| <m ¥Ym e N.

The Bieberbach conjecture has been positively solved by L. de Branges [17],
who proved the so called Milin’s conjecture (which implies the Bieberbach con-
jecture) using special functions and Loewner’s equation (a simplified proof is
given by C. FitzGerald and Ch. Pommerenke [20]).

The case m = 2 is a consequence of the so called “area theorem” (see, e.g.,
[18]). The case m = 3 was proved by Loewner himself, using his equation (2.5).
We give here a brief sketch of his idea. We start with

O _ O

(26) ot 0z

P, D).
Now, we expand

P, t) =1+ pi1®z + p22 + ...,
and also, we write

fi) = ez + as)® + ...

Substituting in (2.6) and equating coefficients with the same degree in z, we
obtain for almost all ¢ > 0,

d m—1

7t = ; k(@) P k() + Mty (©).

Now, multiplying both sides by e~ and integrating, one obtains an expression
for a,, which involves the terms p;. By the distortion theorems for p(z,?), it
follows that |p;(?)| < 2 for all k. From here (after some algebraic manipulations
which are working well only for m = 2, 3), we obtain the estimates.

2.2 — Slit mappings and the Loewner differential equation

Given a continuous function k : [0, +00) — 9D, one can consider the PDE

ofi(z) _, ofy () 1+ k(t)z
ot " 0z 1—k@)r’

2.7)

with z € D. The funection ¥ is called the driving term of the equation.
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Loewner’s theorem 2.3 shows that any evolution family of slit mappings sa-
tisfies (2.7) with a continuous driving term. The converse is not true: P. P.
Kufarev [31] showed that the solutions to (2.7) with continuous driving term are
not slit mappings in general.

The question is then which are the relations between the properties of the
driving term k in (2.7) and the family generated by the solutions. It is known that
if the evolution derives from a slit which is real analytic, then k is real analytic. A
proof of this fact can be found in [19], where C. Earle and A. Epstein proved also
that if the slit is of class C™ then the driving term is at least of class C" 1.

In [38], D. Marshall and S. Rohde proved that if the slit in C is a “quasiarce”
(namely it is the image of [0, co) under a quasiconformal homeomorphism of C)
then the driving term is Lipschitz continuous with exponent 1/2. And con-
versely, there exists a constant C > 0 such that if |k(®) —k(s)|<C |t—s|1/ % for all
s,t € [0,4+00) then C\ (D) is a quasiarc for all ¢. In Kufarev’s example, the
driving term k is Lipschitz continuous with exponent 3v/2, thus C < 3v/2. J. Lind
[37] has proved that the best constant C is 4. However, W. Kager, B. Nienhuis, L.
P. Kadanoff [27] showed that there exist examples of slit evolutions for which the
associated driving terms have arbitrary big norm. In [41], D. Prokhorov and A.
Vasil’ev extended such results to the case of evolutions of so-called “chordal type”
(see below) when the slit is an arc tangent to the boundary, proved that in such a
case the driving term is 1/3-Lipschitz.

3. — Kufarev-Loewner chordal equation

In 1946 P. P. Kufarev [30] (developed later by Kufarev himself, Sobolev and
Sporysheva [32]) proposed an equation of evolution in the upper half-plane
H :={z € C:Imz > 0} analogous to the one proposed by Loewner in the unit
disc. Note that Hl and D are conformally equivalent by means of the Cayley
transform

D>z—1 1+2
1-=z2
However, Kufarev’s equation is not just a transliteration from D to H by means
of the Cayley transform of Loewner’s evolution equation. Kufarev in fact con-
sidered a different equation, where the base point of the evolution is at co. This
process is connected to physical problems in hydrodynamics.

In order to introduce Kufarev’s equation properly, let us fix some notations.
Let y be a Jordan arc in the upper half-plane [l with starting point y(0) = 0. Then,
there exists a unique Riemann map f; : 11 — [\ [0, ¢] normalized such that

ft(z)erC(zt)+O(1>.

22

€ H.

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]



HOLOMORPHIC EVOLUTION: METAMORPHOSIS OF THE LOEWNER EQUATIONS 145

Up to a re-parametrization of the curve y, one can assume that c¢(f) = —2t. Such a
normalization is sometimes called the hydrodynamics normalization. Under
this normalization, one can show that f; satisfies the following differential
equation. For all £ > 0 and for all z € [l

o) -2
ot file) — k@)’
where k :[0,+00) — R is a continuous function. Conversely, starting with a

continuous function k : [0, +00) — IR, one can consider the non-autonomous ho-
lomorphic vector field

(3.1) fo) =z,

-2
P(w, t) = Fk(t) y
and the associated initial value problem for each z € I:
dw
i Pw(@),1), w(0) = z.

Let t+— w?(t) denote the only solution of the previous system, and let fi(z) :=
w*(t). Then f; : H — H is univalent. This equation is nowadays known as the
chordal Loewner differential equation and the function k is its driving term. The
name “chordal” is due to the picture that the images of the solutions of the as-
sociated characteristic equation draw when taking the time-limit: something like
the half-plane erased a chord joining two boundary points.

Moving back to the unit disc by means of the Cayley transform, it is easy to
see that the chordal Kufarev-Loewner equation takes the form

dz
i
where Rep(z,t) > 0 for allt{ > 0 and z € D.

We will show later on that both the classical Loewner equation and its radial
generalizations and the Kufarev equation are just particular cases of a more
general picture.

D. Marshall kindly told me in a private conversation that the classical
Loewner equation and the Kufarev one are equivalent in the sense that can be
obtained one from the other by means of a suitable construction.

(3.2) =1 -2k, 20 =z

4. — Reversing evolution and SLE’s

The original Loewner equation (and the generalized Pommerenke’s and
Kufarev’s equations) deals with families of univalent mappings from D to in-
creasing families of simply connected domains. In the applications it is some-
times useful to consider a reverse evolution. Namely, let (D;);> be a family of
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simply connected domains contained in the unit dise D and such that D; C D, for
all 0 < s <t. We also assume that Dy = D.

A typical example is given by considering a Jordan arc y : [0, +00) — C such
that y(0) € 9D and ((0, 00)) C D. In such a case D; = D \ ([0,t]). If 0 € D for all
t, one can consider a chain of univalent mappings f; : D — D; normalized so that
f1(0) = 0 and f/(0) > 0. This is a sort of “reverse classical Loewner evolution”.

Similarly, one can consider a “reverse chordal Kufarev-Loewner evolution”,
taking the upper half-plane model H and removing a growing Jordan arc
y:(0,4+00) — H such that y(0) =0, considering the chain given by f; : Il —
H\ »([0,%]) with the hydrodynamics normalization.

In this section we restrict ourselves to the case of the “reverse classical
Loewner evolution”. However, one can show the same procedure works for all
generalizations of the classical Loewner equation (see also [16]).

For ¢t >0, let f; : D — D; be a Riemann mapping normalized such that
f(0) =0 and f/(0) > 0. Assume that D;:=f,(D) be such that D; C D, for
0 <s <tandfy =id. Moreover, D\ D; is a Jordan arc y : [0, +00) — C such
that y(0) € 9D and y((0, 00)) C D.

Let p®) :=f{/(0). By Schwarz’ lemma, f:[0,+oc0) — R* is a decreasing
function, (0) = 1. Let

A= tlirglo p@).

Then 0 < A<1. Let o(s) := /)”l(e‘s), for s € [0, —In A). We re-parameterize the
Jordan arc as (s) := y(a(s)), for s € [0, —In A). With such a parametrization we
have f;(0) = 0,f/(0) = ¢! for ¢t € [0, —In A).

Fix T €(0,—-InA), and, for ¢ [0,T], let ¢,(2) :=fr_4(z). By definition,
¢,(D) C ¢, (D) for all 0 <s <t < T and ¢, = id. Also, ¢,(0) =0, ¢;(0) =T,

The family (g;) is a “classical Loewner chain” as defined in Section 2, except
that ¢ € [0, T'] instead of taking values in [0, +00). In any case, we can define the
associated “evolution family” ¢ ;, := f; L ofs. Ttis easy to check that such a family
satisfies the requirement of Definition 2.4, taking 0 <s <t < T.

Then Theorem 2.3 applies and there exists k7 : [0,7) — 0D a continuous
function such that for all £ € [0,7) and z € D equation (2.1) holds with ky re-
placing k.

Then the family (¢,)c(0 1) satisfies (2.5), .e.

98, ., . 1+kp(z
e g

Now, taking into account that ¢, = fr_, from the previous equation we obtain

D I 1+l — bz
o~ oe k@ e SO

This yields that kp(T —t) = kp(T" —t) for all ¢ <min{7,7"}. Thus, setting
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k() := kp(T —t) whenever t € [0, T), we find

0@ _  0fiz) 1+ k()
o~ 9z “1-—k@®)z’

Note that (4.1) differs from (2.5) by a sign. Now, let
gt :=f"1:Dy — D.

(4.1) te[0,—InA).

Since z = fi(g:(z)) for all z € f;(ID) = Dy, differentiating in ¢ and taking into ac-
count (4.1), we obtain

_Of ofy 0g4(2)

0= g(gt(z)) + &(Qt(z)) ot
O 1+k@®)gz) Ot 0g4(2)
=- &@t(Z))zil kD) + % 9:(2)) pra

Since f; is univalent, we get

0gi(z) " 1+ k(®)g:(2)
ot "1—k(t)g(2)

for allt € [0, —In A) and z € D;.

Note that, given z € D, (4.2) holds for all ¢ € [0, —In A) if z & ([0, —In A)). If
z = J(tp) then (4.2) holds for all t € [0, ty).

Putting together the previous considerations we have

(4.2)

THEOREM 4.1 (Reverse classical radial Loewner evolution). — Let y: [0, M) — C
be a Jordan arc such that y(0) € 0D and y((0,M)) C D. Let f; : 1D — D, for
t € [0,M), be a family of Riemann mappings such that D\ fi(D) = y((0,t]),
1(0) =0 and f{(0) = el Let g; = ft’l. Then there exists a continuous function
k:[0,M) — 0D such that

Ogi(z) » 1 + k()g:(2)
ot 1—k@)g:(2)

for all z € D and either for all t € [0, M) if z € y([0,M)), or for all t € [0,ty) if
z = (o).

A similar argument as before applies to the Kufarev-Loewner chordal
equation. In particular, we obtain the reverse evolution from (3.1). That is

THEOREM 4.2 (Reverse classical chordal Kufarev-Loewner evolution). — Let
y:[0,M) — C be a Jordan arc such that y(0) =0 and p((0,M)) Cc H. Let
fi: H—=H, for tel[0,M), be a family of Riemann wmappings such that

N\ fi(FD) = p((0,2]), fi(z) =2 — % + O(zlz) Let g; := f;Y. Then there exists a

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]

47



48

148 FILIPPO BRACCI

continuous function k : [0, M) — R such that
09:(2) _ 2
ot g —k)’

for all z € T and either for all t € [0, M) if z & ([0, M)), or for all t € [0,%y) if
z = ().

4.1 — The Schramm-Loewner equation

In 1999 Oded Schramm [S] had the wonderful idea of replacing the driving
term of the classical Loewner equation for single-slit maps with a weighted
Brownian motion, inventing the nowadays well known stochastic-Loewner
equations, or Schramm-Loewner’s equations. In particular, the (chordal) sto-
chastic Loewner evolution with parameter k > 0 (SLE,) starting at a point
2 € R is the random family of univalent maps (g;) obtained from the reverse
classical chordal Kufarev-Loewner equation replacing the driving term k(t) with
VkB,, where B, is a standard one dimensional Brownian motion such that
VkBy = x. That is

99:2) _ 2
o gle) = VEB
Similarly, one can define a radial stochastic Loewner evolution starting from

the reverse classical radial Loewner equation replacing the driving term k()
with e~ 1VEB: je.

go(z) = z.

Oge) _ 1+ Py )

ot “1— e iViBig,z) 9o(2) = 2.

The SLEj depends on the choice of the Brownian motion and it comes in
several flavours depending on the type of Brownian motion exploited. For ex-
ample, it might start at a fixed point or start at a uniformly distributed point, or
might have a built in drift and so on. The parameter k& controls the rate of dif-
fusion of the Brownian motion and the behaviour of the SLE, critically depends
on the value of k.

The SLE; corresponds to the loop-erased random walk and the uniform
spanning tree. The SLEg 3 is conjectured to be the scaling limit of self-avoiding
random walks. The SLEj is conjectured to be the limit of interfaces for the Ising
model, while the SLE, corresponds to the harmonic explorer and the Gaussian
free field. The SLEg was used by Lawler, Schramm and Werner in 2001 [LSW1],
[LSW2] to prove the conjecture of Mandelbrot (1982) that the boundary of planar
Brownian motion has fractal dimension 4/3. Moreover, Smirnov [Sm] proved
that SLEg is the scaling limit of critical site percolation on the triangular lattice.
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This result follows from his celebrated proof of Cardy’s formula. We refer the
reader to the very beautiful book of G. Lawler [33] for more details.

5. — Semigroups and infinitesimal generators

Looking at the classical radial Loewner equation (2.1) and the classical
chordal Kufarev-Loewner equation (3.2), one notices that there is a similitude
between the two. Indeed, we can write both the equation in the form

oz(t)
5 = G(z,1),
with
G(z,1) = (r — )1 — 72)p(2, 1),

where 1 = 0,1 and Rep(z,t) > 0 for allz € D and ¢ > 0.

The reason for the previous formula is not at all by chance, but it reflects a
very important feature of “Herglotz vector fields”. In order to give a rough
idea of what we are aiming, consider the case t =0 (the radial case). Fix
t =ty € [0,+00). Consider the holomorphic vector field H(z) := G(z,ty). Let
h(z) := |2[*. Then,

(5.1) dh.(H(z)) = 2Re (H(z),2) = —|z[*Rep(z,t)) <0, VzeD.

This Lyapunov type inequality has a deep geometrical meaning. Indeed, (5.1)
tells that H points toward the center of the level sets of &, which are concentric
circles centered at 0. For each zy € D, consider then the Cauchy problem

dw(t) _
(52) { - Hw),
w(0) = 2o

and let w* : [0,9) — D be the maximal solution (such a solution can propagate
also in the “past”, but we just consider the “future” time). Since H points inward
with respect to all circles centered at 0, the flow ¢ — w* (f) cannot escape from the
circle i(z) = h(zp). Therefore, the flow is defined for all future times, namely,
0 = +oo. This holds for all zg € D.

Hence, the Herglotz vector field G(z,ty) has the feature to be R*-semi-
complete for all fixed ¢.

Let H be a R"-semicomplete holomorphic vector field on D and let
[0, +00) 3 —w?*(t) € D be the solution of (5.2). By the holomorphic flow-box
theorem, the map

[0,+00) Xx D—¢,(z) :=w*(®) € D
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is real analytic, and for all fixed ¢, the map z — ¢,(z) is holomorphic. By definition
¢, = id and by the uniqueness of solutions of (5.2),

¢t+s:¢to¢s:¢so¢t VS,tZO

In other words, (¢,) is a continuous morphism of semigroups between (R>¢, +)
endowed with the Euclidean topology and the semigroup of holomorphic self-
maps of the unit dise (Hol(D, D), o) endowed with the topology of uniform con-
vergence on compacta.

Recall that a holomorphic vector field H on a complex manifold M is a
section of the holomorphic tangent bundle 7M. In case M is a domain in C"
(for instance the unit disc in C), then TM ~ M x C" and thus we can interpret
H as a holomorphic function from M to C". With this in mind, we give the
following definition:

DEFINITION 5.1. — Let M be a complex manifold. A holomorphic vector field
H : M — TM 1is an infinitesimal generator if for each zy € M, its flow starting
from zy is defined for all t > 0.

Also, we define:

DEFINITION 5.2. — Let M be a complex manifold. A continuous semigroup of
holomorphic self-maps of M, (¢,)i>¢, is @ continuous morphism of semigroups
between (Rxg,+) endowed with the Euclidean topology and the semigroup of
holomorphic self-maps of M endowed with the topology of uniform convergence
on compacta.

It can be shown that if (¢,) is a semigroup, then for each ¢ > 0, the map
2 — ¢,(z) is univalent.

Let M be a complex manifold. By the holomorphic flow-box theorem, for an
infinitesimal generator H on M there exists a unique continuous semigroups
(¢)=0 of holomorphic self-maps of M such that

9¢,(2)
ot

Conversely, given a continuous semigroup of holomorphic self-maps of M, there
exists a unique infinitesimal generator H on M such that (5.3) holds ([8], see also
e.g., [11, [46]).

Much has been done in the theory of semigroups, see [46] for a very good
recent account. Here we content ourselves to examine the theory we need for
our aim.

As we saw before, a classical Herglotz vector field G(z,t) (as defined in
Definition 2.5) has the property that for all ¢ > 0, the holomorphic vector field

(53) — H($,2).
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z2+— G(z,t) is an infinitesimal generator, and one might suspect that this is the
right choice for a workable definition of a general Herglotz vector field.
Therefore, it is fundamental to characterize which holomorphic vector fields are
infinitesimal generators.

The previous argument with the function %, gives a basic rough idea of the
way one can characterize infinitesimal generators. Before going ahead, we need
to recall some few facts about the so-called “invariant distances”. We refer the
reader to [28] and [1] for details.

Let w: D x D — R" denote the Poincaré distance on D. Recall that

oz, w) = L lo 1+ [T
= BT T, )
where T,(w) = z—;;;)u Essentially by a re-interpretation of the Schwarz lemma,

the Poincaré distance has the property of being shrunk by holomorphic self-
maps of the unit dise, namely, if f : D — D is holomorphic, then

o(f@),f(w)) < w(z,w) Vz,we D.
Moreover, there is equality for some z # w—and hence for all—if and only if f is
an automorphism of D. The Poincaré distance is of class C* outside the diagonal.

Take a semigroup (¢,) of holomorphic self-maps of D generated by the in-
finitesimal generator H. Then, for z # w, the function

(5.4) t— w($,(2), g,(w))

is differentiable (because ¢,(z) # ¢,(w) for all ¢ > 0 being the map injective) and
decreasing, since

(@), o)) = (y_,.,,(2), &y, (W)
= (@, (¢;_,(2)), (¢ _ (W) < aly_,(2), ¢, (w)).

Differentiating in ¢ at ¢t = 0 we obtain thus
(5.5) dog.w - (HE),Hw)) <0, Vz,weD,z#w.

Note that if ¢,(0) = 0 for all ¢ > 0, then H(0) = 0 and the previous equation
for w = 0 is equivalent to dh,(H(z)) < 0 (where, as before, h(z) = |z|2), that is,
(5.6) Re (H(z),z) < 0.

However, being H(0) = 0, it follows that H(z) = —zp(z) for some holomorphic
function p : D — C, and (5.6) implies that p : D — {w € C : Rew > 0}.
Condition (5.5) is also necessary to ensure that H is an infinitesimal generator
(see [9]). The geometric reason of such is that such equation means that Poincaré
discs are shrunk by the flow of H, hence the flow starting at any given point of D
cannot reach the boundary in a finite time. Analytically, (5.5) translates saying that
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the function (5.4) (Where ¢ — ¢,(z) denotes here the flow starting at z) is decreasing
in time, and therefore the vector field H is semicomplete. In fact, starting from
(5.5) one can derive useful equivalent analytical characterizations of infinitesimal
generators in the unit dise—historically, such characterizations have been derived
directly without using formula (5.5), which was discovered in [9].

THEOREM 5.3 (Characterization of infinitesimal generators in the unit
dise). — Let H : D — C be holomorphic. Then the following are equivalent:

(1) H is an infinitesimal generator,

@) (19)) dw ) - (H(z), Hw)) <0, Vz,we D,z #w,

(3) (13]) there exista € Candq : D — {w € C: Rew > 0} holomorphic such
that for all z € D

HGz) =a —az® — 2q(2),

(4) (Berkson-Porta’s formula [8]) there exist t€D and p:D —
{w e C: Rew > 0} holomorphic such that for all z € D

Hi) = (—2A —72)pR).

SKETCH OF THE PROOF. — We already saw the equivalence between (1) and (2).
Now, if H(0) = 0 the previous discussion shows that H(z) = —zp(z) for some
holomorphie function p : D — {w € C : Rew > 0}. Hence (3) and (4) holds with
a = 7 = 0 and they are equivalent to (1) and (2) in such a case. 2

. e . . . 5 |dz|
Now, using the infinitesimal Poincaré metric, given by ds* = W, an
— |z

the shrinking properties of holomorphic self-maps of the unit disc and arguing
similarly as above (see also [1, Thm. 1.4.14]), one can show that H is an in-
finitesimal generator if and only if

Re[2ZH(z) + (1 — |zP)H' ()] <0 Vz e D.

As a consequence, the set of infinitesimal generators is a real cone with vertex 0.
Now, given a € C, a direct computation shows that the holomorphic vector field
D3 2—9.(2) =a—az> is a generator of a group of automorphisms of D.
Namely, both g, and —g, are infinitesimal generator. Therefore, a holomorphic
vector field H is an infinitesimal generator if and only if H — g, is an infinitesimal
generator for all @ € C. Hence, setting a := H(0), it follows that a holomorphic
vector field H is an infinitesimal generator if and only if

Re (H(z) — g4(2),2) < 0.

This implies that (3) is equivalent to (1) and (2). The equivalence with (4) in case
7 # 0 relies on dynamical properties of the semigroups which we are not going to
discuss in here, and therefore it is omitted. O
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REMARK 5.4. — Berkson-Porta’s formula (4) relates the infinitesimal gen-
erator H with the dynamical properties of the associated semigroup (¢,). In
particular, the point 7 is (except in the case of a group of rotation) the attractive
fixed point of the semigroup, i.e., ¢,(z) — rast — oo forallz € D.

5.1 — Higher dimension

In higher dimension one can replace the Poincaré distance with the
Kobayashi distance. First, we recall the definition of Kobayashi distance (see [28]
for details and properties). Let M be a complex manifold and let z,w € M. A
chain of analytic discs between z and w is a finite family of holomorphic map-
pings fj : D — M, j=1,...,m and points ¢; € (0,1) such that

fl(o) = z,fl(tl) :f2(0)a cee 7fm—1(tm—1) :fm(o)afm(tm) =w.

We denote by C.,, the set of all chains of analytic discs joining z to w. Let
L € C.,. The length of L, denoted by #(L) is given by

UL) = E (0,t) = E 5 log 1 t]~'
j=1 j=1 -9

We define the Kobayashi (pseudo)distance ky(z,w) as follows:
ky(z,w) := inf A(L).

€Cony
If M is connected, then ky(z,w)< + oo for all z,w € M. Moreover, by con-
struction, it satisfies the triangular inequality. However, it might be that
ky(z,w) = 0 even if z # w (a simple example is represented by M = C, where
kc = 0). In the unit dise, kp = .

DEFINITION 5.5. — A complex manifold M is said to be (Kobayashi) hyperbolic
if ky(z,w) > 0 for all z,w € M such that z # w. Moreover, M is said complete
hyperbolic if ks is complete.

Important examples of complete hyperbolic manifolds are given by bounded
convex domains in C",

The main property of the Kobayashi distance is the following: let M, N be two
complex manifolds and let f : M — N be holomorphie. Then for all z,w € M it
holds

kn(f(@),f(w) < ky(z,w).

It can be proved that if M is complete hyperbolic, then k;; is Lipschitz con-
tinuous (see [6]). If M is a bounded strongly convex domain in C" with smooth
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boundary, L. Lempert (see, e.g. [28]) proved that the Kobayashi distance is of
class C* outside the diagonal. In any case, even if k,, is not smooth, one can
consider the differential dkj; as the Dini-derivative of k,,, which coincides with
the usual differential at almost every point in M x M.

The following characterization of infinitesimal generators is proved for
strongly convex domains in [9], and in general in [6]:

THEOREM 5.6. — Let M be a complete hyperbolic complex manifold and let H
be an holomorphic vector field on M. Then the following are equivalent.

(1) H is an mfinitesimal generator,
) Forall z,w € M with z # w it holds

(dkm) ) - (H(2), Hw)) < 0.

6. — L%-Herglotz vector fields and Evolution families

In the previous section we saw that the classical Herglotz vector fields which
appear in the Loewner equation have the property to be infinitesimal generators
for all fixed times. We will exploit such a fact to define a general family of
Herglotz vector fields. As a matter of notation, if M is a complex manifold, we let
|| - || be a Hermitian metric on TM and dj; the corresponding integrated distance.

DEFINITION 6.1. — Let M be a complex manifold. A weak holomorphic vector
field of order d > 1 on M is a mapping G : M x R™ — TM with the following
properties:

() The mapping G(z,-) is measurable on R" for all z € M.
(i) The mapping G(-,t) is a holomorphic vector field on M for all t € R™.
(iii) For any compact set K C M and all T > 0, there exists a function
Ck.r € LU0, T],R") such that

|G, )| < Cxr®), ze€K, ae. tel0,T]

A Herglotz vector field of order d > 1 is a weak holomorphic vector field G(z, t)
of order d with the property that M > z— G(z, t) is an infinitesimal generator for
almost all ¢ € [0, +00).

REMARK 6.2. — If M is complete hyperbolic, then a weak holomorphic vector
field G(z,t) of order d if a Herglotz vector field of order d if and only if

(6.1) [dEa) ) - (G(2,0),Gw, 1) <0, z,weM,z#w, ae. t>0.

This is proved in [9] for strongly convex domains, and in [6] for the general case.
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Using the so-called distortion theorem for holomorphic mappings p: D —
{w e C :Rew > 0} and the Berkson-Porta formula in Theorem 5.3, it can be
proved that a classical Herglotz vector field as in the sense of Definition 2.5 or
given as in the Kufarev-Loewner equation (3.2), is a Herglotz vector field of
order oo in the unit disc in the sense of the previous definition.

Herglotz vector fields in the unit disc can be decomposed by means of
Herglotz functions (and this the reason for the name). We begin with the fol-
lowing definition:

DEFINITION 6.3. — Let d €[1,+c0]. A Herglotz function of order d is a
Sfunction p : D x [0, 4 00) — C with the following properties:

1) For all z€D, the function [0,400)>t—p(z,t) e C belongs to
L¢ ([0, +00), C);

(2) Forallt € [0,+00), the function D 5 z— p(z,t) € C is holomorphic;

3) Forallz € D and for all t € [0, +00), we have Re p(z,t) > 0.

Then we have the following result which, using the Berkson-Porta formula,
gives a general form of the classical Herglotz vector fields:

THEOREM 6.4 [10]. — Let 7 : [0, +00) — D be a measurable function and let
p: D x[0,4+00) — C be a Herglotz function of order d € [1,+o0). Then the map
Gep: D x [0,400) — C given by

Gepz, 1) = (2 — )2tz — Dpz, 1),

forallz € D and for all t € [0, +00), is a Herglotz vector field of order d on the
unit disc.

Conversely, if G: D x[0,+00) — C is a Herglotz vector field of order
dell,+o00) on the unit disc, then there exist a measurable function
7:[0,400) — D and a Herglotz function p : D x [0, 4 oco) — C of order d such
that G(z,t) = G p(z,t) for almost every t € [0,+00) and all z € D.

Moveover, if 7:[0,+00) — D is another measurable function and
P : D x[0,4+00) — C is another Herglotz function of order d such that G = G=
for almost every t € [0, +00) then p(z,t) = p(z,t) for almost every t € [0, + co)
and all z € D and t(t) = ©(t) for almost all t € [0, +oc0) such that G(-,t) Z£ 0.

We also give a generalization of the concept of evolution families:
DEFINITION 6.5. — Let M be a complex manifold. A family (¢ )o<s<t of holo-

morphic self-mappings of M is an evolution family of order d > 1 (or L%-evolu-
tion family) if it satisfies the evolution property

(62) Oss = Ida Pst = Put © Psuo 0<s<u< L,
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and if for any T > 0 and for any compact set K CC M there exists a function
crx € L0, T1,RY) such that

t
(63) (2,0, < [ erx(@dé, z€K, 0<s<u<t<T.

REMARK 6.6. — The Schwarz lemma and distortion estimates imply that a
classical evolution family in the sense of Definition 2.4 is an evolution family of
order oo in D.

A classical evolution family in the sense of Definition 2.4 is, by its very defi-
nition, constituted by univalent maps, while this is not required a priori in the
general definition of evolution family given in Definition 6.5. However, it is al-
ways a case that an evolution family is made of univalent functions, as the fol-
lowing proposition (cf. [5, Prop. 2.3]) shows:

PROPOSITION 6.7. — Let d € [1,+oc0]. Let (p,,) be an L-evolution family for
some d > 1. Then for all 0 < s <t the map M > z+— ¢, ,(2) is univalent.

ProoF. — We proceed by contradiction. Suppose there exists 0 <s<t and
z # win M such that ¢, ,(2) = ¢, ,(w). Set r := inf{u € [s,1] : ¢ ,(2) = 95, (w)}. By
Lemma [11, Lemma 2], 1im+ ¢s,, = id uniformly on compacta, we have r > s. If
u € (s,7), .

¢u,r((0s,u(z)) = gpu,r((ps.u(w))a
and since ¢, (2) # ¢, (w), the mappings ¢, ,, u € (s,7), are not univalent on a
fixed relatively compact subset of M. But again by [11, Lemma 2], lim ¢, , = id
U—1— ’

uniformly on compacta, which is a contradiction since the identity mapping is
univalent. 0

REMARK 6.8. — If (¢,) is a continuous semigroup of holomorphic self-maps of a
complex manifold M, one can define an evolution family (¢,,) by setting
Ost = ¢tfs’ s<t.

It is not too difficult to check that (¢, ;) is a L>-evolution family in the sense of the
above Definition 6.5.

The classical Loewner and Kufarev-Loewner equations can be generalized as
follows:

THEOREM 6.9. — Let M be a complete hyperbolic complex manifold. Then for
any Herglotz vector field G of order d € [1,+oco] there exists a unique L*-evo-
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lution family (ps,;) over M such that for all z € M

8(ps,t
ot

(6.4) (2) = G(ps(2),1) ae. t€s,+00).

Conversely for any L%-evolution family (ps4) over M there exists a Herglotz
vector field G of order d such that (6.4) is satisfied. Moreover, if H is another
weak holomorphic vector field which satisfies (6.4) then G(z,t) = H(z,t) for all
z € M and almost every t € R*.

Equation (6.4) is the bridge between the L?-Herglotz vector fields and L?-
evolution families. The result has been proved in [10] for the case M = 1 the unit
disc in C", In [10] it has been proved to hold for any complete hyperbolic complex
manifold M with Kobayashi distance of class C? outside the diagonal, but the
construction given there only allowed to start with evolution families of order
d = +00. Next, in [26] the case of L?-evolution families has been proved for the
case M = B" the unit ball in C”. Finally, in [6], L. Arosio and the author proved
Theorem 6.9 in complete generality.

The previous equation, especially in the case of the unit ball of C" and for the
case d = + o0, with evolution families fixing the origin and having some parti-
cular first jets at the origin has been studied by many authors, we cite here J.A.
Pfaltzgraff [39], [40], T. Poreda [44], I. Graham, H. Hamada, G. Kohr [22], 1.
Graham, H. Hamada, G. Kohr, M. Kohr [23] (see also [25]).

The strong relation between semigroups and evolution families on the one side
and Herglotz vector fields and infinitesimal generators on the other side, is very
much reflected by the so-called “product formula” in convex domains of S. Reich
and D. Shoikhet [45] (see also [46]), generalized on complete hyperbolic manifold
in [6]. Such a formula can be rephrased as follows: let G(z,t) be a Herglotz vector
field on a complete hyperbolic complex manifold M. For almost all ¢ > 0, the
holomorphic vector field M > z+— G(z, t) is an infinitesimal generator. Let (qbf,) be
the associated semigroups of holomorphic self-maps of M. Let (¢, ;) be the evo-
lution family associated to G(z,t). Then, uniformly on compacta of M it holds

r 1 om 3
¢—— m ¢ = lim o, rO0...00Q r) .
t m i+ m ( bt t,t+i)

m

m

Using such a formula for the case of the unit disc D, in [12] it has been proved the
following result which gives a description of semigroups-type evolution families:

THEOREM 6.10. — Let G(z,t) be a L¢-Herglotz vector field in D and let (¢5.0) be
the associated L%-evolution family. The following are equivalent:

(1) there exists a function g € L‘fOC([O, +00),C) and an infinitesimal gen-

erator H such that G(z,t) = gt)H(z) for all z € D and almost all t > 0,
@) @500 =0up00s, forall0<s<tand0<u<w.
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7. — Abstract Loewner chains

In order to end up the picture started with the classical Loewner theory, we
should put in the frame also the Loewner chains.

In the unit disc D, the general theory of Loewner chains has been settled by
M. D. Contreras, S. Diaz-Madrigal and P. Gumenyuk [13], who showed that to
each L%-evolution family (p;) is associated an (essentially unique) “I4.-1oewner
chain” (f;) of univalent maps f; : D — C such that fs = f; o ¢, for all 0 <s <.
Their proof relies on a limiting process similar (although technically more
complicated) to the classical case.

From this point of view, if D c C” is a bounded domain, apparently, it seems
natural to define a Loewner chain as a family of univalent mappings f; : D — C”".
In fact, in case D = B" the unit ball, much effort has been done to show that,
given an evolution family (¢, ;) on B" such that gos_’t(O) = 0 and d(¢p, ;)o has a special
form, then there exists an associated Loewner chain. We cite here the con-
tributions of J.A. Pfaltzgraff [39], [40], T. Poreda [44], I. Graham, H. Hamada, G.
Kohr [22], I. Graham, H. Hamada, G. Kohr, M. Kohr [23], L. Arosio [4], M. Voda
[48]. In the last two mentioned papers, resonances phenomena among the ei-
genvalues of d(¢; ;) are taken into account. However, the (very natural) fact that
resonances enter into the game, gives a clue that possibly, Loewner chains with
range in C" might not always exist. Not to talk about evolution families on a
complex manifold: in such a case, what is the appropriated target domain for
Loewner chains?

The previous question, which leads to a very general theory, has been
answer in [5]. Interesting and surprisingly enough, regularity conditions —
which were basic in the classical theory for assuming the limiting process to
converge — do not play any role. In order to explain our results, we give some
definition:

DEFINITION 7.1. — Let M be a complex manifold. An algebraic evolution
family is a family (p,)o<s<¢ of univalent self-mappings of M satisfying the evo-
lution property (6.2).

A L%evolution family is an algebraic evolution family because all elements of
a L’-evolution family are injective as we showed before.

DEFINITION 7.2. — Let M, N be two complex manifolds of the same dimension.
A family (f)eo of holomorphic mappings f; : M — N 1is a subordination chain ¢f
for each 0 < s <t there exists a holomorphic mapping vs; : M — M such that
Js = Jt o vsy. A subordination chain (fy) and an algebraic evolution family (p,)
are associated if
fs:ﬁo%,tv 0<s<t.
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An algebraic Loewner chain is a subordination chain such that each mapping
fi : M — N is univalent. The range of an algebraic Loewner chain is defined as

rg (f) == |J /D).

>0
Note that an algebraic Loewner chain (f;) has the property that
Jfs(M) C fiuM), 0<s<t.

We have the following result which relates algebraic evolution families with
algebraic Loewner chains, whose proof is essentially based on abstract categorial
analysis:

THEOREM 7.3 [5]. — Let M be a complex manifold. Then any algebraic evo-
lution family (pg;) on M admits an associated algebraic Loewner chain
(fy: M — N). Moreover if (g;: M — Q) is a subordination chain associated with
(¢5.1) then there exist a holomorphic mapping A:rg (fy) — Q such that

gt:AOﬁ, thO

The mapping A1is univalent if and only if (9;) is an algebraic Loewner chain, and
in that case rg (gy) = A(rg (f3)).

Proor. — We define an equivalence relation on the product M x R*:
(x,8) ~ (,0) iff g, (@)= g¢,,®H) for u large enough.

and we let N := (M x R")/_. Let m: M x R* — N be the projection on the
quotient, and let i;: M — M x R™ be the injection i;(x) = (2, t). Define a family of
mappings (f;: M — N) as

fii=mot, t>0.

Each mapping f; is injective and by construction

f:?:ﬁo(ps,tv OSSSt
Thus we have f,(M) C fi(M) for 0 < s <tand N = | f;(M).

>0

Endow the product M x R* with the product topology, considering on R™ the
discrete topology. Endow N with the quotient topology. Each mapping f; is
continuous and open, hence it is an homeomorphism onto its image and we define
a complex structure on N by considering the M-valued charts (f;, f,(M)) for all
t>0.

If (9:: M — Q) is a subordination chain associated with (¢,,), then the map
V.M xR"—Q

(,0)— g:(2)
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is compatible with the equivalence relation ~, thus it passes to the quotient
defining a holomorphic mapping 4: N — @ such that
=Adofy, t>0.
gt i Z 0
The previous theorem shows that the range rg (f;) of an algebraic Loewner
chain (f;) is uniquely defined up to biholomorphisms. In particular, given an al-
gebraic evolution family (¢,,) one can define its Loewner range Lr(p,,) as the
class of biholomorphism of the range of any associated algebraic Loewner chain.
As one can suspect, the L? regularity of an algebraic evolution family passes
to the associated algebraic Loewner chain. This is the right definition:

DEFINITION 7.4. — Let d € [1,4 o0l Let M, N be two complex manifolds of the
same dimension. Let dy be the distance induced by a Hermitian metric on N. An
algebraic Loewner chain (fi: M — N) is a L?-Loewner chain (for d € [1,+oc]) if
for any compact set K CC M and any T > 0 there exists a kg r € LY([0,T],R™)
such that

t
(7.1) AN < [ lrcr(@d

forallze Kand forall0 <s <t <T.
The L¢-regularity passes from evolution family to Loewner chains and back:

THEOREM 7.5 [5]. — Let M be a complete hyperbolic manifold with a given
Hermitian metric and d € [1,+o0]. Let ¢y, be an algebraic evolution family on
M and let (f;: M — N) be an associated algebraic Loewner chain. Then ((ow) s a
Lé-evolution family on M if and only if (f;) is a L-Loewner chain.

As one can imagine, once the general Loewner equation is established and
Loewner chains have been well defined, even the Loewner-Kufarev PDE can be
generalized. We state here a result in this sense from [5]:

THEOREM 7.6. — Let M be a complete hyperbolic complex manifold, and let N
be a complex manifold of the same dimension. Let G : M x R* — TM be a
Herglotz vector field of order d € [1, + ool associated with the L®-evolution family
(p5.0)- Then a family of univalent mappings (fi: M — N) is an Lé-Loewner chain
associated with (¢, ) if and only if it is locally absolutely continuous on R™ lo-
cally uniformly with respect to z € M and solves the Loewner-Kufoarev PDE

s

g(z) = —(df).G(z,s), ae s>0zecM.
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7.1 — The Loewner range

As we saw before, given a L%evolution family (or just an algebraic evo-
lution family) on a complex manifold, it is well defined the Loewner range
Lr(p,,) as the class of biholomorphism of the range of any associated Loewner
chain.

Note that if a manifold N is in the Loewner range of an evolution family (¢, ;)
on a complex manifold M, i.e., the biholomorphic class of N coincides with Lr((psﬁt'),

then there exists a Loewner chain (f;) associated to (go&t) such that J fi(M) = N.
>0

One can ask if it is possible to know the Loewner range in case M is a given
manifold. For instance, if M is the unit disc D C C, the results of [13] imply that
the Loewner range of any evolution family of the unit disc is a domain in C
(possibly C itself as in the classical case). We first start with the following
simple remark:

REMARK 7.7. — If M is simply connected (and non compact) then the Loewner
range of any algebraic evolution family of M is simply connected (and non com-
pact). Indeed, if f; : M — N is an associated algebraic Loewner chain, then the
Loewner range is biholomorphic to the union of f;(M) which is an increasing se-
quence of simply connected domains.

In particular, if M = D the unit disc, then the Loewner range of any evolution
family on D is a simply connected non compact Riemann surface, thus, by the
uniformization theorem, the Loewner range is either the unit disc D or C.

In higher dimension the situation is however different: there exists an alge-
braic evolution family (¢, ;) on B3 which does not admit any associated algebraic
Loewner chain with range in 3 (see [4, Section 9.4]). The example is however not
regular, and in fact it is not known whether there exists a L%-evolution family on
B" whose Loewner range does not contain any open domain of C".

One can somehow try to understand the biholomorphic type of the Loewner
range of an evolution family (¢,,) by looking at the dynamics of the family itself.
Philosophically this makes sense if one consider the equation f; o ¢, = f; as a
sort of “bi-parametric linearization”. The idea is the following: let ¢ : M — M be
a univalent map. If there exists a univalent map ¢ : M — N, called “intertwining
map”, such that 6 o 9 = @ o g, where @ : N — N is an automorphism, one says
that o linearizes the map ¢. The automorphism @ is generally very simple, but
the image o(}/) in N might have a complicated geometry, which reflects the
dynamices of ¢.

Starting from this considerations, it is natural to give some answers based on
the asymptotic behavior of the Kobayashi pseudometric under the correspond-
ing evolution family.
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DEFINITION 7.8. — Let M be a complex manifold. The Kobayashi pseudo-
metric ky - TM — R is defined by

Ky (z;v) = inf {r > 0: 39 : D — M holomorphic : ¢g(0) =z,9'(0) = :ﬂv}

The Kobayashi pseudometric has the remarkable property of being con-
tracted by holomorphic maps, and its integrated distance is exactly the
Kobayashi pseudodistance. We refer the reader to [1] and [28] for details.

DEFINITION 7.9. — Let (¢,,) be an algebraic evolution family on a complex
manifold M. Forv € T.M and s > 0 we define

(7.2) Fiw) = lim rey(p,2); (dpy ) ).

Since the Kobayashi pseudometric is contracted by holomorphic mappings
the limit in (7.2) is well defined.

The function f is the bridge between the dynamics of an algebraic evolution
family (g, ;) and the geometry of its Loewner range. Indeed, in [5] it is proved
that, if N is a representative of the Loewner range of (¢,,) and (f; : M — N)is an
associated algebraic Loewner chain, then for all z € M and v € T, M it follows

fin(@v) = fi(v).

REMARK 7.10. — Let (p,) be an algebraic evolution family in the unit disc D.
The previous formula allows to determine the Loewner range: if f;(v) = 0 for
some s > 0,z € D (v can be taken to be 1), then the Loewner range is C, otherwise
itis D.

Such a result can be generalized to a complex manifold M. Let aut(M) denote
the group of holomorphic automorphisms of a complex manifold M. Using a
result by J. E. Fornss and N. Sibony [21], in [5] it is shown that the previous
formula implies

THEOREM 7.11. — Let M be a complete hyperbolic complex manifold and as-
sume that M /aut(M) is compact. Let (¢, ) be an algebraic evolution family on M.
Then

(1) Ifthere exists z € M, s > 0 such that f;(v) # 0 for all v € T.M with v # 0
then Lr((ps’t) 1s biholomorphic to M.

(2) Ifthere exists z € M, s > 0 such that dimc{v € T.M : fi(v) = 0} = 1 then
Lr(ps,) is a fiber bundle with fiber C over a closed complex submanifold of M.

In particular one can apply the previous result to M = B" (or even to the
polydiscs in C") and obtaining that any algebraic evolution family on the unit ball
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B" such that for some z € B", s > 0 it follows that dimc{v € C" : fi(v) =0} < 1,
has an open domain in C" contained in its Loewner range.

Finally, we note that the Loewner range of an evolution family is strictly
related to the so called “abstract basin of attraction” of a family of random
maps, as studied in hyperbolic dynamics. We refer the reader to [7] for more
about this.
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Andrea Cianchi: Autofunzioni dell’operatore di
Laplace-Beltrami e disuguaglianze isoperimetriche
ed isocapacitarie

Andrea Cianchi
Dipartimento di Matematica “U. Dini”, Universita di Firenze
email: cianchi@unifi.it

Sunto

Stime per autovalori e autofunzioni di operatori differenziali di tipo ellittico so-
no classiche in vari campi della matematica, dalla teoria delle equazioni alle derivate
parziali, alla fisica matematica, all’analisi armonica, alla geometria differenziale. In
questa esposizione sara presentato un approccio alle stime per autofunzioni basato
sull’'uso di disuguaglianze isocapacitarie e di certe funzioni ad esse collegate, che
in letteratura si dicono isocapacitarie. Tra i vari ambiti in cui questo approccio si
dimostra efficace, rientrano problemi agli autovalori del tipo

(1) Apu+Au =0 su M,

dove M ¢é una varietd Riemanniana completa e Ay, indica 'operatore di Laplace-
Beltrami su M.

Saranno prese in considerazione maggiorazioni per le autofunzioni u di (1) della
forma

(2) lullLa(ary < Cllullpz(ary

dove p € (2,00], e C' & una costante indipendente da u. Tali maggiorazioni sono
ben note quando M ¢ compatta. Raffinamenti con precisazioni sulla costante C'
sono stati dimostrati in anni recenti, per esempio in [H.F.Smith & C.D.Sogge, Acta
Math., 198 (2007)] e [C.D.Sogge & S.Zelditch, Duke Math. J., 114 (2002)].

Quando M non é compatta, disuguaglianze del tipo (2) non sono in generale
vere. Si daranno condizioni ottimali su una varietd non necessariamente compatta
M, di volume finito, formulate in termini della sua funzione isocapacitaria, affin-
ché valga una stima della forma (2). Parallelamente, si discuteranno criteri basati
sulla pit standard funzione isoperimetrica di M. Si mostrera come l'uso di di-
suguaglianze isocapacitarie sia piti appropriato in generale, portando a risultati
applicabili in situazioni in cui tecniche basate su disuguaglianze isoperimetriche
falliscono. E questo il caso in cui la varieta M presenta configurazioni geometriche
molto complicate.

Si accennera infine all’impiego di questi strumenti nello studio di un’altro pro-
blema nell’analisi spettrale: la caratterizzazione delle varieta M non compatte su
cui lo spettro dell’operatore di Laplace-Beltrami é discreto.
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I risultati sono oggetto dei lavori [A. C. & V. G. Maz’ya, Amer. J. Math., in
corso di stampal, [A. Cianchi & V. G. Maz’ya, J. Diff. Geom., in corso di stampal].
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Bollettino U. M. I. (9) VI (2013), 167-190



Bollettino U. M. 1.
(9) VI (2013), 167-190

Eigenfunctions of the Laplace-Beltrami Operator,
and Isoperimetric and Isocapacitary Inequalities (*)

ANDREA CIANCHI

1. — Introduction

This is a slightly expanded version of a talk that I delivered in the occasion of
the XIX Congress of the Italian Mathematical Society held in Bologna in
September 2011. I wish to thank the Scientific Committee and the Organizing
Committee of the Congress for their kind invitation, of which I am sincerely
honored.

We shall discuss some methods of geometric nature in the study of
qualitative and quantitative aspects of eigenvalue problems for the Laplace
operator, and some of its generalizations. Among various issues of relevance
on this topic, two questions will be focused. On the one hand, information
on the spectrum of the Laplacian, and, in particular, on its discreteness, will
be provided. On the other hand, criteria for the regularity of eigenfunc-
tions, and specifically their integrability and boundedness, will be illu-
strated. The results to be presented are the fruits of a collaboration with
V. G. Maz’ya.

A prototypal instance of the problems at hand concerns the Laplace operator
in a bounded open subset Q of R" coupled with (homogenous) Dirichlet boundary
conditions. The Dirichlet Laplacian on 2, denoted by Ag, is the semi-definite self-
adjoint operator in the Hilbert space L?(M) associated with the closed bilinear
form

(1.1) a(u,v) :fVu -Vode,
Q

which is defined for « and v in the Sobolev space Wj*(<).

The spectrum of the operator 43 is discrete, namely its continuous spectrum
is empty, and all the eigenvalues have finite multiplicity. This is a classics in
spectral theory — see e.g. [RS].

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 14 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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In a PDE’s setting, the eigenvalue problem for the Laplacian under Dirichlet
boundary conditions takes the form
{ —Au = Au in Q

(1.2)
u=>0 su 012.

Recall that a function € Wé’Z(Q) is an eigenfunction of problem (1.2) associated
with the eigenvalue 4 € R if

(1.3) fVu -Vodr = )quvdac
Q Q

for every test function v € W&’Z(Q).

Standard regularity results ensure that any eigenfunction « of problem (1.2)
is bounded in Q. Moreover, a sharp estimate is known for any L4(£2) norm of % in
terms of its L(Q) norm. A result of [PR] and [Chi] tells us that, if ¢ € (2, 0o], then

(1.4) ”uHLq(Q) <Cn,gq, ;‘)HMHLZ(Q)

for every eigenfunction  of (1.2) associated with the eigenvalue 4, where

jn_
J 21

1
qn q
( f V"HqZJ%_l(r)da)

11 g-2m

Cn,q, ) =na, 0 —2 ,

Ju_
3 1

< f VJ%_l(T)ZdT> ’

0

Ja-1 is the first positive zero of the Bessel function J; 1, and w, = #*/I"(%+ 1),
the Lebesgue measure of the unit ball in R". Moreover, equality holds in (1.4) if
and only if Q is a ball, and 1 is the smallest Dirichlet eigenvalue in Q.

A key tool in the proof of inequality (1.4) is the standard isoperimetric in-
equality in R” due to De Giorgi [D], which, loosely speaking, amounts to saying
that the ball minimizes perimeter among all sets in R" of given measure. More
precisely, on denoting by |E| the Lebesgue measure of a set £ in R”, and by P(E)
its perimeter (in the sense of geometric measure theory [Ma7, Zi]), the iso-
perimetric inequality in R" asserts that

(1.5) nol/"| BN < P(E)

for every measurable set E in R" having finite measure.

Variants in this basic setting lead to different conclusions, whose proofs re-
quire other tools. This is the case, for instance, when eigenvalue problems for the
Laplacian under Neumann boundary conditions are considered.
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The Neumann Laplacian in an open set Q of finite measure in R”, denoted by
Ag , is the semi-definite self-adjoint operator in the Hilbert space L?(M) asso-
ciated with the same closed bilinear form a(u, v) as in (1.1), but now defined for «
and v in the whole Sobolev space W12(Q).

The Neumann counterpart of (1.2) is problem

—Adu=Au in Q
1.6
(1.6) % =0 su 0Q.
on

An eigenfunction u of the Laplacian under homogeneous Neumann boundary
conditions is a solution to (1.6) for some /1 € R. This amounts to requiring that
u € WH2(Q), and fulfills the equality

(1.7) waVvdx:/lfuvdx
2 Q

for every test function v € WH2(Q).
Unlike that of 45, the spectrum of A% need not be discrete if € is irregular.
Moreover, the (possible) eigenfunctions « of (1.6) may not belong to L4(£) for q > 2.
Thus, the question arises of minimal regularity conditions on Q for the
spectrum of A to be discrete, or for an estimate of the form

(1.8) ||u||m(g) < CHu”L?(Q)

to hold for some q € (2, c0], for some constant C = C(Q, q, 1), and for any ei-
genfunction u of (1.6) associated with the eigenvalue /.

One purpose of this exposition to point out how these issues can be addressed
on making use of a variant of the isoperimetric inequality (1.5), called the relative
isoperimetric inequality in ©, where subsets £ of Q are considered, and the
(n — 1)-dimensional Hausdorff measure of just the inner part of the boundary of
E comes into play. An inequality involving a suitable capacity — the condeser
capacity — of subsets of 2, instead of their perimeter, will be shown to be even
more effective in dealing with very iregular domains.

In fact, our discussion will be carried out in a broader framework, where the
open set Q2 is possibly replaced with a more general noncompact n-dimensional
Riemannian manifold M. Accordingly, the Laplace-Beltrami operator on M will
be taken into account.

The analysis of spectral problems for the Laplace-Beltrami operator on
Riemannian manifolds is a very classical issue. We do not even attempt to pro-
vide an exhaustive bibliography on this matter; let us just mention the reference
monographs [Cha, BGM], and the papers [Bou, Br, BD, Che, CGY, DS, Dol, Do2,
Es, Ga, Gr2, HSS, JMS, Na, SS, So, SZ, Ya]. Most contributions to this topic
regard compact manifolds.
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Our main focus will be instead on the case when
M need not be compact,

and
H' (M) <o,

an assumption which will be kept in force throughout. Here, H" denotes the
n-dimensional Hausdorff measure on M, namely the volume measure asso-
ciated with the Riemannian metric on M. We shall also assume that M is
connected.

Minimal conditions on the geomerty of the manifold M for the discreteness of
the spectrum of the Laplace-Beltrami operator, and for LY(M) or L>(M) esti-
mates for eigenfunctions will be presented.

Information on the regularity of the geometry of M will be retained either
through the isocapacitary function vy, or the isoperimetric function I, of M.
They are the largest functions of the measure of subsets of M which can be
estimated by the capacity, or by the perimeter of the relevant subsets, respec-
tively. Loosely speaking, the asymptotic behavior of vy, and I, at 0 accounts for
the regularity of the geometry of the noncompact manifold M: decreasing this
regularity causes vy(s) and Iy (s) to decay faster to 0 as s goes to 0. The in-
equalities associated with vy; and I, are called the isocapacitary inequality and
the isoperimetric inequality on M, respectively.

Let us mention that the isoperimetric function of open sets in R was in-
troduced in [Mal], and employed in the study of Sobolev inequalities [Mal], and
in a priori estimates for solutions to elliptic boundary value problems [Ma2, Ma6].
Isocapacitary functions were introduced and used in [Mal, Ma3, Ma4, Mab, MaT7]
in the characterization of Euclidean Sobolev embeddings. Later investigations
and applications of the isoperimetric function, as well as extensions to the case of
Riemannian manifolds, can be found e.g. in [CGL, Ga, Grl, Gr2, GP, Kl].

Both the conditions in terms of vy;, and those in terms of I, that will be
imposed for the spectrum to be discrete, or for the validity of eigenfunction
estimates are sharp in the class of manifolds M with prescribed asymptotic be-
havior of vy; and Iy; at 0. Each one of these two approaches has its own ad-
vantages. The isoperimetric function /), has an apparent geometric nature, and
it is usually easier to investigate. Although the isocapacitary function can be less
simple to be analyzed, its use is in a sense more appropriate, since it not only
implies the results involving I3, but also applies in situations where the latter
does not. Typically, this is the case when manifolds with complicated geometric
configurations are taken into account.

The results outlined in the present note are the object of the papers [CM2]
and [CM3], to which we refer for a more detailed exposition and for proofs. Let
us mention that methods relying upon the use of isoperimetric and isocapacitary
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functions have also been successfully applied to deal with existence [ACMM] and
regularity [CM1, CM4] of solutions to Neumann boundary value problems in
irregular domains and with irregular data.

2. — Perimeter and capacity

Let E be a measurable subset of M. Its perimeter P(E) can be defined as
PE)=H"Y0E),

where H" ! stands for the (n — 1)-dimensional Hausdorff measure on M induced
by its Riemannian metric. Recall that 0*E agrees with the topological boundary
OF of El when F is sufficiently regular, for instance an n-dimensional Riemannian
submanifold (with boundary) of M. In the special case when M is an open subset
Q of R", and E C Q, we have that P(E) = H" ' (0"E N Q).

The isoperimetric function I, : [0, H"(M)/2] — [0, oo] of M is defined as

(2.1) Iy(s) =inf{PE):s < H"(E) < H"(M)/2} for s € [0, H"(M)/2].
The isoperimetric inequality
(22) Iy(H"(E)) < P(E) it 0 < H"(E) < H"(M)/2,

is a straightforward consequence of definition (2.1). The function I3 is explicitly
known only for manifolds in special classes [BC, CF, CGL, GP, MHH, Kl, MJ, Pi,
Ri], including Euclidean balls and spheres [BuZa, Ci2, Ma7]. Qualitative and
quantitative information on [, is however available under fairly general as-
sumptions — see e.g. [BuZa, Cil, HK, KM, La, MaT7]. In particular, the fact that
M is connected ensures that

(2.3) Iy(s) >0 for s € (0, H"(M)/2].

The asymptotic behavior of 1), at 0 depends on the regularity of the geometry of
M. For instance, if M is compact, or if it is an open set in R" with Lipschitz
boundary, then

(2.4) Iy(s) ~ st/ near 0.
Here, and in what follows, the notation

(2.5) f=~g near 0

for functions f, ¢ : (0, 00) — [0, co) means that there exist positive constants ¢, c2
and sy such that

(2.6) c19(c18) < f(s) < cag(cas) if s € (0, sp).
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The notion of capacity is related to that of the Sobolev space W12(M). The
latter is defined as

WY2(M) = {u € LA(M) : u is weakly differentiable on M and |Vu| € L2(M)} .

Here, Vu denotes the gradient of w on M, and |Vu| is its length in the
Riemannian metric of M. We adopt the notation Wé’z(M) for the closure in
W12(M) of the set of smooth compactly supported functions on M.

The standard capacity of a set £ C M can be defined as

27) CE) =

inf { f |Vu|2 de:u e WOI’Z(M),u > 1 in some open neighbourhood of E}
M

A property is said to hold quasi everywhere in M, briefly q.e., if it is fulfilled
outside a set of capacity zero.

Each function u € W2(M) has a precise representative 7% which is quasi
continuous, in the sense that for every & > 0, there exists a set A C M, with
C(A) <e, such that the restriction of % to M \ A is continuous. The function # is
unique, up to subsets of capacity zero. In what follows, we assume that any
function u € W'2(M) is precisely represented. A standard result in the theory of
capacity ensures that, for every set £ C M,

(2.8) C(E) = inf{ f \Vul? de - uw € Wy*(M),u > 1 qee. in E’}
M

(see e.g. [MZ, Corollary 2.25]).
A variant of the capacity C(&), of use in our applications, is the condenser
capacity C(E, G) of the sets £ ¢ G C M, which is defined as

29) CE,G) =

inf{f|Vu|2dac cu e WHAWM), u>1q.e. in E and u < 0 q.e. in M\G} .
M

Accordingly, the isocapacitary function vy : [0, H"(M)/2] — [0,00] of M is
given by

(2.10) vp(s) = inf {C(E, @) : E and G are measurable subsets of M such that

E CGCM and s <H'(E) <H'G) <H'M)/2}
for s € [0, H"(M)/2].

The ensuing isocapacitary inequality reads
(2.11) v (H'(E)) < CE,G) if 0<H" NE) < H"(M)/2.
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The function vy, is clearly non-decreasing. The functions vy, and Iy, are related
by the inequality

1
/2

s Iy

(2.12) v (s) > ” for s € (0, H"(M)/2).

Let us notice that a reverse inequality in (2.12) does not hold in general, even
up to a multiplicative constant.
Combining (2.3) and (2.12) tells us that

(2.13) vu(s) >0 for s € [0, H"(M)/2].

When M is compact, or when it is an open set in R" with Lipschitz boundary, one
can exploit equations (2.4) and (2.12) to show that

n—2

s if n > 3,

(2.14) vp(s) ~ 1\ !
<log g) if n=2

near 0.

3. — Discreteness of the spectrum

Given any n-dimensional Riemannian manifold M as in Section 1, we denote
by 4y the semi-definite self-adjoint Laplace operator in the Hilbert space L(M)
agsociated with the closed bilinear form

a(u, v) :f<Vu, Vo) dH" (),
M

defined for » and v in the Sobolev space W'2(M). Here, (-, -) stands for the scalar
product induced by the Riemannian metric on M.

This definition of 4;; includes various special instances. For example, if the space
C3°(M) of smooth compactly supported functions on M is dense in W#(M), the
operator Ay, agrees with the Friedrichs extension of the classical Laplacian, re-
garded as an unbounded operator on L2(M) with domain Cg°(M). Thisis certainly the
case when M is complete [Ro, St], and, in particular, if M is compact. When M is an
open subset 2 of R”, the operator Aq agrees with the Neumann Laplacian £ on Q.

In the present section we deal with the problem of the discreteness of the
spectrum of A,;. This property is well known when M is compact, or when M is an
open subset of R" with finite measure and sufficiently regular boundary.
However, the spectrum of 4,; may be not discrete in general.
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Special situations, which are not included in this standard frameworks, have
been considered in the literature by ad hoc methods. For instance, conditions for
the discreteness of the spectrum of the Laplacian on noncompact complete
manifolds with a peculiar structure are the object of [Ba, Bro, DL, Es, Kl1, KI2].

A necessary and sufficient condition on a Riemannian manifold M for the
spectrum of Ay, to be discrete can be given in terms of its isocapacitary
function vy,.

THEOREM 3.1 (Manifolds with a discrete spectrum). — The spectrum of Ay is
discrete if and only if

(3.1)

i S

Theorem 3.1, combined with inequality (2.12), yields a sufficient condition for
the discreteness of the spectrum of 4, in terms of the isoperimetric function Iy,
of M.

COROLLARY 3.2 (Discreteness of the spectrum via ;). — Assume that

(32) fim Iu(s)

Then the spectrum of Ay is discrete.

Let us point out that conditions (3.1) and (3.2), as well as any other criterium
involving vy; or I, that will exhibited in what follows, are invariant under re-
placements of vy; or Iy with functions which are equivalent near 0 in the sense
of (2.5).

Observe that in particular, the classical result on the discreteness of the
spectrum of the Laplacian on any compact Riemannian manifold M can be re-
covered either via Theorem 3.1, or via Corollary 3.2, owing to (2.4), or (2.14),
respectively.

Although not necessary for a single manifold M, assumption (3.2) is essen-
tially minimal for the spectrum of 4, to be discrete in classes of manifolds M
with prescribed isoperimetric function 7;;. To be more specific, consider any non-
decreasing function 7 : [0, c0) — [0, c0), vanishing only at 0, and such that

(3.3) Is) ~ a non-decreasing function near 0.

n—1
Sn

Then, there exists an n-dimensional Riemannian manifold of revolution M ful-
filling

(3.4) Iy(s) = I(s) near 0,
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[CM3, Proposition 4.3]. Note that assumption (3.3) is required in the light of the
fact that (2.4) holds for any compact manifold M, and that I,,(s) cannot decay
more slowly to 0 as s — 0 in the noncompact case. Now, if I is such that
lim S(}lpﬁ > 0, then

(3.5) lim sup —

>0
s—0  Iy(s)

as well. Owing to Proposition 5.1, Section 5 below, condition (3.5) for the relevant
manifold of revolution M is equivalent to

lim sup >0,

s—0  vm(s)

and, by Theorem 3.1, the latter implies that the spectrum of 4, is not discrete.

A key step, of possible independent interest, in the derivation of Theorem 3.1
is the next theorem, showing the equivalence of condition (3.1) to the compact-
ness of the embedding

(3.6) WY2(M) — LAM).
THEOREM 3.3. — Embedding (3.6) is compact if and only if (3.1) holds.

Indeed, a standard result in the theory of positive-definite self-adjoint
operators in Hilbert spaces (see e.g. [BS, Chapter 10, Section 1, Theorem 5])
ensures that the discreteness of the spectrum of the operator —4y; + Id, and
hence of —4y;, on M is equivalent to the compactness of embedding (3.6).

4. — Eigenfunction estimates

We are concerned here with estimates for eigenfunctions of the Laplacian on
the manifold M, namely functions v € W'2(M) fulfilling

(4.1) f (Vau, Vo) dH" @) = J f wv dH" (@)
M M

for some 4 € IR, and for every test function v € W2(M).
Note that, if M is a complete Riemannian manifold, then (4.1) is equivalent to
the weak formulation of the equation

(4.2) du+iu=0 on M,

where 4 denotes the Laplace-Beltrami operator on M, called Laplacian in what
follows, for simplicity. In the case where M is an open subset Q of R", equation
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(4.1) agrees with (1.7), and hence solutions to (4.1) are eigenfunctions of the
Neumann problem (1.6).

When M is compact, one easily infers, via local regularity results for elliptic
equations, that any eigenfunction « of the Laplacian belongs to L>°(M). Explicit
bounds, with sharp dependence on the eigenvalue A, are also available [SS, SZ],
and require sophisticated tools from differential geometry and harmonic ana-
lysis. If the compactness assumption is dropped, then the membership of u to
WL2(M) only (trivially) implies that u € L*(M). Higher integrability of eigen-
functions is not guaranteed anymore. Our aim is to exhibit minimal assumptions
on M ensuring LY(M) bounds for all ¢ <oo, or even L>(M) bounds for eigen-
functions of the Laplacian on M. The results to be presented can be easily ex-
tended to linear uniformly elliptic differential operators, in divergence form,
with merely measurable coefficients on M. Let us emphasize, however, that they
provide nontrivial new information even for the Neumann Laplacian on open
subsets of R".

4.1 — LY estimates for eigenfunctions

An optimal condition on the decay of vy, at 0 ensuring L9(M) estimates for
eigenfunctions of the Laplacian on M for ¢ € (2, o) is contained in the following
theorem. Interestingly enough, such a condition is independent of q.

THEOREM 4.1 (L? bounds for eigenfunctions via vy;). — Assume that

(4.3) 0.

lim — =
sll% VM(S)
Then for any q € (2,00) and for any eigenvalue A, there exists a constant
C =C(vy,q,A) such that

(44) el zoany < Cllull 2

for every eigenfunction u of the Laplacian on M associated with A.
An estimate for the constant C in inequality (4.4) can also be provided.

PROPOSITION 4.2. — Define the function O : (0, H"(M)/2] — [0, 00) as

7
O(s) = su
re(Ol?e) v (r)

for s € (0, H"(M)/2].

Then inequality (4.4) holds with
Cy

C(VMJIMD :ﬁ )
(O~ H(Ce/ D))"
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where C1 = C1(q, H"(M)) and Ce = Ca(q, H"(M)) are suitable constants, and o!
18 the generalized left-continuous inverse of 6.

EXAMPLE 4.3. — Assume that » > 3, and there exists f € [(n — 2)/n,1) such
that the manifold M fulfils vy (s) > Cs? for some positive constant C and for
s € [0, H"(M)/2]. Then (4.3) holds, and, by Proposition 4.2, for every q € (2, )
there exists an constant C' = C(q, H"(M)) such that

q—2
1l Laary < CATP|ul| L2,

for every eigenfunction « of the Laplacian on M associated with the eigenvalue 4.

Let us note that, by Theorem 3.3, condition (4.3) turns out to be equivalent to
the compactness of the embedding W'2(M) — L?(M). Hence, in particular, the
variational characterization of the eigenvalues of the Laplacian on M entails that
they certainly exist under (4.3). Observe that condition (4.3) is also equivalent to
the discreteness of the spectrum of A4y; on M provided by Theorem 3.1.

The next result shows that assumption (4.3) is essentially minimal in Theorem
4.1, in the sense that LY(M) regularity of eigenfunctions may fail under the mere
assumption that

vu(s) =~ s near 0.

THEOREM 4.4 (Sharpness of condition (4.3)). — For any n > 2 and q € (2, ],
there exists an n-dimensional Riemannian manifold M such that

(4.5) vy(s) =~ s near 0,
and the Laplacian on M has an eigenfunction w¢ LI(M).

The manifold mentioned in Theorem 4.4 is a manifold of revolution from a
family described in Subsection 5.1 below.

The following criterion for LY(M) bounds of eigenfunctions in terms of the

isoperimetric function Ij; can be obtained from Theorem 4.1 and inequality
(2.12).

THEOREM 4.5 (1.7 bounds for eigenfunctions via I};). — Assume that

Then for any q € 2,00) and any eigenvalue J, therve exists a constant
C =CWy,q, ) such that

(4.7) ”u”L(I(M) < C”””L?(M)

for every eigenfunction u of the Laplacian on M associated with A.
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An analogue of Theorem 4.4 on the minimality of assumption (4.6) in Theorem
4.5 is contained in the the next result, showing that, for every q > 2, eigen-
functions which do not belong to LY(M) may actually exist when

Iy(s)~s near 0.

THEOREM 4.6 (Sharpness of condition (4.6)). — For any n > 2 and q € (2, ],
there exists an n-dimensional Riemannian manifold M such that

(4.8) Iy(s)~s near 0,

and the Laplacian on M has an eigenfunction u ¢ LY(M).

4.2 — Boundedness of eigenfunctions

The boundedness of eigenfunctions cannot be established via the criterion of
Theorem 4.1. This is instead the object of the following result, where a slight
strengthening of assumption (4.3) is shown to yield L (M) estimates for ei-
genfunctions of the Laplacian on M.

THEOREM 4.7 (Boundedness of eigenfunctions via vy;). — Assume that

(4.9) f a5

<00
v (s)
0
Then, for any eigenvalue 4, there exists a constant C = C(vyy, A) such that

(4.10) 2l @y < Cllwllz2an

for every eigenfunction u of the Laplacian on M associated with /.
Information on the constant C' appearing in (4.10) is available.

PRrROPOSITION 4.8. — Assume that (4.9) is in force. Define the function
Z: (0, H"(M)/2] — [0, 0) as

s

ey dr .
=(s) _Ofm for s € (0, H"(M),/2].

Then tnequality (4.10) holds with
Cop )= —
(Z71Co/ D)
=1

where C1 and Cs are suitable absolute constants, and =
continuous inverse of =.

1s the generalized left-
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EXAMPLE 4.9. — Assume that n > 3, and there exists f € [(n — 2)/n,1) such
that the manifold M fulfils vy(s) > Cs”? for some positive constant C' and for
s € [0,H"(M)/2]. Then (4.9) holds, and, by Proposition 4.8, there exists an
absolute constant C such that

1
ull L~ary < C2ZP|ull L2

for every eigenfunction u of the Laplacian on M associated with the eigenvalue A.

Condition (4.9) in Theorem 4.7 is essentially sharp for the boundedness of
eigenfunctions of the Laplacian on M. In particular, it cannot be relaxed to (4.3),
although the latter ensures L%(M) estimates for every q<oo. Indeed, under
some mild qualification, Theorem 4.10 below asserts that given (up to equiva-
lence) any isocapacitary function fulfilling (4.3) but not (4.9), there exists a
manifold M with the prescribed isocapacitary function on which the Laplacian
has an unbounded eigenfunction.

A precise statement of this result involves the notion of function of class 4.
Recall that a non-decreasing function f : (0, 00) — [0, c0) is said to belong to the
class 45 near 0 if there exist constants ¢ and sy such that

(4.11) f(@2s) < cf(s) if 0<s < sg.

THEOREM 4.10 (Sharpness of condition (4.9)). — Let v be a non-decreasing
Sfunction, vanishing only at 0, such that

lim — =
I e =
but
[5
] v(s)
Assume in addition that v € 4> near 0, and that either n > 3 and
w(s) . )
(4.12) — & a non-decreasing function near 0,

S
or n = 2 and there exists oo > 0 such that

¥s)

(4.13) ,

~ a non-decreasing function near 0.

Then, there exists an n-dimensional Riemannian manifold M fulfilling
(4.14) v (s) = v(s) near 0,

and such that the Laplacian on M has an unbounded eigenfunction.
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Assumption (4.12) or (4.13) in Theorem 4.10 is explained by the behavior
(2.14) of vy when M is compact, and the fact that vy;(s) cannot decay more
slowly to 0 as s — 0 in general. The assumption that v € 45 near 0 is due to
technical reasons.

A condition on I, parallel to (4.9), ensuring the boundedness of eigenfunc-
tions of the Laplacian on M follows from Theorem 4.7 and inequality (2.12).

THEOREM 4.11 (Boundedness of eigenfunctions via Iy;). — Assume that

(4.15) ds <oo.

f s

S In(s)
Then, for any eigenvalue A, there exists a constant C = C(Iy, A) such that
(4.16) ||u||L°<>(M) < CH”HLZ(M)

for every eigenfunction u of the Laplacian on M associated with A.

Our last result tell us that the gap between condition (4.15), ensuring L (M)
bounds for eigenfunctions, and condition (4.6), yielding L%(M) bounds for any
q < oo, cannot be essentially filled.

THEOREM 4.12 (Sharpness of condition (4.15)). — Let I be a non-decreasing
function, vanishing only at 0, such that

Im 75 =%

but

f%dszoo.
ol(s)

Assume in addition that

I ) ,
(4.17) Ei) ~ a non-decreasing function near 0.

ST

Then, there exists an n-dimensional Riemannian manifold M fulfilling
Iy (s) =~ I(s) near 0,

and such that the Laplacian on M has an unbounded eigenfunction.

Observe that assumption (4.17) agrees with (3.3), on which we commented in
Section 3.
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5. — Applications

We conclude with applications of the results of the preceding sections to two
classes of Riemannian manifolds. The former consists of Riemannian manifolds
of revolution, the latter of a family of surfaces in R®, each one containing a se-
quence of clustering submanifolds. The analysis of the surfaces from such a fa-
mily will demonstrate the advantage in the use of isocapacitary inequalities,
instead of the more standard isoperimetric inequalities, in the problems under
consideration.

5.1 — Manifolds of revolution

Let L € (0, 00], and let ¢ : [0, L) — [0, 00) be a function in C1([0, L)), such that
(5.1) p(r) >0 for re(0,L),
(5.2) p(0) =0, and P'0)=1.

Here, ¢’ denotes the derivative of ¢. Given n > 2, we call n-dimensional manifold
of revolution M associated with ¢ the ball in R" given, in polar coordinates, by
{(r,w):rel0,L),w€ S”fl} and endowed with the Riemannian metric

(5.3) ds® = dr® + p(rY’da?,

where de? stands for the standard metric on the (n — 1)-dimensional sphere
S Owing to our assumptions on ¢, the metric (5.3) is of class C'(M).

Fig. 1. — A manifold of revolution.

Under an additional convexity assumption near infinity, for the manifolds of
this family conditions (4.3) and (4.6), and conditions (4.9) and (4.15) turn out to
coincide, and can be formulated in terms of ¢.

ProOPOSITION 5.1. — Let L € (0, 0c] and let ¢ : [0, L) — [0, c0) be a function in
C'([0, L)) fulfilling (5.1) and (5.2) and such that:
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@) lim p(r) = 0;

r—L
(ii) there exists Ly € (0, L) such that ¢ is decreasing and convex in (Lg, L);

L
(iii) [ p(p)"'dp<oo.
0

Then the metric of the n-dimensional manifold of revolution M built upon ¢

is of class CY(M), and H"(M) < co. Moreover:
(1) Conditions (4.3), (4.6), and

i ([ ) o) o

are equivalent. Here, R is any number in (0, L).
(ii)) Conditions (4.9), (4.15), and

L

L
f <ﬁf w(p)"_ldp> dr<oo

are equivalent.

A characterization of those manifolds of revolution on which the spectrum of
Ay is discrete follows from Theorem 3.1 and Proposition 5.1.

PROPOSITION 5.2. — Let L and ¢ be as in the statement of Theorem 5.1. Let M
be the n-dimensional manifold of revolution built upon ¢. Then the spectrum of
Ay is discrete if and only if

: - d n—1
31“5([«)( Y- 1><f‘”(p) d”>_0
forany R € (0, L).

Estimates for eigenfunctions of the Laplacian on manifolds of revolution M
are the content of the next result.

PROPOSITION 5.3. — Let L and ¢ be as in the statement of Theorem 5.1. Let M
be the n-dimensional manifold of revolution built upon g.

(i) Assume that

r

i () ([ o) =
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for any R € (0,L). Then for every q € (2,00) and every eigenvalue ). of the
Laplacian on M, there exists a constant C = C(p, q, 1) such that

”u”LU(M) < C||“||L2(M)

for every eigenfunction u associated with A.
(ii) Assume that
L

L
f(#f (ﬂ(p)"’_ldp>d7"<oo.

Then for every eigenvalue J. of the Laplacian on M there exists a constant
C = C(p, A) such that

2l @y < Cllwll 2

for every eigenfunction u associated with A.

Propositions 5.2 and 5.3 tell us that, as far as manifolds of revolution are
concerned, methods based on the use of the isoperimetric function and of the
isocapacitary function lead to equivalent results on the discreteness of the
spectrum of Ay, and eigenfunction estimates.

Let us specialize the results of Propositions 5.2 and 5.3 to the one-parameter
family of manifolds of revolution M whose profile ¢ : [0, 00) — [0, 0o0) satisfies

(54) pr)=e" for large 7.
One can show that
(5.5) Iu(s) ~ s(log (1/s)))' ™" near 0,
and
HM(M)/Z d 1
(5.6) var(s) = < " 2) ~ s(log (1/3))272/“ near 0.
Iy(r)

An application of Proposition 5.2 ensures that the spectrum of 4y, is discrete if
and only if

(5.7) o> 1.

Owing to Part (i) of Proposition 5.3, under (5.7) all eigenfunctions of the
Laplacian on M belong to LY(M). Moreover, by (5.6) and Proposition 4.2, there
exist constants C; = C1(q) and Cy = C2(q) such that

Co 7z
”u”Lﬂ(M) < Cre™” 2||u||LZ(M)

for every eigenfunction % of the Laplacian associated with the eigenvalue /.
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On the other hand, Part (i) of Proposition 5.3 tells us that the relevant ei-
genfunctions are bounded under the more stringent assumption that
(5.8) o> 2.

In particular, owing to (5.6) and Proposition 4.8,

Coinz
||u||Loc<M) < Cie 2||“||L2(M)

for some absolute constants C; and Cy and for every eigenfunction  associated
with A.

5.2 — A family of manifolds with clustering submanifolds

Here, we are concerned with a class of noncompact surfaces M in R?, which
are reminiscent of a planar domain appearing in an example of [CH]. The re-
levant surfaces contain a sequence of mushroom-shaped submanifolds {N*}
clustering at some point, which does not belong to the surface (Figure 2).

( FLAT)

Fig. 2. — A manifold with a family of clustering submanifolds.

Let us emphasize that the submanifolds {N*} are not scalings of each other.
Roughly speaking, the diameter of the head and the length of the neck of N*
decay to 0 as 27* when k — oo, whereas the width of the neck of N* decays to 0 as
o(27%), where ¢ is a function such that
(5.9) 1im 7 _ o,

s—0 S

The isoperimetric and isocapacitary functions of M depend on the behavior of

o at 0 in a way described in the next proposition. Roughly speaking, a faster
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decay to 0 of the function o(s) as s — 0 results in a faster decay to 0 of I,(s) and
vu(s), and hence in a surface M with a more irregular geometry.

PRrROPOSITION 5.4. — Let M be the surface described above. Assume that
o :10,00) — [0, 00) is an increasing function of class Ay near 0, such that

shl . .
(5.10) “® 18 non-increasing
for some § > 0.
0 If
s i .
=) s non-decreasing,
then
(5.11) In(Gs) ~ a(s?)  mear 0.
(i) If
s i :
) 1s non-decreasing,
then
(5.12) vu(s) & a(sV2)s2  near 0.

The operator 4, for the surfaces of this family can be described as follows.

ProrosITION 5.5. — Let M be the surface described above, with o satisfying
(5.9). Then

Coe M) = WH(M).

Hence, the operator Ay agrees with the Friedrichs extension of the Laplacian
on M.

The next proposition relies upon the criterion for the discreteness of the
spectrum of 4y, in terms of the isocapacitary function of M given in Theorem 3.1.

PROPOSITION 5.6. — Let M be the surface described above. Assume that o € Ay
3
and fulfills (5.10), and that the function % 1s monotonic. Then the spectrum of

Ay (which, by Proposition 5.5, agrees with the Friedrichs extension of the
Laplacian on M) is discrete if only if

3

s

(5.13) lim =
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Owing to equation (5.12), one can derive the following conditions for bounds of
eigenfunctions of problem (4.1) via Theorems 4.1 and 4.7, whose criteria involve
the isocapacitary function vy,.

PROPOSITION 5.7. — Let M be the surface described above with o € Ay.

(i) Assume that

s3

Then any eigenfunction of the Laplacian on M belongs to LY(M) for any q < co.

(i) Assume that

2

(5.15) f% ds < oo.
0

Then any eigenfunction of the Laplacian on M is bounded.

Note that assumptions (5.14) and (5.15) are weaker than parallel assumptions
which follow from an application of Theorems 4.5 and 4.11, and equation (5.11),

and read
2

(5.16) lim % —0,
and

83
(5.17) f o oo,

0

respectively. For instance, if b > 1 and
a(s) =P for s > 0,

then (5.14) and (5.15) amount to b <3, whereas (5.16) and (5.17) are equivalent to
the more stringent condition that b <2. This shows that the use of vy; can actually
yield the discreteness of the spectrum of the Laplacian, and regularity of ei-
genfunctions, for manifolds where the criteria involving 7j; do not apply.

Since, by (5.12), vy(s) =~ sb-?l, from Examples 4.3 and 4.9 we deduce that there
exists a constant C = C(g) such that

ey
1l Laary < CAT5D || 200,

for every q € (2, oc] and for any eigenfunction « of the Laplacian associated with
the eigenvalue A. Observe that the existence of such eigenfunction follows from
condition (4.3), as explained in the comments following Theorem 4.1.
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Dopo 'annessione della Legazione delle Romagne al Regno di Sardegna, furono
nominati molti nuovi professori nell’Universita di Bologna. La composizione del
corpo docente in breve subi profondi cambiamenti insieme con un notevole ringio-
vanimento. L’attivita di insegnamento e di ricerca cerco di battere nuove strade nel
tentativo di risollevare gli studi ad alti livelli internazionali.

Il risorgimento politico si tradusse in un risorgimento scientifico.

Esamineremo brevemente la situazione della ricerca e dell’insegnamento della
Matematica all’Universita di Bologna seguita a queste vicissitudini, particolarmente
nei primi decenni. Si tratto di tempi piuttosto travagliati che comunque portarono
ad un periodo d’oro della matematica nell’'universita bolognese esteso dagli ultimi
lustri del diciannovesimo secolo ai primi decenni del ventesimo. La grave battuta
d’arresto del 1938 costringera Bologna, ancora una volta, a battere nuove vie di
ricerca nel campo della matematica.
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Mathematicians in Bologna in the First Decades After
Annexation to the Kingdom of Sardinia (*)

SALVATORE COEN

Abstract. — With the creation of the Italian Kingdom, a new era in mathematical re-
search and teaching in Bologna began, and certainly marked a positive advance with
respect to the situation in the preceding decades. As is natural, however, the progress
was slow, and passed through many very different stages. We will focus here on this
progress in the first decades after 1860.

The plebiscite of 11-12 March 1860, under the leadership of Luigi Carlo
Farini, voted with an overwhelming majority in favor of annexing the Regie
Provincie dell’Emilia (Royal Provinces of Emilia) of which Farini was the
“governor”, consisting of the former Legazioni pontificie (Pontifical Lega-
tions) (Bologna, Ferrara, Ravenna and Forli) and the former duchies of
Modena and Reggio, and of Parma and Piacenza, to the Kingdom of Sardinia.
On 8 March, Farini himself, with a decree law, had established the chairs of
Geodetics, Higher Geometry and Applied Mechanics for the Facolta Mate-
matica (Mathematics Faculty) of the University of Bologna. Obviously, this
decision had been made in perfect agreement with the central authorities of
Turin; the fact, however, of issuing this decree only a few days prior to an-
nexation gives the impression that, even at the local level, it was desirable to
emphasize the fundamental importance of the University, and especially its
scientific studies, in relation to political power.

On the day of March 17, 1861 when Victor Emmanuel II, King of Sardinia,
was proclaimed King of Italy, the Kingdom of Italy was founded. Bologna, of
course, belonged to the new state. With the creation of the Italian state, math-
ematical research and instruction entered a new period of progress, with respect
to the situation in the decades immediately preceding the event. As is natural,
however, this progress was slow and had to go through numerous, widely dif-
fering stages.

(*) General conference held on September 21, 2011 in the Aula Magna of the
University of Bologna on the occasion of the opening session of the XIX Congress of
the Unione Matematica Italiana.
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In this paper we will illustrate, above all, a possible timeline relative to
study and mathematical research as it took place in Bologna in the first cen-
tury after Italian unity, motivating it with the profound changes that mathe-
matical activity underwent in Bologna during the century. We will then focus
more sharply on the initial period, i.e. the twenty years between 1860 and 1880
which, up to this time, have not received much scholarly attention. The topic is
very vast indeed; in this paper we will attempt to present as concise an outline
as possible.

Three periods can be distinguished rather precisely, starting with the es-
tablishment of the Italian Kingdom and ending in the Sixties of the 20th century.
The first period, roughly from 1860 to 1880, was one in which the University
strove with some difficulty to achieve an authentic resurgence of mathematical
studies in Bologna, with ups and downs that we shall describe hereafter in the
search for a stability of university instruction and mathematical research it never
fully attained. We need only recall that until 1881 the University of Bologna was
unable to award the Laurea (the degree) in mathematics and could go no farther
than a three-year diploma (licenza), mainly due to the lack of professors.

The second period was certainly the golden age, and started, in our opinion,
around 1880/ 1881 to end abruptly in 1938. That year, Mario Burgatti, Luigi
Fantappie, Beppo Levi and Beniamino Segre were tenured professors in the
Science Department in Bologna. Burgatti died in May; the department provided
soon after to replace him by calling in Dario Graffi, operational from the fol-
lowing November. In September, with the leggi razziali (racial laws), applied
with great zeal, Beppo Levi and Beniamino Segre were expelled. Luigi
Fantappie was already abroad and there he stayed. The Facolta di Ingegneria
(Faculty of Engineering), in turn and also because of the anti-Semitic laws,
would lose scientific personalities at the level of Giulio Supino and Emanuele
Foa. For several months the Facolta di Scienze (Faculty of Sciences) could not
count on the presence of a single professor of mathematics.

This fracture would mark the start of a third stage on the scientific plane,
clearly different from those that had preceded it; we can consider this period,
roughly, to be between 1939 and 1960. In the Sixties of the 20th century, with the
reform of studies for the degree in mathematics and with the advent of mass
access to the university, the situation changed again, throughout the country and
also in Bologna. This was the period in which construction got underway on the
building intended to house the Salvatore Pincherle Mathematics Institute and
the Luigi Cremona Institute of Geometry, symbolically destined, in this way, to
indicate a new role of mathematical activity at the university.

As we already said, in this paper we will examine the first two stages only.
The second is certainly the more exciting one because it marked a solid, con-
tinuous rise, but it is the first period, not nearly as well known, which will occupy
us here more extensively.
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First period.

First of all, we have to sketch an outline of the situation in Bologna during the
decades preceding annexation, with a few, brief episodes that will illustrate its
significance on teaching and on the teachers. Liberal, patriotic ideals had found
fertile terrain among the students of the University and also among some pro-
fessors, as evidenced by the participation of both students and faculty in the
uprisings of 1830-31 and later in 1848-49. After the uprising of ’31 it would be the
famous Austrian foreign minister Klemens Wenzel von Metternich (1773-1859)
to recommend the temporary closure of the university; later it was decided
(cf. [Simeoni]) that “the students should continue their studies in the individual
cities of residence under teachers chosen by the bishops and approved by the
Sacred Congregation. In Bologna, although the tenured professors remained,
the courses of the department were to be held in separate locations” (*). This
latter decision had the effect of undermining the very concept of university, of
communion, of “universitas” between students and professors. The order was
revoked and reapplied several times also after the riots of 1848-49. With regard
to the students we can recall that during the riots of ’48 and ’49, the students of
Bologna formed a mobile unit that fought alongside the university battalion.
Bologna’s participation in the Roman Republic was significant; that of Quirico
Filopanti was particularly noteworthy, also from the historical standpoint.

A significant episode concerned the professors. In 1835 Ottaviano Fabrizio
Mossotti (1791-1863) crossed the ocean, leaving his position of professor in
Buenos Aires to take that of professor of Astronomy at the University of
Bologna. For political reasons, when he arrived in Italy the position was denied
him. We feel that this was a loss that Bologna would have to pay very dearly for.
He then obtained a position at the Académie Ionienne in Corfu and, finally, in
1841, moved to the University of Pisa, where he laid the foundations for the
extraordinary development of mathematics and physics that would make the
University of Pisa a leading player in the decades that followed.

There were other scientists of authoritative stature in Bologna, however, like
Francesco Orioli (1783-1856) who taught Physies at the University of Bologna
from 1815 to 1831. In 1831 Orioli would be Minister of Education in the “gov-
ernment of the united provinces”. Orioli would also hold an academie position in
Corfu. His was actually a very eclectic personality. He was competent in a
number of highly different fields such as medicine, chemistry, archeology (par-
ticularly Etruscology), politics, ... and is considered to be one of the great tea-

" Gl studi dovevano essere fatti nelle singole cittd sotto maestri scelti dai vescovi ed
approvatt dalla S. Congregazione. A Bologna, pur restando 1 professori ordinari, i corsi
delle facolta dovevano aver luogo in sedi separate.
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chers of Silvestro Gherardi (1802- 1879) physicist and historian of science. From
1831 to 1850, he was professor of physics at the University of Bologna. In 1849 he
was temporary minister of the Roman Republic. From 1857 to 1861 he was
professor of physics at the University of Torino, then director of the Technical
Institute of Bologna and later of Florence (1867-1879). The study of hydraulics
had a large following in Bologna through the centuries. We can indicate Giuseppe
Venturoli (1768-1846) in this connection, well known for his treatise on “Elementi
di Meccanica ed Idraulica” (Elements of Mechanics and Hydraulics).

Despite the presence of scientific personalities of a certain interest, and
studies in hydraulics and astronomy, however, research and also teaching of
mathematics in the last decades prior to the annexation of Bologna to the
Kingdom of Sardinia was certainly very limited. A profound change of mentality
would be necessary in research and instruction.

The chairs established by Farini were assigned, respectively, to Luigi
Cremona Geometria Superiore (Higher Geometry), Matteo Fiorini Geodesia
(Geodesy) while it was Quirico Filopanti (whose birth name was Giuseppe Barilli)
who obtained the chair of Meccanica Applicata (Applied Mechanics).

These appointments were part of a group decided by Terenzio Mamiani della
Rovere (1799-1885), who was the Minister of Education of the Kingdom of
Sardinia at the time. They were prompted not only by scientific criteria, but also by
political criteria: all the new professors professed patriotic sentiments and some,
like Cremona and Quirico Filopanti, had participated personally, even fighting
among the armed forces in the wars for Italy; many of them would meet again in
the Masonic lodges of Bologna. The majority were young men, seldom over thirty.
It is important to note that they were scholars who had shown excellent promise
but as yet had not produced much, though later, in Bologna, they would take their
place as scholars of the first order in the national or international field. Among
them, for example, were Giosue Carducci (1835-1907) appointed to the chair of
Italian Eloquence (in 1906 he won the Nobel Prize for Literature), Bertrando
Spaventa (1817- 1883) to that of History of Philosophies, Giovanni Capellini (1833-
1922) to Geology, Francesco Magni (1828-1887) to Theoretical and Practical Optics
and Directorship of the Ophthalmology Clinic of the University of Bologna,
Giovanni Battista Gandino (1827-1905) to Latin Literature. With the arrival of the
“Piemontesi” (“Piedmonters”) as these new professors were then called, the
University of Bologna was destined to undergo some profound changes.

The inaugural lecture by Luigi Cremona, given in November 1860 aroused
considerable interest at the time, not only in Italy. Cremona briefly described
the difficult condition of mathematical studies in Italy, the “backwardness of the
educational programs” (retrivi ordinamenti scolastici), the efforts of a few to
raise Italian studies to the level of the more advanced countries in Europe. It was
an impassioned, profoundly inspired oration, in the almost incredible period that
Italy was experiencing at that time. He concluded with the statement that if the
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“doppia tirannide dello sgherro austriaco e del livido gesuita” (dual tyranny of
the Austrian brigand and the livid Jesuit) could have been an excuse of laxness
or laziness in the past, the freedom attained obliged us to work hard and
maintain vigilance. The newly unified country of Italy had one capital only: Rome
“with one king only, Vittorio Emanuele, and one and only one great hero,
Garibaldi”. The central point for us here, however, was his outline of the studies
of geometry and projective geometry that students would undertake with his
guidance, in which he stressed that “these marvelous, purely geometrical
methods have never been taught in our universities”. The program for the course
of Higher Geometry in 1860-61 was as follows: “Projective properties of geome-
trical forms. Duality and homography. Applications to the theory of lines and of
surfaces of the second order”, (for which he recommended referring also to the
“Traité de Géometrie Supérieure” by Chasles). Frankly, this is a rather ele-
mentary program that could dampen the enthusiasm deriving from reading his
stirring inaugural lecture. Actually — and this is one of the outstanding early
merits of Cremona — we have to take account of the fact that in Bologna — and not
only in Bologna — before his arrival, geometry was only taught at a rather ele-
mentary level in the courses of introduction to calculus. Knowing this, we can
better understand Beppo Levi’s remark in a little-remembered commemoration
speech ([Levi]) given in Bologna in 1930, “It is to Cremona himself that we owe
the fact that projective geometry has been able to descend from the level of
“higher geometry” to the apparently more humble level of a preparatory sub-
ject.” (%). This alone would be no small merit for Cremona. As regards research,
at the time of his appointment, Cremona had already published a dozen works
especially dedicated to projective geometry in the five preceding years, largely
on space curves. One of the first and most important works during his tenure at
Bologna is his “Introduzione... "(Introduction...) [Cremona, 1862] all of 130 pages
long, systematically expounding results and notions on these curves found in
Italy and abroad in those years. It would be translated into German by Curtze
with other works by Cremona, and published in 1865. Among his more valued
writings during his tenure at Bologna we have to remember “Sulle trasforma-
zioni geometriche..” (On Geometrical Transformations ...) [Cremona, 1863-65] in
two notes. His extensive and systematic study in these works on birational
transformations and their invariant properties is the reason why these trans-
formations have been known since then, and not only in Italy, as Cremonian
transformations. A natural outgrowth of the two above-mentioned publications
was the later publication “Preliminari ...” (Preliminaries...) [Cremona, 1866],

@) E al Cremona stesso che dobbiamo se la geometria proiettiva ha potuto discendere
dal grado di “geometria superiore” a quello apparentemente piv wmile di materia
propedeutica.
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where he set himself the difficult task of generalizing the previous results on
three-dimensional space. he writes in the preface: “The first concept was that of
demonstrating synthetically the most essential propositions of higher geometry
that pertain to the theory of surfaces of any order, and are expounded analy-
tically or only mentioned in passing in the works of Salmon, Cayley, Steiner,
Clebsch,...” This work and the following one would also be translated by Curtze.

The publication which brings Cremona international recognition, however, is
his Mémoire de Géometrie ... “ [Cremona, 1868]. Participating in the interna-
tional competition of the Royal Academy of Science of Berlin, announced in 1864,
Cremona demonstrated the results postulated in Jacob Steiner’s publication
Uber die flicher dritten Grades in 1856 and then went farther with his own
original results. This publication won him the first prize, ex-aequo with Sturm. It
is interesting to note that this success immediately earned him (September 1866)
an appointment as an officer of the Ordine dei Santi Maurizio e Lazzaro (Order of
Saints Maurice and Lazarus, a very old order of chivalry) to see “an Italian
celebrated also in the battles and victories of science” A). Tt is generally ac-
knowledged that the best period in Cremona’s research was the time spent in
Bologna, although it lasted only a few years. By 1866, Cremona had already left
Bologna for the Istituto Tecnico Superiore di Milano (now Politecnico di Milano).

In the meantime, in October 1862, Eugenio Beltrami was appointed extra-
ordinary professor (*) of Complementary Algebra.

At the time of his appointment Beltrami had published a fifty-page article and
two lesser works, but had not earned a degree of any kind. This was enough,
however, for Francesco Brioschi, who knew him well, to sponsor his appointment
to Bologna. In 1863 Beltrami had already left Bologna for Pisa; formally, this was
not a transfer but a promotion to full professor of Geodesy at the University of
Pisa. In place of Beltrami, the then extraordinary professor at Cagliari, Pietro
Boschi, was appointed extraordinary professor of Complementary Algebra as
well as Analytical Geometry (®). Boschi (born in 1833) would die in Bologna in
1887; during his uninterrupted stay in Bologna he did not produce a great deal,
but held many courses in different areas of geometry, to the great satisfaction of
the students and faculty; he had been a student of Brioschi, and had already been
warmly recommended for Bologna by both Brioschi and Cremona as early as
1861. Beltrami would remain in Pisa for three years. There his friend Enrico
Betti taught Higher Analysis and Geometry; we should also recall the three long

() 1l nome italiano celebrato anche nelle battaglie e nelle vittorie della scienza.

(*) The position of “professore straordinario» was not stable and was generally given
before that of “professore ordinario»; the latter position gave stability and a salary
considerably higher.

(®) Straordinario di Algebra Complementare con Vincarico eziandio della Geometria
Analitica.
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visits that Riemann made to Italy between 1862-66, with extended stays in Pisa.
Beltrami would return to Bologna as professor of Rational Mechanics in October
1866, a few months after Riemann’s death.

Beltrami would remain in Bologna until 1873 when he decided to accept the
chair of Mechanics in Rome. The works written by Beltrami while at Bologna are
among the most important of his scientific career. In Bologna he wrote his fa-
mous “Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea” (Essay on the
mterpretation of non-Euclidean Geometry) [Beltrami, 1869-1] and “La teoria
fondamentale..” (Fundamental theory..) [Beltrami, 1869-2].

Getting back to the Mathematics Faculty, for the academic year 1862-63
Bologna’s faculty could boast Luigi Cremona, Eugenio Beltrami, Domenico
Chelini (appointed much earlier, in 1851). The three professors were good
friends and held one another in great personal as well as scientific esteem. To
this group, we can also add Matteo Fiorini (1827-1901), the illustrious carto-
grapher and historian of cartography, Lorenzo Respighi (1824-1889), the famous
astronomer, greatly esteemed also by Schiaparelli and Quirico Filopanti (1812-
1894), a highly original personality who, from his chair of Applied Mechanies,
taught applied hydraulics, a course conceived for students of engineering. One
could think of a sort of miracle: in less than three years, from a situation of grave
weakness, mathematics at Bologna became the leading school on the peninsula
and this was largely thanks to a political action that was a complete success.

But it was not to be. The period between the second and third wars of Italian
independence was a difficult time and there were clear signs of this at Bologna,
for example, in Cremona’s inability to accept conditions there. His dissatisfaction
is obvious in his letters, where he complains bitterly and expresses harshly ne-
gative opinions about the situation. I quote here briefly from a letter written in
February 1861 to Enrico Betti “The degradation (with respect to mathematical
studies) into which this university has fallen, for many reasons, is such that I
see my work as almost futile, in spite of the excellent quality of the students.
Moreover, the miserable conditions and gothic requlations of the library do not
make it possible for me to study as I used to do in Pavia and Milan.” ().

Years later, in 1868, Beltrami echoes him (cf. [Brigaglia, Di Sieno, 2010], from
the archive of the Mazzini Institute of Genoa) writing to Cremona “I see an inept
rector and a large number of ignorant or unhappy professors (not to sugar-coat
it). The few valid ones include several who stink a bit of republican. This is bad, I

(%) L'abiezione in cui é caduta per tante cause, questa universita (vispetto agli studi
matematici) ¢ tale che 10 vedo l'opera mia quast inutile, malgrado Uottimo buon valore
dei giovani. Di piu le misere condiziont e i gotici regolamenti della biblioteca non mi
consentono quegli studi, di cui m’ero abituato a Pavia ed a Milano. The translation is
taken from [Brigaglia, Di Sieno].
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admit; but let’s be honest, between a republican professor and an ass, which do
you consider to be the more dangerous teacher?” ™

The enthusiasm for the reunification of almost the entire peninsula was ac-
companied for some by the disappointment of seeing that Italy was not devel-
oping the way they would have wanted, in addition to the disappointment of those
who had not wanted a reunified Italy in the first place.

What was going on? Full professors were required to swear allegiance to the
king and his dynasty. Domenico Chelini and Lorenzo Respighi were not pre-
pared to take such an oath, on account of their allegiance to the Pope. Nor was
Filopanti, for his republic ideas. It seemed, in 1860, that a practical solution had
been found, as follows. Mamiani interpreted the oath as an obligation only of full
professors; he was therefore willing to “demote” (if that is the right word) the full
professors to the position of extraordinary professors with full salary but without
the oath, and settled the matter that way. In 1864, when the Education Minister
was Giuseppe Natoli, from Messina, under Prime Minister Lamarmora, his in-
terpretation of the obligation to swear allegiance became more restrictive and
consequently Chelini, Respighi and Filopanti, were fired for their coherence. It
should be noted that only four of the full professors refused to swear allegiance at
Bologna and that the fourth, the zoologist and mineralogist Bianconi, was also on
the Mathematics Faculty. At the insistence of his students, Filopanti, was of-
fered the position of “lecturer” in 1866, but in 1868 his political beliefs prompted
him to leave this position as well. In a much-belated display of remorse, both
Filopanti and Respighi were appointed “honorary professors” in 1878; the other
two expelled professors died at about the same time in 1878. We should also note
that Filopanti had already been appointed professor of Mechanics and
Hydraulics in 1848, and dismissed following his particularly active participation
in the Roman Republic in 1849.

After the appointment of Beltrami in 1862 and until 1873, there were no other
appointments aside from that of Boschi. Thus, after 1864, the teaching staff was
reduced and both instruction and research suffered greatly. Beltrami’s return in
1866 was offset by the absence of Cremona, who would go to teach at the Higher
Technical Institute of Milan. He formally maintained his position in Bologna,
however, so that the university could not dispose of his chair.

In October 1873 Beltrami moved to Rome; in his place, Cesare Razzaboni was
brought in from Rome. In 1874 Razzaboni was called back to Rome to direct the
Institute of Hydraulics at the local School of Application for Engineers.

(M Vedo un rettore inetto, ed un gran nuwmero di professori ignoranti o tristi (non
doriamo le pillole). Nel piccolo numero dei valenti ce ne sono alcuni che puzzano un po’
di repubblica. E un male, lo confesso; ma, siamo sinceri, fra un professore repubblicano e
un professore asino quale reputi pin pernicioso all’insegnamento?”
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At this point a curious and forgotten episode may be of some interest, also
because of its unusual aspects.

On 29 August 1874, the city council of Bologna, writes to the Rector that it had
been “informed by the press of the transfer of Razzaboni to Rome; if this should
be confirmed, you should at least bring Beltrami back” (%).

The Rector replies on 2 September thanking the council for having expressed
“the disapproval of the entire city in seeing the University reduced to little more
than a railroad station where the Professors are sent for their trial period, then
called to another university at the first opportunity, not for reasons of study, but
to follow particular ideals and undermine the foundations of this ancient
school.” “As regards Beltrami it is unthinkable” (°). He expresses the hope that
others can be called and can “help lessen the gravity of the loss of the excellent
Razzaboni” ().

The council, encouraged by the letter, then writes to the Prime Minister
Marco Minghetti (1818-1886), who was from Bologna, expressing the same
preoccupation.

The interim minister Gerolamo Cantelli replies on 21 September 1874 that
the “call to the School of Application in Rome (of Razzaboni) is nothing more
than the confirmation of a project that has long been in the offing and was al-
most impossible to deny” (*1). At the same time, he would do whatever he could to
appoint another full professor of Rational Mechanics.

And so, in December of that same year Ferdinando Paolo Ruffini (1823-1908)
was transferred from the Chair of Differential and Integral Calculus of Modena
to that of Rational Mechanics in Bologna. He would produce about fifty pub-
lications on various subjects, with a prevalence of works of geometry, mechanics
and history. He was the first director of the Scuola di Magistero (School of
Education), and would be chairman of the Faculty of Sciences and the only
mathematician to be Rector of the University of Bologna after annexation.

After noting that the “practical course for engineers,” while it can be shown to
be useful for the training of agronomists, is certainly not able to prepare good

(®) di essere stata informata dalla stampa del trasferimento di Razzaboni a Roma; se
questo dovesse essere confermato, almeno si provveda a far tornare Beltrama.

(®) disapprovazione dell’intera cittd nel vedere I'Universita nostra ridotta quasi ad
essere una stazione ferroviaria ove i Professori st mandano a fare le loro prove, per
richiamarli i altra universita alla prima occasione non gia per lopportunita degli
studi, ma per sequire particolari propositi, e minare le fondamenta di questo antico
studio.... In quanto al Beltrami non vi é da pensarvi.

(1% far sentire meno grave la perdita dell’egregio Razzaboni.

M richiamo presso la Scuola d’ Applicazione di Roma (di Razzaboni) non é quindi
che il conferimento di un disegno gia da tempo formato ed era quast impossibile farne a
meno.
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engineers, we come, after various and exhausting events, to 1877, with the es-
tablishment of the Scuola di Applicazione per Ingegneri (School of Application
for Engineers), supported by a local consortium of which the municipality, pro-
vince and other local agencies are members. This was probably the most appro-
priate answer to the hemorrhage of scholars migrating to the School in Rome, and
immediately encountered the hostility of everyone in Rome. It is perhaps in-
dicative that it was not until 1897 that the School was allowed to add the title of
“Royal” to its name. Cesare Razzaboni came back to Bologna from January 1, 1877,
to occupy the chair of Infinitesimal Calculus and was appointed to provide for
establishing the new school. In November of that year, 1877, the School was of-
ficially established and Razzaboni, having transferred to the chair of Hydraulics,
was its director.

Cesare Razzaboni (1827-1893) had graduated with a degree in theoretical
engineering as well as mathematics and physics from the University of Modena
after attending the Scuola dei Cadetti Matematici Pionieri (a Modenese uni-
versity institute to prepare students in engineering and architecture). His sci-
entific production concentrated on problems of theoretical hydraulics and,
especially in his later life, also experimental hydraulics.

The establishment of the School of Application of Bologna led to the creation
of new chairs.

In August 1877 Luigi Donati (1846-1932), former full professor of Physics at
the Higher Technical Institute of Milan was appointed extraordinary professor
of Technical Physics at the School of Application of Bologna. In 1879 he would
also become extraordinary professor of Mathematical Physics at the of Sciences.
Donati, self-taught prior to his university studies, won the Lavagna prize and
graduated from the Scuola di Magistero at the Normal School of Pisa, where he
was then assistant to Riccardo Felici (1819-1902). He produced about fifty pub-
lications on elasticity (with important contributions to the Menabrea Theorem),
on Electromagnetism, and on vectorial fields, which he was one of the first to
teach in Italy. He was an excellent teacher and wrote, among others, “Appunti
didattict sulla teoria della relativita” (relativita ristretta) (“Notes on teaching
the theory of relativity” (special relativity)) in 1922.

Another call, in August 1877, was to Pietro Riccardi (1828-1898) a professor of
Practical Geometry at the School of Application. Riceardi, who was originally
from Modena, had taught Theoretical and Practical Geodesics and later
Analytical Geometry at Modena. He had graduated from that University after
attending the Scuola dei Matematici Pionieri. He published a great deal on
various subjects and also practiced the engineering profession for many years in
Modena. He is mainly remembered today for his activity as a historian of
mathematics. Perhaps his most famous work is the “Biblioteca matematica
italiana dalle origini della stampa sino ai primi anni del secolo XIX” (Italian
mathematical library from the origins of printing to the 19th century) in two
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volumes, completed later by various appendices, corrections and additions, as
well as his “Cennt sulla storia della geodesia in Italia dalle prime epoche fin
oltre alla meta del secolo XIX” (Brief overview of the History of Geodesy in Italy
from the early epochs until the mid-19th century), which he wrote while he was at
the University of Bologna.

We cannot go more deeply into the details of the events at the School of
Application though they could be of interest to us, not only for the positions of the
traditional mathematics course, but also for those of Geodesy and Hydraulics.

Our focus here, however, is the Faculty of Sciences which continued to be a
sort of railroad station. In 1875 the young Sardinian Francesco Flores d’Arcais
(1830-1890) was called from the chair of Infinitesimal Calculus in Cagliari to
replace Razzaboni, but the following year he would return to Cagliari in a sort of
exchange with Antonio Fais (1841-1925) also from Cagliari. Fais was appointed
extraordinary professor of Algebra and Analytical Geometry at Bologna and
assigned the chair of Graphic Statics. He would then pass to Infinitesimal
Calculus, but three years after his appointment he went back to Cagliari. While
at Bologna he wrote interesting works on classical analysis and arguments of
differential geometry.

The report of Rector Luigi Calori for the academic year 1876-77 was devoted,
to a large extent, to the difficult situation of Mathematics at Bologna, where it
was evidently the weak point of the whole university.

Riccardo de Paolis was called to the chair of Algebra and Geometry in 1878
(he had been assistant, before then, in Rome), but in 1880 he would be appointed
by competition to the chair of Higher Geometry in Pavia.

So in 1880 Bologna was in a difficult position again after the simultaneous
transfers of Fais and De Paolis.

We can try to summarize this period 1860-80 with a few considerations. It
starts with a period of influence (one might jokingly call it a “colonization”) on the
part of Pavia which brought the mathematicians Cremona, Beltrami and Boschi,
all trained at Pavia, to Bologna. Later there was a period of intense exchanges
with Cagliari and finally a sort of “Modenese colonization” (Ruffini, Razzaboni,
Riccardi) of the School of Application in Bologna. The contribution of locally
trained mathematicians was almost nil.

Evidently, for pure mathematicians Bologna was not a choice posting, although
it was at Bologna that Cremona wrote his best works, and Beltrami also has a very
active period there scientifically, much more so than at Pisa. We have to add,
however, as further proof of what we have said that when the chair of Higher
Analysis became free in 1877, and in 1878 that of Mathematical Physics (the only
applicant, Bruno Padelletti having withdrawn after being appointed Visiting
Professor of Rational Mechanies in Palermo), not a single candidate applied.

For several years, Bologna had been considered with some regard, but that
all came to an end. The feeling almost of offense experienced by the city after
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Razzaboni’s transfer was justified. In the long run, the finest mathematicians
who passed through Bologna all ended up, around 1874, at the School of
Application in Rome, without forgetting that Chelini and Respighi were also in
Rome, though in different situations.

One might ask how it was that so many scholars highly sensitive to their civic
and institutional duties could show so little interest in the local institutions.
Naturally, then as now, personal ambition played a part. There may be another
reason, however. In the early years we examined, these appointments were
generally made by order of the ministry, without competition and without calls.
In this way, the professors felt a duty to respond more to the national interest,
represented by the ministry, rather than the local interests. If this interpretation
should be correct, the ministers would have to take the blame for the many
transfers from Bologna. Effectively, a careful reading of the records proves it, at
least in some cases. When Cremona was “ordered” to Milan, the minister
Domenico Berti wrote that Higher Geometry at Bologna was no longer a re-
quired course, while “In the Royal Higher Techwical Institute of Milan, destined
to prepare the finest engineers and strongest mathematicians, the needs of the
students reflect the contribution of that teaching provided by a top professor like
Cremona” (*2).

When Beltrami was transferred to Roma, the minister at the time, Antonio
Scialoja, wrote on 20 October 1873 “The Ministry hesitated for some time,
greatly regretting the need to remove such a fine man from your University. But
then it felt it could provide a valid replacement for the chair left vacant by
Beltrami. Effectively, Professor Cesare Razzaboni...” (*3) Perhaps that is also
why when Razzaboni was transferred only a year later, Bologna felt cheated.

What is even more important, we have to add, is that in all those years
Bologna did not manage to award a degree in mathematics to a single student,
because it was unable to hold the fourth year courses.

Quite frequently in Cremona’s letters, alongside his criticisms of certain
colleagues, we read praises for his young students. At least two names of
students in the period we are examining stand out. I refer to Eugenio Bertini
and Gregorio Rieci Curbastro. Bertini had the good luck to be able to follow
the last lesson of Higher Geometry held by Cremona who wrote of him in May

(*3) Nel R. Istituto Tecnico Superiore di Milano destinato a preparare valenti
ngegneri e robusti matematici, le esigenze degli studenti riecchieggono laggiunta di
quell’insegnamento impartito da un uomo valente quale é il Cremona.

(13 Il Ministero rimase o dir vero alcun tempo dubbioso, assai spiacendosi di togliere
a codesta Universita un cosi chiaro uomo. Se non che ha poi creduto di poter provvedere
tale partito, essendosi presentata U'opportunita di provvedere contemporaneamente e nel
modo pin convenevole alla cattedra che avrebbe costi lasciata vacante il Beltrami. Di fatti
il prof. cav. Cesare Razzaboni...”
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1866 in a letter to Chelini “he kept up with everything” (**) ([Enea, Gatto]); that
same June, Bertini enrolled as a volunteer and fought in a Garibaldi corps near
Trento; in November he passed the examination of Higher Geometry with
Cremona, Beltrami and Domenico Piani on the examining committee, with a
grade of 30 out of 30 and distinguished honors. He would then go to Pisa to
finish the last year. Gregorio Ricci was admitted to the second year, in view of
the studies he had already completed at the university in Rome. He studied at
Bologna for two years and after passing the third year was admitted to the
Normal School of Pisa. I should note here that many young mathematics
students at Bologna interrupted their studies in Bologna to continue at the
Normal School of Pisa. Mario Pieri, for one, attended at Bologna for just one
year in the academic year 1880-81, then entered the second year at Pisa.
Later, another example is that of Giuseppe Vitali, who switched to the Normal
School in 1897 after two years in Bologna; it seems that this custom was ac-
tually encouraged by the professors at Bologna.

Second period.

Let us return now to the general situation at the Faculty of Sciences. We have
seen that in 1880 Fais and De Paolis left Bologna at the same time. While
Mathematical Physics was able to continue with the possible aid of the professors
of the School of Application, geometry risked having only a single chair, Pietro
Boschi, burdened with excessive teaching obligations. Analysis was in even
worse shape. We should recall that Weierstrass had been at Berlin since 1857
and that these were the most intense years of his great school, but it is extremely
difficult to find any trace of his methods at Bologna.

This time, however, there is a positive turn of events when that very same
year, 1880, Cesare Arzela (1847-1912) was called to Bologna followed, a few
months later, by Salvatore Pincherle (1853-1936). Arzela had graduated from
Pisa in 1869 as a student of the Normal School. For some time he had taught in
secondary schools, won a scholarship for advanced training abroad which he
decided to forgo, and been appointed to Palermo to the chair of Algebra. At
Bologna he would teach Infinitesimal Calculus and would remain there until his
death in 1912. This excellent teacher had among his students Leonida Tonelli,
Filippo Sibirani (1880-1957) and others. One of his most important works was the
paper Sulla serie di funzioni ([Arzela] “On series of functions”) published in
1899. He is well known for his works aiming to prove the Dirichlet Principle by a
direct method.

(M ha tenuto dietro a tutto.
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Finally, from the academic year 1881- 82 Bologna was able to complete the
four-year curriculum of studies for a degree in Mathematics. For years, Arzela
would hold the course in Higher Analysis and Pincherle that of Higher Geometry.

In 1888 Bologna was the site of a Universal Exposition and celebrations of the
eighth centennial of the University. The mathematicians seem to have been kept
rather out of sight during the celebration, but on that occasion the Faculty of
Sciences, evidently at the prompting of the mathematicians, awarded several
degrees “honoris causa” to such luminaries as Arthur Cayley, Charles Hermite,
Felix Klein, Leopold Kronecker, Gosta Mittag-Leffler, Nathaniel Pringsheim,
Lord Kelvin and Karl Weierstrass.

That same year, 1888, Domenico Montesano (1863-1930), one of Cremona’s
students, was called by competition to the chair of Projective and Descriptive
Geometry (Geometria Proiettiva e descrittiva con disegno), to which he came
from Rome; Montesano would be transferred early in December 1893 after
winning a competition for the chair of Geometry in Naples and did not have time
to leave tangible signs. In 1894 a very young Federigo Enriques (1871-1946) was
appointed to the chair; he was appointed extraordinary professor from 1896. The
appointment was not without some problems considering that another illustrious
geometrician, Mario Pieri (1860-1913), who had also studied briefly at Bologna
was interested in the same position (cf. [Marchisotto, Smith], ch. 1.15, The
Bologna affair). Enriques who produced what were perhaps his most inter-
esting works on geometry, had other interests ranging far beyond geometry.
For example, in April 1911 Enriques was the organizer and Chairman of the
International Congress of Philosophy, held in Bologna. Enriques marked a
profound change in research and teaching in Bologna. We cannot go more into
detail on this important personality, however considerable information about
him can be found in the volume mentioned previously [Coen]) (*5).

For mathematical physics we have to remember the call to Pietro Burgatti
(1868-1938), from Messina, in 1908; he had worked in Rome under the guidance
of Eugenio Beltrami and Valentino Cerruti. Burgatti was an acclaimed mathe-

(*®) In the volume [Coen] the scientific personalities of the following mathematicians
who worked in Bologna are especially illustrated: Ugo Amaldi, Eugenio Beltrami, Enrico
Bompiani, Roberto Bonola, Pietro Burgatti, Lamberto Cattabriga, Gianfranco Cimmino,
Luigi Cremona, Federigo Enriques, Dario Graffi, Beppo Levi, Salvatore Pincherle, Bruno
Pini, Beniamino Segre, Leonida Tonelli, Tullio Viola, Giuseppe Vitali, Giulio Vivanti
(alphabetical order). The contributors are Nicola Arcozzi, Maria Teresa Borgato,
Umberto Bottazzini, Aldo Brigaglia, Ciro Ciliberto, Salvatore Coen, Simonetta Di
Sieno, Mauro Fabrizio, Paolo Freguglia, Paola Gario, Livia Giacardi, Sandro Graffi,
Angelo Guerraggio, Michel Guillemot, Ermanno Lanconelli, Gabriele Lolli, Erika
Luciano, Francesco Mainardi, Pietro Nastasi, Gianno Pagnini, Clara Silvia Roero,
Enrico Rogora, Irene Sabbadini, Emma Salent del Colombo, Edoardo Sernesi, Daniel
C. Struppa, Rossana Tazzioli, Sergio Venturini (alphabetical order).
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matical physicist who also worked in the field of astronomy. If Arzela at Bologna
represented what we can now call Real Analysis, Pincherle represented Complex
Analysis. Like Arzela he was a graduate of the Normal School, with a degree in
Mathematical Physics from Pisa with Enrico Betti, and had taught in the sec-
ondary schools of Pavia collaborating, at that time, with Casorati; he had won a
position for advanced training in Berlin under Weierstrass in the academic year
1878-79, and was then appointed extraordinary professor at Palermo. He would
be called to Bologna in December 1880 as Professor of Algebra and Analytic
Geometry. In 1912, on Arzeld’s death, he would transfer to Infinitesimal
Calculus. Already by 1900 he had already published 105 works. At the end of his
career, between articles, books, ete. his scientific publications totaled around 270.

The time he spent in Berlin had a great influence on him; he published the re-
elaborated text of the course of introduction to the theory of analytic functions
held in Berlin by Weierstrass. He studied the development of analytic functions
in series of particular functions and thus encountered delicate new problems of
convergence, which he solved by original methods of unquestionable interest and
novelty. In 1897-98 he introduced the notion of adjoint operator of a given linear
operator on some vector spaces of analytic functions. His studies were noticed by
A. Hurwitz who, at the second conference of the Zurich congress devoted to the
development of the theory of analytie functions, mentions Volterra’s line func-
tions and observes how Pincherle, Levi Civita and Bourlet were also moving on
this line of thought which studied the “functions of functions” (*%).

Pincherle’s studies then led him to a systematic study of the theory of dis-
tributive operations and their applications to analysis, which he discusses in his
book [Amaldi, Pincherle], written with his student Ugo Amaldi. These works
reveal that he can be considered a precursor of the theory of complex linear
operators. He then studied a number of other problems, such as problems of
iteration. From the Twenties, while continuing his scientific activity, he devoted
considerable time to resolving problems of an organizational and political nature
in local, national and international research. It was Pincherle who founded the
UMI and was its first president; he was the founder and first director of the UMI
bulletin and the Mathematics Institute of Bologna. None of these efforts was easy.
In 1924 at the International Congress of Mathematicians in Toronto, where they
were discussing the possibility of readmission of mathematicians from Germany,

(*%) Von mathematisch-physikalischen Vorstellungen ausgehend gelangt Herr
Volterra dazu, Funktionen von Linien zu untersuchen, d.h. solche Abhiingigkeistgesetze,
welcher jeder Linie im Rawme einen bestimmten komplexen Zahlenwert zuordnen. Eine
Ghnliche Ideenbildung liegt neueren Untersuchungen von Pincherle, Levi-Civita und
Bourlet zu Grunde. Hier werden solche Gesetze betrachtet, die aus einer beliebig
angenommenen Funktion eine neue Funktion entstehen lassen. Man hat es, in einem
héheren Simme des Wortes, mit Funktionen von Funktionen zu thun. (Hurwitz], p. 106)
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Austria, Bulgaria and Hungary to the IMU (International Mathematical Union)
congresses, which he attended as speaker at one of the general conferences, he
took a position favorable to readmission and in 1926 was appointed to organize
the international congress at Bologna in 1928. Pincherle is the only Italian thus
far to have been president of the IMU. Aside from the difficult problems of or-
ganization, he also faced serious political problems in view of the reluctance of
several German mathematicians to participate in the Congress, where they
continued to feel ostracized, and of the obstinacy of others who were effectively
against their readmission. Aided by his colleague at Bologna, Umberto Puppini
(1884-1946) scholar of hydraulics, Director of the School of Application, Pincherle
managed to keep a firm hold on the situation and resolved the problem by having
all the participants in the Congress invited by the University of Bologna. Other
problems concerned relations between the UMI and the CNR (Consiglio
Nazionale delle Ricerche). The scientific committee of the UMI was also the
mathematical committee of the CNR. It was decided that this committee should
be independent of the UMI and thus it was possible to proceed with the orga-
nization of the Congress, without obstacles, but also without any support from
the CNR. The congress at which Pincherle had been called to president had as
vice presidents, among others, Hadamard and Hilbert, and was a great success
from the scientific and organizational standpoint, as proven by the volumes then
published; there were 76 German and 51 French mathematicians, with a total of
more than 1,100 participants.

In the meantime, in 1923, to be exact, Federigo Enriques, had gone to teach in
Rome replaced, at the request of Castelnuovo, by Enrico Bompiani (1889-1975),
then at the Politecnico di Milano; Bompiani would stay in Bologna only four
years, however, until November 1927, producing about thirty publications in that
time. From 1931 he would be replaced by a young (28) Beniamino Segre (1903-
1977), called to the chair of Higher Geometry. On the death of Arzela in 1912, we
immediately see new courses, which Leonida Tonelli was asked to teach (1885-
1946) as, after the World War I and his call to Parma, he would be in Bologna in
1922 with the chair of Higher Analysis. Tonelli would leave Bologna for Pisa from
the academic year 1930-31, replaced in Bologna by Giuseppe Vitali (1875-1932)
above all through the intercession of Beppo Levi (1875-1961) who, in the mean-
time, in 1928, had been called to the chair of “Elements of the Theory of
Functions”. Vitali died in 1932 and was replaced that same academic year 1932-33
by Luigi Fantappie (1901-1956) who would only teach briefly in Bologna, how-
ever, on account of his prolonged stays abroad.

At the time of the call to Bologna, Beppo Levi was at the peak of his career.
He had already achieved important results in Mathematical Analysis with a well-
known work on the principle of Dirichlet (1906), in Algebraic Geometry with his
results regarding the singularity of algebraic surfaces, in number theory, as well
as in Mathematical Logic. The closure of the Faculty of Chemistry at Parma, of
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which he was chairman, forced him to move. At Bologna, he taught differential
equations, mathematical logic and, for the first time, he studied problems of the
theory of one and several complex variables. He also wrote his well-known
treatise of Mathematical Analysis while at Bologna. Giuseppe Vitali came to
Bologna when he had already been stricken by hemiplegia and had only two
years of work ahead of him. In those years, however, he was very active, with
studies in differential geometry in Hilbert spaces, and extended his research to
questions of the physical character and structure of matter; his treatise on the
theory of the functions of real variables was not finished and would later be
completed by Giovanni Sansone (1888-1979).

Leonida Tonelli had received his scientific training at Bologna; before being
called to teach there he had been professor at the universities of Cagliari and
Parma and had experienced considerable hardship during the war. While at
Bologna his main research was on the Calculus of Variations. When he left
Bologna he had produced about ninety publications, including his important
treatise on Trigonometric Series (Zanichelli, 1928). Though very young,
Beniamino Segre came to Bologna having already published more than forty
works and, while at Bologna, he wrote another fifty or so. These were mostly
studies of Algebraic Geometry but he also studied Differential Geometry and
showed an interest in the Theory of Functions of Several Complex Variables.
Among his students he was considered to be very strict. It seems that the ap-
plication of the racial laws was a hard blow for him, also from the psychological
standpoint.

Reflecting on this second period, we could say that there had been another
“colonization”, this time successful, by Pisa. Effectively Donati and Flores
d’Arcais first, and later Arzela, Pincherle and Enriques all came from the
Normal School. The fact that most of the then young professors - Arzela,
Pincherle and Burgatti — came to Bologna with the idea of staying there, was also
a fundamental fact. It would give particular stability to studies there and would
prompt the professors to seek out the best colleagues. It was in this period that
many excellent researchers got their training, and would go on to raise the
quality of other schools. We are thinking of Giulio Vivanti (1859-1949), Carlo
Severini (1872-1931), Roberto Bonola (1874-1911), Ugo Amaldi (1875-1927),
Oscar Chisini (1889-1967), Antonio Mambriani (1898-1989), Tullio Viola (1904-
1985), Silvio Cinquini (1906-1998). Actually, there were very few full professors
of mathematics left of those who had trained at Bologna, like Ettore Bortolotti
(1866-1947), who contributed so much to the knowledge of the History of
Mathematics at Bologna, particularly with his studies of the Renaissance period,
or like Leonida Tonelli.

Numerous publications deal with mathematics at the University of Bologna.
As a general indication we will limit ourselves to mentioning the well-known book
by Ettore Bortolotti [Bortolotti] and the more recent [Coen].
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Alessio Corti: Polinomi di Laurent estremali e
varietd di Fano

Alessio Corti
Department of Mathematics, Imperial College London
email: a.corti@imperial.ac.uk

Sunto

La conferenza é un’introduzione al mio lavoro in corso con T. Coates, S. Galkin,
V. Golyshev, A. Kasprzyk.

La teoria di Hodge associa a un polinomio di Laurent f un’operatore differen-
ziale Ly, detto operatore di Picard-Fuchs; f si dice estremale se 'operatore Ly ha
minima ramificazione. Dopo una rapida introduzione alla teoria descrivo 1’esempio
dei polinomi di Minkowski.

Spiego brevemente come la coomologia quantica associa a una varietd di Fano
X un’operatore differenziale Q) x, che congetturo essere di minima ramificazione.

Il polinomio di Laurent f é duale della varieta di Fano X se Ly = Q) x. Discutero
quanto sappiamo in dimensione 3, e traccerd un programma di classificazione delle
4-varieta di Fano basato sulla classificazione delle Ly di polinomi di Minkowski in
4 variabili.
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Boris Dubrovin: Comportamento critico delle
soluzioni delle equazioni hamiltoniane alle derivate
parziali

Boris Dubrovin
S.I.S.S.A., Trieste

email: dubrovin@sissa.it

Sunto

Le soluzioni che soddisfano le equazioni di evoluzione alle derivate parziali con i
dati iniziali “slow varying” in assenza degli effetti dissipativi subiscono una specie di
“transizione di fase” dal comportamento regolare a quello oscillatorio. La struttura
asintotica delle soluzioni all’interno della zona oscillatoria € stata studiata sia dai
fisici, come A. Gurevich e L. Pitaevskii, sia dai matematici, come S. Novikov,
P. Lax et al. Invece per stabilire le “matching rules” tra la zona regolare e quella
oscillatoria bisogna descrivere la soluzione generica nel punto di transizione. Nella
nostra analisi di questo problema applicheremo tecniche dalla teoria delle matrici
random nonché dalla teoria delle stringhe.
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Franco Flandoli: Interazione tra noise e singolarita
nelle equazioni alle derivate parziali

Franco Flandoli
Dipartimento di Matematica Applicata, Universita di Pisa
email: flandoli@dma.unipi.it

Sunto

E ben noto che P’aggiunta di rumore migliora le proprieta di buona posizione
delle equazioni differenziali ordinarie della forma dX; = b (X}) dt+dW;, con teoremi
di esistenza unicita e proprietd di flusso stocastico continuo anche solo per b €
L? (R?) con p > d, e addirittura con un flusso di diffeomorfismi se b ¢ holderiano.

Lo studio di analoghe questioni per equazioni alle derivate parziali ¢ molto
piu difficile. Negli ultimi anni sono stati ottenuti risultati di unicita per alcune
PDE perturbate da rumore, in situazioni in cui I’equazione deterministica manca
di unicita. L’esempio in cui la teoria € pit completa ¢ I'equazione del trasporto
lineare

0
a—qtl—i—b-DuzO7 ult—o = up

dove, in ipotesi su b deboli come quelle citate sopra, ci sono esempi di non unicita ed
esempi di singolarita che nascono da dati iniziali regolari. Con opportune pertur-
bazioni stocastiche questa equazione diventa ben posta nella classe delle soluzioni
deboli di tipo L ([0, T] x Rd) (sotto opportune ipotesi sulla divergenza di b). Se
inoltre ug ¢ C! (Rd) e b & holderiano, allora la soluzione é C* (]Rd), ovvero non si
sviluppano singolarita, sempre sotto l’effetto del rumore.

Mentre si possono elencare alcuni altri risultati di unicita dovuti alla presenza
del rumore per equazioni diverse da quelle del trasporto lineare, meno chiaro &
leffetto del rumore sulla nascita di singolarita. Nel caso delle equazioni lineari del
trasporto e di continuita, esso ha un effetto regolarizzante (cioé previene I'insorgenza
di certe singolaritd), ma gia per l'equazione di Burgers questo non & piu vero.
Sembra invece esserci spazio per risultati positivi per le equazioni di Eulero in
dimensione 2 e per le equazioni di Vlasov-Poisson. In entrambi i casi, se ci si limita
alle soluzioni distribuzionali concentrate in un numero finito di punti (che sono
suscettibili di uno studio lagrangiano particolarmente semplice), si ottengono dei
miglioramenti rispetto ai risultati ed i controesempi della teoria deterministica, in
particolare il collasso di particelle che accade per particolari configurazioni non puo
piu avvenire.
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Interazione tra noise e singolarita nelle equazioni
alle derivate parziali

FrANCO FLANDOLI

XIX Congresso dell'Unione Matematica Italiana, Bologna, Settembre 2011

Abstract. — Viene discussa la possibilita che la presenza di rumore nelle PDE impedisca
Uinsorgere di singolarita. I risultati principali rguardano equazioni del trasporto
lineari ed includono una discussione del prolungamento dopo una singolarita ed il
limite per il noise che tende a zero. Il caso non lineare e pin complesso ed ampiamente
aperto.

1. — Introduzione

Come & noto, ci sono moltissimi esempi rilevanti di equazioni alle derivate
parziali (PDE) in cui si sviluppano singolarita in tempo finito. Partendo da dati
iniziali regolari, le soluzioni diventano ad esempio discontinue o illimitate, ad un
certo istante. In alcuni casi molto importanti — ad esempio per le equazioni di
Eulero — pur non avendo esempi di singolarita, si sospetta per lo meno che esse
possano accadere.

Un po’ tutti i sistemi reali sono soggetti a perturbazioni. Spesso queste non
possono essere descritte in modo preciso e deterministico, ad esempio come
variabili legate da ulteriori equazioni, per cui puo aver senso considerarle come
causali. Questa e una delle origini dell’interesse per le equazioni alle derivate
parziali stocastiche (SPDE), ovvero PDE perturbate da termini di tipo rumore
bianco. Negli ultimi decenni lo studio delle SPDE ha raggiunto un elevato grado
di sviluppo e si puo dire, molto vagamente, che la maggior parte delle teorie di
base riguardanti le PDE sia stata opportunamente generalizzata al caso stoca-
stico. A titolo di esempio si vedano le monografie [6], [22].

Lo studio descritto in questa nota tenta di capire che effetto puo avere un
noise sullo sviluppo delle singolarita di una PDE. A priori si potrebbe pensare
che la presenza di perturbazioni casuali renda ancor piu irregolare il com-
portamento delle soluzioni favorendo l'insorgenza di singolarita. Forse in
alcuni esempi questo puo anche succedere, ma qui vogliamo discutere la
possibilita che aceada il contrario, cioe che il noise riesca a prevenirve le
stngolarita.
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Alcuni esempi di singolarita sono molto robusti — ad esempio il collasso di una
sfera secondo il moto per curvatura media. In questi casi & naturale pensare che il
noise non abbia effetti rilevanti. Un problema che non sembra essere ancora
stato studiato & ad esempio l'effetto di un noise sui flussi di Rieci, ma alcune
analisi intuitive non lasciano molte speranze che il noise modifichi in positivo
I'evoluzione quando questa e destinata a sviluppare una singolarita. Detto al-
trimenti, e difficile immaginare che un meccanismo di tipo rumore possa essere
sostituito alle operazioni di chirurgia necessarie per rimuovere le singolarita e
prolungare la dinamica, [21].

Ci sono invece altri esempi in cui lo sviluppo di una singolarita potrebbe ri-
chiedere un elevato grado di organizzazione, oltretutto persistente — ad esempio
I'intensificazione di un tubo di vorticita in un fluido. Non e assurdo immaginare
che un noise possa frammentare un tale processo ed impedire che si porti a
compimento.

Un secondo problema estremamente interessante poi e quello del pro-
lungamento dopo la singolarita. Quando nasce una singolarita la soluzione
diventa meno regolare e, se questa entra in modo non-lineare nei coefficienti
della PDE, i coefficienti diventano di conseguenza meno regolari. La PDE
diventa piu complessa matematicamente, perché ha coefficienti meno rego-
lari e deve essere risolta in una classe di soluzioni meno regolari. Possono
allora nascere problemi di non unicita. Riassumendo: dopo una singolarita
non & infrequente che si verifichi un fenomeno di non unicita, o potenziale
non unicita. Quando questo accade, le SPDE possono essere particolarmente
interessanti per la seguente doppia ragione. Da un lato, puo accadere che
esse non soffrano degli stessi problemi di non unicita della corrispondente
PDE. Dall’altro, facendo tendere il noise a zero, puo accadere che vengano
identificate particolari soluzioni della PDE deterministica, soluzioni che sono
in un certo senso piu rilevanti in quanto robuste rispetto a perturbazioni
causali. Il limite per il noise che tende a zero potrebbe diventare un prin-
cipio di selezione, nei casi di non unicita che seguono l'insorgenza di sin-
golarita.

Lo scopo di questa nota e di capire alcuni di questi problemi nel caso
della PDE piu semplice possibile, pur di sapore fluidodinamico: I'equazione
del trasporto lineare, non viscosa. Inizialmente mostreremo esempi di tra-
sporto lineare in cui il noise previene le singolarita. Poi vedremo esempi in
cui il noise restituisce l'unicita ed esempi di selezione tramite noise che
tende a zero. Al termine della nota faremo alcuni commenti su alcuni casi
non lineari, come le equazioni di Burgers, Hamilton-Jacobi, Eulero 2D e
Vlasov-Poisson 1D.

Alcuni elementi sono riportati nel libro [13], si veda anche [14], e sono stati
ottenuti in collaborazione con molti coautori, tra i quali Massimiliano Gubinelli
ed Enrico Priola.
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2. — Trasporto lineare

Esaminiamo la PDE

ou(t,x)

o +b(t,x) - Vu(t,x) =0, w(0,2) = up(x)

nell'incognita u : [0, 7] x R — R. Il campo (detto drift) b: [0,T] x R? — R? &
assegnato, misurabile e verra preso con poca regolarita.

Nel caso classico in cui b € C([0,T]; Lip (Rd7 Rd)), la PDE é ben posta in
C'(R%), o anche in > (R%). 11 profilo iniziale uo(x) viene trasportato:

u(t, gy () = uo()
dal flusso ¢, () delle caratteristiche, soluzione dell’equazione

d(ﬂéiﬁﬁ) = b(t, p,(x)), vo(@) = .

Quando pero b e meno regolare, possono insorgere problemi di non unicita e di
nascita di singolarita. La singolarita tipica e la nascita di una discontinuita, a
partire da dati iniziali regolari.

Vediamo un esempio:

d=1, b(x) = —2sign(x)/|2|.
Prendiamo per fissare le idee
up(x) = arctan(x).
La soluzione, unica, dell’equazione del trasporto diventa discontinua imme-

diatamente. Le seguenti due figure mostrano il profilo x — u(t,x) a tre diversi
istanti di tempo (¢ = 0, 1, 2) e le relative caratteristiche che coalescono.

=]

= / o 4
w | o=0 / - o=0
o o

> 2 x g
w w
< 7t=0 2
o[ t1 At=2 a
N L T T T 3G T T T T T
-1.0 05 0.0 05 1.0 00 05 10 15 20 25

X t

Non e difficile simulare numericamente — risolvendo numericamente l'e-
quazione delle caratteristiche stocastiche a partire da numerosi dati iniziali di-
versi, relativamente alla stessa realizzazione del rumore e trasportando il profilo
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iniziale lungo le caratteristiche — la seguente variante stocastica della PDE
precedente:

ou aw

E+b~Vu+aVuoW:0, Ul;_g = uo.

In questo modello viene aggiunto un noise di tipo trasporto (e in forma di
Stratonovich, si veda [16] per una trattazione del calcolo stocastico necessario): si
W(t)

T L’equazione delle caratteristiche diventa

. d
sostituisce b(t,x) con b(t,x) + o
I'equazione stocastica

dX; = b(X,)dt + odW,,  Xo =

Per non stravolgere 'aspetto delle soluzioni, e per restare vicino all'idea che i
sistemi hanno si delle perturbazioni ma piccole, abbiamo preso

o=0.1.

Ecco come appaiono i profili « — (¢, x) ai tre diversi istanti ¢ = 0, 1, 2. La prima
figura mostra la soluzione stocastica nella scala originaria sull’asse delle x. La
seconda figura mostra uno zoom della soluzione stocastica nelle vicinanze di
x = 0, zoom operato tramite cambio di scala (solamente) sull’asse delle x. La
terza figura, a titolo di confronto, mostra la stessa simulazione, con lo stesso
Zoom, senza noise (o = 0).

o
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w | 0=0.1 / w | °=0‘1/TC J 0=0
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L’effetto di questo noise & quello di una traslazione aleatoria. La di-
scontinuita e sparita. Inoltre, come si puo osservare da altre semplici figure
qui non riportate, la derivata numerica nella zona ripida & elevata (circa
310) ma non “infinita” (la partizione sull’asse delle x in questa simulazione &
tale che potevano venire valori della derivata numerica pari a decine di
migliaia).

REMARK 2.1. — Di solito si pensa che il noise produca profili altamente oscil-
lanti. Nel tempo si, ma non necessariamente nello spazio. Dipende dal tipo di
noise, da come questo entra nell’equazione. Qui il noise entra come termine di
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trasporto quindi rappresenta un contributo ulteriore al trasporto provocato dal
campo b, una sorta di traslazione spaziale aleatoria. Come si vede dalle simula-
zioni, questo tipo di noise non corruga marcatamente il profilo.

Se osserviamo numericamente le curve caratteristiche del caso stocastico
possiamo riconoscere che esse non collassano. Alcune figure si trovano nel
lavoro [14].

2.1 — Risultati rigorosi (drift di classe Hélder)

Sia (Q,F,P) uno spazio probabilizzato, (F),., una filtrazione, (W;),., un
moto browniano d-dimensionale su (Q,F, (Fy);-o, P). Il seguente risultato &
contenuto nel lavoro [11]:

THEOREM 2. — Se be(C ([O, T); Cy (Rd)), allora lequazione differenziale
stocastica

) dX, = b(t, Xp)dt + odW;,  Xo=u

genera un flusso stocastico di diffeomorfismi ¢,(x, ), con derivate o/-Hélder
continue per ogni o <o.

Questo significa — eliminando alcune specifiche, per brevita — che esiste una
funzione misurabile (w,,x) — ¢,(xt, ®) da @ x [0, T] x RY — R? tale che:

1. per ogni x, (w,t) — ¢,(x,®) & una soluzione dell’equazione (1);
2. per ogni t e quasi ogni w, 'applicazione (x) — ¢,(x, ®) & un diffeomorfismo
di R? con derivate o’-Holder continue per ogni o <o.

Tramite questo risultato e con la stessa dimostrazione del teorema
dell’Appendice A di [11] si ha:

THEOREM 3. — Se uy € C'(RY) allora u(t,x) = uo(p; () & C'(RY) ed &

lUunica soluzione forte dell’equazione
d

%+b~Vu+aVuod—V::O, Uly_g = Uo-

Per la definizione di soluzione di questa SPDE rimandiamo al lavoro [11].

Quindi questo tipo di perturbazione casuale impedisce l'insorgenza della
singolarita, nel senso della discontinuita. Naturalmente, e pur vero che se il dato
iniziale fosse C*°, la soluzione dell’equazione stocastica non sarebbe necessaria-
mente C*. Quindi non stiamo affermando che il noise elimina ogni forma di
singolarita ma almeno qualche forma.
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2.2 — Il flusso

Il punto cruciale del risultato precedente e I'esistenza e la regolarita del flusso
associato all’equazione

t
@) X, :fb(s,Xs)ds Y oW,  Xo=u
0

quando b & solo hélderiano: b € C([0,7]; C¢(R?)).

La ragione di questo risultato e simile a quella dell’esistenza del cosiddetto
“local time”, secondo I'approccio di Tanaka (si veda [23]). Vale infatti, per la
formula di Ito,

t t
f b(s, X, )ds = U(t, X,) — U(0,x) — f VU(s, X, )odW,
0 0

dove U(t,x) risolve

oU o>
E+?AU+(b-V)U——b.

11 fatto cruciale & che U e VU sono pili regolari di b: addirittura VU € C* (Rd).
¢
Quindi abbiamo sostituito il termine f b(s,X;)ds dell’equazione (2) con termini

0
pit regolari, a coefficienti almeno lipschitziani. Questa & la ragione su cui poggia
'esistenza del flusso stocastico. Enfatizziamo questo fatto col seguente concetto.

2.3 — Misura di occupazione e funzioni non-regolari

La misura di occupazione di un processo X su [0, %] e la misura di Borel finita
aleatoria z, definita da

t
() =[rxods, £ ec(rY).
0

Per d > 1, se X & soluzione dell'equazione (1), essa é singolare rispetto alla
misura di Lebesgue (mentre per d = 1 & assolutamente continua e la sua densita
e il local time). Tuttavia, & sufficientemente “diffusa” da regolarizzare funzioni
non-regolari:

t
w(f) = U.X)) = U0,2) - [ VU (5, X,)odW,
0
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dove U e soluzione di

ou  o*

—+—=A4 b- = —f.

ot + 5 U+b-VYU=-f

La misura di occupazione di funzioni deterministiche regolari puo concentrarsi
invece nei punti singolari di f. Questa proprieta di “diffusione” della misura di

occupazione e forse la ragione profonda dei teoremi discussi sopra.

2.4 — Generalizzazione a drift ancor meno regolari

L’equazione stocastica
aX; = b(t,Xt)dt + odW4, Xo==x

sotto I'ipotesi
d d 2
beL0,T;LP(R")) per qualche p,q > 2 tale che » +5 <1

e ha soluzione forte unica [15]
e genera un flusso stocastico di omeomorfismi holderiani [9], C* per ogni
a<1

Cosa possiamo dire dell’equazione del trasporto stocastica? In un lavoro in
fase di redazione [10] si mostra ad esempio che, se divb € L} . (che serve per dare
senso debole alla SPDE), e se ug € C*(R?), allora u(t,x) = uo(p; ! (x)) & C*(RY)
per ogni o<1 ed e una soluzione della SPDE.

Quindi anche in questo caso non insorgono discontinuita nella soluzione,
partendo da dati iniziali regolari. La regolarita u(t,-) € C*(R") perd & un pro-
blema aperto. Risolto almeno in un caso particolare di drift discontinui [2]:

THEOREM 4. — Se b € BV e [b/] "€ L™ oppure [V'] € L™, allora ¢, () (e quindi
u(t,-)) & CY* per ogni o <1/2.

3. — Prolungamento dopo la singolarita. Osservazioni concettuali

Nel caso di PDE nonlineari, i coefficienti dipendono dalla soluzione e quindi
diventano anch’essi irregolari quando insorge una singolarita. Da quel momento
si deve risolvere un’equazione a coefficienti irregolari, in una classe di soluzioni
irregolari. Questo puo provocare problemi di non-unicita.

Per le equazioni del trasporto lineari, in cui il drift & dato, non avviene questo
degrado spontaneo della regolarita dei coefficienti, che quindi va imposto a priori
se vogliamo studiare cosa puo accadere dopo una singolarita.
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Il problema e quindi: che succede all’equazione del trasporto se consideriamo
coefficienti irregolari e studiamo soluzioni deboli? Ci sono esempi di non-unicita.
Un esempio semplice si ha nel caso

d=1, b(x) = +2sign (x)+/||.
Si vedano grafici e dettagli analitici delle soluzioni in [13].
I1 nostro obiettivo e duplice:

e mostrare che il noise restituisce I'unicita
e capire che accade quando il noise tende a zero.

3.1 — Unicita prodotta dal noise

I1 seguente risultato, basato sulle proprieta di flusso descritte in precedenza,
é dimostrato nel lavoro [11]:

THEOREM 5. — Se b € C([0,T]; C¢(RY)) e divd € L ([0, T] x R?) per qualche
p > 2 A d, allora esiste un’unica soluzione debole di classe L™ dell’equazione del
trasporto stocastica.

Parte dellinteresse di questo risultato risiede nel confronto con la teoria
deterministica dell'unicitd di soluzioni L>: se b€ L*(0,7; W' (R?)), divd €
LY0,T;L> (Rd)), ¢’é unicita di soluzioni L>® (Rd), [8]; ed il caso W11 (Rd) & stato
generalizzato a BV(Rd) da [1] con diversi ampliamenti della teoria.

Come abbiamo detto, la dimostrazione del teorema 5 e basata sull’esistenza
del flusso regolare (ma non solo!), per cui é radicalmente diversa da quelle delle
teorie deterministiche ora citate. Sono state poi trovate altre strade com-
pletamente diverse per dimostrare l'unicita della SPDE del trasporto con drift
non regolare. Il seguente risultato [4] & basato sul concetto di soluzione di ri-
normalizzazione, quindi e piu simile in spirito alla teoria deterministica sopra
citata e necessita delle stesse ipotesi per poter effettuare la rinormalizzazione
e BV(Rd)) ma, grazie alla presenza del noise, permette di rilassare la limi-
tatezza spaziale divb € L™ (Rd) imposta nella teoria deterministica:

THEOREM 6. — Seb € BV (R?) n L*(R?), divb € L' (R?), allora c’é unicitd in
L> per la SPDE.

Una seconda dimostrazione completamente diversa e prettamente stocastica
e stata trovata da [19] ed e basata sullo sviluppo in caos di Wiener delle soluzioni;
il risultato &, per certi versi, il pitt generale trovato fino ad ora:

THEOREM 7. — Se b € L?(R?) per qualche p >2V d e divb € LI(R?) per

qualche p > 2V 5 allora ¢’e unicita in L™ per la SPDE.
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3.2 — Limite per il noise che tende a zero

Mentre i risultati delle sezioni precedenti valgono in dimensione qualsiasi e
sono relativi a classi di equazioni, 'unico risultato noto sul problema fonda-
mentale del limite per il noise che tende a zero, per PDE (in condizioni di non
unicita per la PDE limite) e relativo ad un esempio specifico uni-dimensionale,
[3], basato sul lavoro [5] relativo alle equazioni ordinarie uni-dimensionali.
Citiamo pero anche il lavoro [18] che analizza il limite per il noise che tende a zero
per leggi di conservazione scalari; li ¢’@ non unicita delle soluzioni non entropiche
che complica lo studio ma l'unicita della soluzione entropica diventa 'arma fon-
damentale con cui identificare il limite. Il lavoro [18] caratterizza con molta
precisione il difficile ed anomalo comportamento di grandi deviazioni in presenza
di non unicita del problema limite.

Si consideri l'esempio di non-unicita gia enunciato sopra, b(x) =+
2sign(x)+/|z|, con la condizione iniziale

o = Liz=0y-
Si consideri anche la regolarizzazione viscosa della PDE di trasporto:

ou,
S Vi =,y =

Si puo dimostrare [3] che, per ¢ — 0,
1 per x> t?
U, —u =14 1/2 per —t><x <
0 per a<-—t2

Il valore 1/2 non e molto naturale, se si pensa all'idea di trasporto delle condizioni
iniziali. Pitt naturale & aspettarsi che il trasporto di %, possa avvenire in due modi
diversi a seconda di cio che accade in x = 0 per tempi molto piccoli.

THEOREM 8. — Se u* ¢ la soluzione forte unica di

o’ . . AW .
8t+b-Vu +eVu OWZO’ wl,_g = o

allora la sua legge P¢ converge debolmente a:

: 1 1
P —P= §(5u(+> + ééu‘*)

dove

%(_) (ﬁﬁ,t) = 1{m>—t2}a /M/(+) (907t) = 1{x2t2}.
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3.3 — Caso lineare, problemi aperti

Concludiamo sottolineando che, relativamente all’equazione del trasporto li-
neare, il problema maggiormente aperto e quello del limite per noise che tende a
zero. Collegato a questo, il problema del prolungamento dopo una singolarita
deve essere capito meglio, eventualmente con riferimento anche all’equazione di
continuita che, pur essendo simile a quella del trasporto per molti versi, ha pero
delle singolarita di natura particolare.

In vista dei problemi non lineari sarebbe poi decisivo sviluppare metodi per
studiare il problema lineare con drift b aleatorio (in quanto deve poi essere
funzione della soluzione u che e aleatoria), ma questo al momento & com-
pletamente aperto. Tutte le tecniche illustrate sopra smettono di funzionare se b
e aleatorio.

4. — Commenti su casi non lineari

Mentre il quadro, relativo a singolarita e unicita sotto perturbazioni stoca-
stiche, inizia a comporsi nel caso delle equazioni lineari del trasporto, le cono-
scenze nel caso nonlineare sono estremamente frammentarie. L’approceio piu
immediato, che consisterebbe nel ricondurre alcune questioni al caso lineare o
sue iterazioni, “congelando” il drift, non & praticabile perché non siamo in grado
di studiare il caso lineare con b aleatorio, che e il caso in cui ci si trova quando b
dipende dalla soluzione. Serve uno studio diretto del problema nonlineare.

Alcuni primi risultati stanno emergendo per leggi di conservazione scalare
come le equazioni di Burgers, per semplici equazioni di tipo Hamilton-Jacobi, per
particolari soluzioni delle equazioni di Eulero in due dimensioni e di Vlasov-
Poisson in una dimensione. Alcuni sono risultati positivi ma altri negativi.

Una prima osservazione di carattere generale & che per molte delle equazioni

. . aw R
ora citate un noise della forma ocVu o~ come quello usato sopra non puo

produrre alcun cambiamento nelle proprieta qualitative delle soluzioni, in ter-
mini di emergenza di singolarita o non unicita. Infatti, se indichiamo con « una
soluzione del problema deterministico, la funzione v(t, ) = u(t,x — oW;) @ so-
luzione del problema stocastico e viceversa. Questo si puo verificare immedia-

tamente, ad esempio, per le equazioni di Burgers; infatti, permettendoci per

semplicita di svolgere un calcolo un po’ formale, dall’equazione ?9% + u% =0

ricaviamo (il caleolo di Stratonovich gode delle stesse regole formali del caleolo
tradizionale)

W _ouw ou dW _ ou Ou dW
ot ot Cox’dt . “ox “ox’ dt
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dacui@+v@+ @OM
ot ow Tox’ dt

accade a v, e cosi via.

Di conseguenza, per i modelli fisici che hanno questo tipo di invarianza per
traslazioni spaziali (Burgers, Eulero, Vlasov, forme particolari di Hamilton-
Jacobi), € necessario mettere in gioco perturbazioni stocastiche piti complesse,
con una maggior struttura spaziale, non semplici traslazioni aleatorie rigide di
tutto lo spazio simultaneamente; il rumore deve essere in grado di perturbare
localmente la dinamica in maniera disordinata spazialmente, come se agisse in
modo quasi indipendente in punti diversi dello spazio. Le perturbazioni giuste
— anche alla luce dei primi risultati positivi illustrati sotto — potrebbero essere
del tipo

= 0. Quindi se » sviluppa una singolarita, lo stesso

oo k
kz:; ok () Vo d:i}[;

con opportuna struttura della funzione di covarianza

o0

Qr,y) =D or(x)ok(y)-

k=1

4.1 — Le equaziont di Burgers

Purtroppo, anche dopo aver capito che il rumore giusto potrebbe essere
questo, resta il fatto che le equazioni di Burgers non modificano il loro com-
portamento, dal caso deterministico a quello stocastico: anche con queste per-
turbazioni & possibile fare esempi di non unicita — nella classe delle soluzioni
deboli e non necessariamente entropiche — e di singolarita, shock; si vedano [13] e
piu precisamente [14].

4.2 — Equaziont di Hamilton-Jacobi

Al momento, per queste equazioni, sono stati trovati solo esempi negativi,
cioé esempi in cui, come per Burgers, non si vede alcun miglioramento con
laggiunta di un rumore. Ma in effetti questi esempi sono troppo simili a
Burgers e per di piu utilizzano di nuovo una forma di invarianza spaziale, per cui
I'argomento necessita di maggior studio. Esaminiamo un esempio particolare,
I'equazione:

du(t,x) + H(Du(t,x))dt + cDu(t, ) o dW; = 0

Uli—g = uo
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Come nel caso lineare o per Burgers, si possono introdurre delle caratteristiche
stocastiche

dﬁé‘t = DpH(]Ot)dt + O'th
dp; =0

che, in questo caso particolare, si risolvono esplicitamente:

Pt = po = Dug (o)

X =x+1- DI,H(D%Q(%())) + oW,

Di conseguenza, se partiamo da due diverse condizioni iniziali x # xj, per le
corrispondenti soluzioni vale
wy — = — g+t [DpH(Duo(xg)) — DpH (Do ()]
e questa differenza puo essere uguale a zero, ad esempio per d =1, H (p) = p?,
) > xg, Dug () <Dug (). Il rumore (¢ # 0) non ha impedito questo shock, gia
presente nel caso deterministico (¢ = 0). Non c’e differenza tra i due casi.
Per altre classi di equazioni di Hamilton-Jacobi e per rumori pit complessi il

problema e aperto. Il modello stocastico che si puo provare a considerare e della
forma

du(t,x) + H(Du(t,x))dt + Zak (%) - Du(t,x) o dWF =0
k
Ul—g = Uo
considerato ad esempio nel lavoro [17]. Le sue caratteristiche hanno la forma

day = DpH (pr)dt + > oi () o dBY
k

dpt = —Zpt -Dak(xt) OdBiC.
k

La domanda, per capire 'eventuale insorgenza o meno di shock e I'effetto del
rumore, e: lapplicazione
Xy —— Xt

puo essere un diffeomorfismo (aleatorio) di RY, grazie al noise, in casi in cui non lo
e per g, = 0?

4.3 — Equazioni di Eulero 2D e di Vliasov-Poisson 1D

Queste equazioni hanno aleuni caratteri simili, come e illustrato nel libro [20].
Per entrambe e stato possibile mostrare un miglioramento della teoria nel caso in
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k

cui agisca un rumore del tipo Z oy (90) Vu o con opportune ipotesi di non-

1%

k=1 dt

degenerazione locale: detta @ (x,) la funzione di covarianza introdotta sopra, si
richiede

> Qi ) viw; > 0

=1

se gli x; sono diversi ed i v; sono non nulli. Illustriamo brevemente i risultati, che
si possono consultare in dettaglio nei lavori [12], [7].
Per le equazioni di Eulero 2D scritte per il campo di vorticita é(t, ac)
o dw*

E+M~V5+;ak(x)V§o n

(u & la velocita) si puo studiare l’evoluzione di un campo di vorticita dis-
tribuzionale concentrato in un numero finito di punti, tramite un’opportuna
dinamica hamiltoniana di dimensione finita — il moto dei punti di vorticita.
Questa dinamica non € ben posta per tutte le condizioni iniziali: c¢i sono esempi
espliciti di configurazioni iniziali di punti di vorticita che, evolvendo secondo
questa dinamica, in tempo finito collassano in uno stesso punto, facendo per-
dere di significato alle equazioni di evoluzione. Si tratta quindi di un fenomeno
di singolarita, anche se di tipo molto particolare rispetto a quelli esaminati
sopra nel caso lineare. L’aggiunta di una perturbazione stocastica del tipo piu
complesso, descritta sopra, fa si che per ogni configurazione iniziale dei vortici
la dinamica sia definita globalmente nel tempo, in modo univoco, senza collasso
dei vortici.

Per le equazioni di Viasov-Poisson 1D, la soluzione f (t,x,v) ha il significato
fisico di densita di carica elettrica e le equazioni hanno la forma

o o I S R L
ot Var T 5+ 2 o) g

dove il campo E(t,x) & legato linearmente ad f. Anche per questa equazione si
puo studiare il caso in cui la carica sia concentrata in un numero finito di punti. Di
nuovo, questa soluzione distribuzionale della PDE si puo studiare tramite un
sistema di equazioni differenziali ordinarie, il moto delle cariche elettriche con-
centrate. Si possono poi fare vari esempi di configurazioni iniziali di carica che
collassa in tempo finito, incluso il caso di una carica distribuita con continuita
nello spazio (ma concentrata in velocita), caso che pero non e ancora coperto da
risultati stocastici. Limitatamente al caso di un numero finito di cariche con-
centrate, analogamente alle equazioni di Eulero, si riesce a dimostrare che con
I'aggiunta di una perturbazione stocastica del tipo detto sopra le cariche non
possono pill collassare. Tecnicamente il problema é anche piu difficile del caso
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delle equazioni di Eulero, in quanto il rumore qui viene messo solamente nel
termine di velocita e quindi & necessario mostrare che il suo effetto si propaga
anche al termine spaziale.
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Giovanni Forni: Il flusso orociclico: un esempio di
sistema dinamico parabolico

Giovanni Forni
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email: gforni@math.umd.edu

Sunto

I sistemi dinamici differenziabili si possono classificare in modo approssimativo
in tre classi secondo la velocita di divergenza di orbite (infinitesimalmente) vicine:
nei sistemi iperbolici (o almeno parzialmente iperbolici), pit studiati e meglio com-
presi, orbite distinte si allontano in generale a velocita esponenziale; la dinamica é
allora fortemente caotica; un esempio fondamentale di sistema iperbolico & dato dal
flusso geodetico sul fibrato tangente unitario di una varieta Riemanniana compatta
di curvatura negativa. All’estremo opposto, si situano i ‘moti regolari’ che appaiono
nella teoria Kolmogorov-Arnold-Moser; in questo caso le orbite non divergono affat-
to o ‘molto lentamente’. Un sistema di questo tipo puo essere chiamato ‘ellittico’.
Un esempio fondamentale di sistema ellittico ¢ il flusso o la mappa di traslazione
su un toro.

Un sistema dinamico & approssimativamente classificato come parabolico in tut-
tii casi in cui le orbite divergono a velocita polinomiale. Il flusso orociclico stabi-
le/instabile sul fibrato tangente unitario di una superficie ¢ il sistema dinamico defi-
nito dal trasporto di ogni vettore tangente unitario lungo la curva stabile/instabile
del flusso geodetico con velocita unitaria. Le proiezioni delle orbite dei flussi oroci-
clici sulla superficie sono orocicli nel senso ordinario. I flussi orociclici sono esempi
classici di flussi parabolici. Le caratteristiche piu salienti della dinamica parabolica
sono l'unicita ergodica, la proprieta di entropia nulla, la proprieta di mescolamento
con decadimento polinomiale delle correlazioni.

Nella prima parte di questa conferenza ci proponiamo di descrivere alcuni fra i
principali esempi fin qui studiati di flussi parabolici e di motivare il loro interesse in
applicazioni a problemi di meccanica, geometria e teoria dei numeri. Questi esempi
includono i biliardi poligonali, i flussi nilpotenti, e i flussi orociclici. Nella seconda
parte ci concentreremo sul flusso orociclico (nel caso di una superficie iperbolica
compatta) e descriveremo alcuni aspetti della dinamica con particolare attenzione ai
risultati recenti. Questo esame ci permettera di mettere a confronto certe proprieta
della dinamica parabolica con le proprieta corrispondenti della dinamica iperbolica
e ellittica. Il nostro esame si concentrera in particolare sulla teoria dell’equazione
coomologica e sul comportamento asintotico delle medie ergodiche. In particolare,
risponderemo a una questione posta da Yakov Sinai: il flusso orociclico soddisfa il
teorema del limite centrale?
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Sunto

La matematica ¢ il linguaggio della fisica e, dalla rivoluzione scientifica del ’600,
I’evoluzione dell’'una non é comprensibile senza far riferimento all’altra.

Nel presentare all’inizio del nuovo millennio la dimostrazione della congettura
di Poincaré, Perelman afferma di essersi ispirato tra l'altro al “Gruppo di Rinor-
malizzazione”, un insieme di idee introdotte e ampiamente utilizzate dai fisici nella
seconda meta del ’900 in contesti molto lontani dalla geometria.

Nel mio intervento cerchero di illustrare questa affermazione che testimonia
ancora una volta il profondo legame tra le due discipline.
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Sunto

All'interno dell’Economia teorica, la Teoria delle decisioni modella le scelte
degli agenti economici (quali individui, famiglie, imprese e governi), sia dal punto
di vista descrittivo studiando come tali scelte vengono effettivamente fatte, sia
da quello normativo proponendo come esse dovrebbero essere compiute in modo
razionale.

Sin dai suoi inizi intorno al 1870, I'Economia teorica ha posto le scelte degli
agenti come suo fondamento, su cui costruire lo studio delle loro interazioni di
mercato (Equilibrio economico generale) e strategiche (Teoria dei giochi), che sono il
fine ultimo dell’analisi economica. A differenza dello psicologo, I’economista teorico
non ¢ interessato al comportamento umano di per sé, ma quale base per modellare
linterazione economica tra agenti (I’Individualismo metodologico ¢ il fondamento
epistemologico di tale approccio).

La Teoria delle decisioni studia il comportamento individuale in modo formale
tramite modelli matematici basati su assiomi comportamentali, cioé su assunzioni
sulle scelte degli agenti economici (per esempio, che esse siano transitive). Dagli
assiomi comportamentali si derivano, tramite teoremi di rappresentazione, funzioni
obiettivo che guidano le decisioni degli agenti nei loro problemi di ottimo (per
esempio, la massimizzazione del profitto per le imprese).

Dopo i fondamentali contributi di John von Neumann degli anni quaranta, la
modellizzazione matematica del comportamento individuale si basa su idee e metodi
dell’ Analisi Funzionale, in particolare sui metodi di dualita. La relazione presentera
alcuni di tali metodi, che negli ultimi venti anni hanno svolto un ruolo importante
in Teoria delle decisioni e, pitl in generale, in Economia teorica.
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Sunto

Negli ultimi tre decenni ’analisi su varietd Riemanniane ha conosciuto un no-
tevole sviluppo, che ha dato luogo a una vasta produzione scientifica. I risul-
tati ottenuti e le tecniche utilizzate dipendono, in larga misura, dalle proprieta
analitico-geometriche di volta in volta assunte sulla varieta.

In questa conferenza discutero alcuni risultati riguardanti ’analisi su una classe
di varieta riemanniane M a crescita esponenziale di volume comprendente gli spazi
iperbolici e le loro piti immediate generalizzazioni, cioé gli spazi di Damek—Ricci
e gli spazi simmetrici di tipo non compatto, nonché, ad esempio, le varieta di
Cartan—Hadamard con curvatura negativa.

La maggior parte dei risultati di cui fard menzione hanno per oggetto 'ope-
ratore di Laplace-Beltrami £ su M e illustrano il fatto che proprieta geometriche
delle varieta considerate influenzano in modo marcato le proprieta analitiche di L,
le quali, in molti casi, risultano significativamente differenti dalle corrispondenti
proprieta del classico operatore di Laplace A sullo spazio euclideo. Tale diversita
di comportamento & sovente conseguenza pit o meno diretta della non uniforme
ellitticita di £ (all’infinito).

La prima parte della conferenza sara dedicata alla discussione delle ipote-
si geometriche che assumero su M e all’esposizione di qualche esempio/risultato
elementare.

Nella seconda parte concentrerd l’attenzione sull’estensione alla classe di va-
rietda considerata di alcuni aspetti della classica teoria degli integrali singolari. In
particolare definird due spazi funzionali che svolgono, nel contesto considerato, le
funzioni del classico spazio di Hardy H'(R") e del suo duale BMO(R"), ne di-
scutero le principali proprieta e ne illustrero 1'utilita nell’analisi di alcuni operatori
naturalmente associati a £, quali le trasformate di Riesz e i moltiplicatori spettrali.

Parte dei risultati che esporro in questa conferenza é contenuta in recenti lavori
in collaborazione con Giancarlo Mauceri e Maria Vallarino.

1Lavoro svolto nell’ambito del PRIN 2009 “Analisi Armonica”
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Alcuni aspetti dell’analisi
su varieta riemanniane
a crescita esponenziale di volume (¥*)

STEFANO MEDA

Dedicato alla memoria di Guido

Questo articolo contiene una versione leggermente estesa della conferenza da
me tenuta a Bologna in occasione del XIX Convegno UMI. Desidero ringraziare
il Comitato scientifico per I'invito, che mi offre 'opportunita di illustrare una
linea di ricerca che ho perseguito in anni recenti con Andrea Carbonaro
(Birmingham), Giancarlo Mauceri (Genova), Peter Sjogren (Goteborg) e Maria
Vallarino (Politecnico di Torino).

Tale linea di ricerca si propone di elaborare una teoria di integrali singolari
nel contesto di alcuni spazi metrici di misura privi della proprieta di raddoppio
delle sfere. Esempi significativi sono le varieta riemanniane a crescita espo-
nenziale di volume (ad esempio il piano iperbolico) e lo spazio euclideo dotato
della misura gaussiana.

I risultati ottenuti sono in parte gia pubblicati [CMM1, CMM2, MMV1,
MMV2, MMV3, MMV4, MV], in parte in fase di rifinitura. La conferenza di oggi
non tocchera gli aspetti della teoria concernenti l'operatore di Ornstein-
Uhlenbeck (vd. [MM, MMS1, MMS2, GMMST1, GMMST2]), alla cui elabora-
zione ha dato un significativo contributo anche P. Sjégren, e si concentrera sugli
sviluppi inerenti le varieta, elaborati in collaborazione con Carbonaro, Mauceri e
Vallarino. L’esposizione & articolata come segue:

Introduzione

I Operatore di Laplace—Beltrami
IT Diffusione del calore
IIT Integrali singolari e spazi di Hardy
IITa su R
IIIb su varieta.

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 16 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’Unione Matematica Italiana.
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1. — Introduzione

1.1 — Le trasformate di Riesz

Vi sono numerosi problemi la cui formulazione e/o soluzione coinvolge ope-
ratori appartenenti a una classe nota come classe degli operatori integrali sin-
golari. In questa introduzione mi limitero all'importante esempio classico delle
trasformate di Riesz in R", prototipi di integrali singolari che intervengono in
numerosi problemi, tra i quali quello della regolarita delle soluzioni di equazioni
ellittiche. Supponiamo, ad esempio, che u sia una soluzione distribuzionale del-
I'equazione di Poisson

(1.1) —Mu=f,
dove f € un dato in LP(IR") con supporto compatto. Evidentemente Au appartiene

a LP(R™); é naturale chiedersi se tutte le derivate seconde (nel senso delle di-
stribuzioni) di % appartengono a LP(R"). Formalmente

u:(_A)_1f7

cosicché

&

Yy

BE(—'f

ij

= (= V2o — 7V

u

Abbiamo usato il fatto che le derivate parziali commutano con le potenze di ( — 4),
perché la trasformata di Fourier diagonalizza simultaneamente tutti gli opera-
tori che commutano con le traslazioni. Posto
Ri=0(—HV  i=1,...n,
possiamo scrivere
Fu = R 75 .

Conviene anche introdurre la trasformata di Riesz vettoriale
T = (I, ..., Pn).

TEOREMA 1.1. — Valgono le affermazioni seguenti:

() per ogni p in (1,00) la trasformata di Riesz .72; e limitata su LP(R™),
j=1,....m
(i) la trasformata di Riesz 72; & illimitata da L'(R") a LY(R");
(iii) .72; e di tipo debole (1,1), cioe esiste una costante C tale che

\{xeR":

Zif@)| >a}| <C @ Vo > 0 Vf € LN(R").
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Questo risultato classico (vd., ad es., [St2]) implica che se 1 <p < oo e u risolve
(1.1), allora tutte le derivate seconde di % appartengono a LP(R"). Il risultato &
falso se p = 1.

Come noto la condizione (iii) del teorema precedente e una stima sostitutiva
della stima L!-L!, utile per I'interpolazione.

La definizione di trasformata di Riesz sopra illustrata non giustifica la ter-
minologia “integrale singolare” che nella letteratura si associa comunemente a
7. Tuttavia, utilizzando la trasformata di Fourier e possibile dimostrare che .7 e
I'operatore di convoluzione con nucleo la distribuzione valor principale associata
alla funzione y/ |y|"+1. In altre parole, per ogni f in C>*(R")

x—
ﬁﬂy) dy VeeR",

dove ¢, e una costante che dipende unicamente dalla dimensione .
Evidentemente y+— ¥/ |y|n+1 & non integrabile sia in un intorno di 0, sia al-
linfinito, fatto che giustifica la terminologia adottata. Nel caso » =1 la tra-
sformata di Riesz assume la forma particolarmente semplice

f@
r—y

Tof () = ¢y 1551 f

[e—y|>e

; 1
Zf(@) = = lim
T ¢l0

le—y|>e

dy;

72 viene allora comunemente denominata trasformata di Hilbert e denotata con
il simbolo .7%. Essa & 'archetipo degli integrali singolari e interviene, tra gli altri,
nel problema della convergenza in norma delle serie di Fourier in dimensione
uno (vd. [So, Cap. I]). Un celebre risultato asserisce infatti che la convergenza in
norma LP(T) delle serie di Fourier di funzioni in LP(T) equivale alla limitatezza in
LP(R™) della trasformata di Hilbert.

Un caleolo esplicito mostra che

x+1
T 1)) = log‘xj’ Vo e R\ {£1}.
Osserviamo che

1
.%1[,171](90) = -
X

per |x| — oo e quindi .71;_; 1) non e integrabile all'infinito. La funzione presenta
anche singolarita logaritmiche nei punti +1, che ovviamente non pregiudicano
l'integrabilita locale della funzione.

1.2 — L'approccio classico alla limitatezza di integrali singolari

La dimostrazione della limitatezza di .%; su LP(R™) per pin (1,2) (vd. Teorema
1.1 (i)) segue lo schema seguente:
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e si dimostra che .72; e limitato su L2(R™), utilizzando il Teorema di
Plancherel e il fatto che la trasformata di Fourier del nucleo di .%; e limitata;

e si dimostra che .72 soddisfa la stima debole (1, 1) che appare nella parte (iii)
del Teorema 1.1;

e si interpola tra le due stime precedenti utilizzando il Teorema di
Marcinkiewicz [BL, Theorem 1.3.1].

La dimostrazione della stima debole (1, 1) & piuttosto tecnica (vd., ad es., [St2])
e fa uso di due ingredienti fondamentali:

1. la proprieta di raddoppio delle sfere

H2B)
1.2 sup ——— <00,
12 B HB)
dove 'estremo superiore € fatto rispetto a tutte le sfere di R” e 2B denota la sfera
concentrica a B di raggio doppio;

2. la decomposizione di Calderéon—-Zygmund di funzioni integrabili.

Notiamo che in R" il quoziente x(2B)/u(B) € una costante dimensionale che
non dipende da B. Avremo modo di considerare la proprieta di raddoppio in
ambiti non euclidei privi di dilatazioni, in cui il quoziente precedente dipende dal
centro e dal raggio di B.

Desideriamo porre 'accento sul fatto che le varieta riemanniane a crescita
esponenziale di volume, ambito al quale siamo particolarmente interessati, non
posseggono la proprieta di raddoppio, per esse non esiste analogo della de-
composizione di Calderén-Zygmund e la stima debole (1,1) per gli operatori di
nostro interesse e falsa, oppure impossibile da ottenere con le tecniche attual-
mente a disposizione. E percid auspicabile sviluppare un approccio alternativo a
quello descritto per ottenere la limitatezza L” degli integrali singolari.

1.3 — Collocazione storica

Desidero concludere l'introduzione con una breve descrizione dello sviluppo
degli integrali singolari, con lo scopo di collocare in prospettiva storica le nostre
ricerche. In estrema sintesi, si possono osservare le quattro fasi seguenti:

1. fase pioneristica; 1920°, trasformata di Hilbert;

2. fase classica; 1950°-1980°, sviluppo e consolidamento della teoria degli in-
tegrali singolari in R";

3. spazi di tipo omogeneo; 1970°-1990’, sviluppo della teoria degli integrali
singolari in spazi (quasi-)metrici di misura in cui vale la proprieta di raddoppio
delle sfere;
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4. spazi non di tipo omogeneo; 1980°—, sviluppo della teoria degli integrali
singolari in alcuni spazi metrici di misura in cui non vale la proprieta di raddoppio
delle sfere.

Senza alcuna pretesa di completezza, elenchero alcuni tra i molti contributi
che ritengo significativi.

Nella fase (1) ricordo quelli di Kolmogorov e di M. Riesz [Ko, R], che dimo-
strano, rispettivamente, il tipo debole (1,1) di .77 e la limitatezza in L”(T) del-
I'analogo periodico di .77.

La fase (2) e segnata dai fondamentali lavori di Calderén e Zygmund [CZ1,
CZ2] e di Hérmander [Hol], nonché dai numerosi contributi di E.M. Stein e della
sua scuola (si vedano [F, FeS, St2] e i lavori ivi citati), dal risultato di G. David e
J.-L. Journé [DJ] e dalla limitatezza L? dell'integrale di Cauchy [CMM].

Nella fase (3) si sviluppa lo studio di integrali singolari in una pluralita di
contesti — varieta riemanniane compatte, gruppi nilpotenti, curve in R” e in
gruppi nilpotenti, grafi di funzioni lipschitziane, aperti con bordo lipschitziano — e
ha luogo la sistematizzazione della teoria nell’ambito degli spazi omogenei nel
senso di Coifman-Weiss [CW1, CW2, Chr]. Tra i contributi piu significativi di
questa fase ricordiamo [KnS, FS]. E in questo periodo che nasce lo studio di
integrali singolari associati a operatori, in particolare funzioni di laplaciani in vari
contesti. Particolarmente significativi i contributi di Stein [St1] e M. Cowling
[Co] sul calcolo funzionale di generatori infinitesimi di semigruppi simmetrici di
diffusione e di L. De Michele e Mauceri [DeMM] sul calcolo di tipo Hérmander
per il sublaplaciano sul gruppo di Heisenberg. Quest’ultimo risultato ha generato
una schiera di estensioni e generalizzazioni, che non si & ancora esaurita.

Infine, durante la fase (4) si & sviluppato lo studio di integrali singolari in
contesti in cui la proprieta di raddoppio fallisce. Questo complesso capitolo della
ricerca sugli integrali singolari si suddivide, a sua volta, in due sottocapitoli; il
primo, in cui la proprieta di raddoppio fallisce per sfere di raggio “piccolo”, e il
secondo, nel quale per ogni R > 0 le sfere di raggio al piu R possiedono la pro-
prieta di raddoppio, ma le costanti di raddoppio non sono limitate al crescere di E.

I1 primo dei sottocapitoli cui abbiamo fatto cenno qui sopra si sviluppa in
relazione al classico problema di Painlevé, che richiede, assegnato un aperto Q di
C, di caratterizzare i sottoinsiemi £ di 2 che godono della proprieta seguente:
ogni funzione olomorfa e limitata in Q \ £ si estende a una funzione olomorfa e
limitata su tutto Q. Tale proprieta risulta legata alla limitatezza di integrali
singolari in C noti come trasformata di Cauchy. Tra i contributi piu significativi
di questa fase vi sono [NTV, To].

I1 secondo dei sottocapitoli contiene gli sviluppi riguardanti gli integrali sin-
golari su spazi omogenei e gruppi di Lie a crescita esponenziale di volume (vd., ad
es., [HeS] per il caso di una interessante classe di gruppi solubili, [CS, A1, A2, AJ,
11, 12, I8, CGM1, MV] per I'analisi su spazi simmetrici di tipo non compatto).
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Lalinea di ricerca che illustrero si inserisce in questo secondo sottocapitolo ed
¢ parte di un pit ampio progetto di ricerca che si propone di studiare proprieta
dell’operatore di Laplace—Beltrami e di operatori ad esso collegati su varieta a
crescita esponenziale di volume. Di questa classe fanno parte gli spazi simmetrici
di tipo non compatto, ad esempio il piano iperbolico, gli spazi di Damek-Ricci, che
sono esempi di varieta armoniche non simmetriche definite in tempi recenti da E.
Damek e F. Ricci, e i gruppi semisemplici non compatti di centro finito muniti di
una metrica riemanniana invariante. Esiste una vasta letteratura che studia le
proprieta dei loro operatori di Laplace-Beltrami, utilizzando metodi molto po-
tenti, disponibili grazie alla ricca struttura algebrica e geometrica di questi spazi.
Siveda, ad esempio, il ruolo cruciale della struttura degli spazi simmetrici di tipo
non compatto nelle dimostrazioni della stima debole (1,1) delle trasformate di
Riesz [Str, Al]. E naturale chiedersi fino a che punto queste proprieta dipendono
dalla poderosa struttura di questi spazi.

Uno degli obiettivi che ci poniamo & di individuare quali tra queste proprieta
continuano a valere per varieta di crescita esponenziale di volume. Si tratta di un
progetto stimolante, fonte di numerose sorprese (vd., ad esempio, il Teorema
4.13 e il commento che ad esso fa seguito). In questa conferenza illustreremo
alcuni recenti risultati inerenti I'analisi dell’'operatore di Laplace-Beltrami su
varieta riemanniane connesse, non compatte, complete, con volume infinito,
eventualmente soddisfacenti ulteriori ipotesi che specificheremo di volta in volta.

2. — L’operatore di Laplace-Beltrami

Nel 1867, Eugenio Beltrami [Bel] introdusse l'operatore di Laplace per una
metrica riemanniana, oggi noto come operatore di Laplace-Beltrami.

DEFINIZIONE 2.1. — Sia M una varieta riemanniana. L’operatore di Laplace-
Beltrami % su M ¢ definito sullo spazio /(M) delle funzioni lisce a supporto
compatto da

Lof = —divVf Vf € (M),

dove V indica il gradiente riemanniano su M e div Uoperatore divergenza.
Una delle ragioni per cui .4, e importante e che un diffeomorfismo di M &
un’isometria se e solo se preserva loperatore di Laplace-Beltrami [H1,

Proposition 2.4, p. 246]. L’operatore di Laplace—Beltrami & naturalmente asso-
ciato alla forma quadratica @ su &/ (M), definita da

QU = [ lerad £ g,
M
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ed e ellittico: la sua espressione nella carta locale (&, U) &

Fof(E )

= —ﬁ > 0(3 @7 0N Go e s o )@

x) J i

= - Zgi*j (&) O5(f o & (@) + termini del primo ordine
7

per ogni « in &(U). Qui g™/ denotano i coefficienti della matrice inversa di [g; ;1,
che descrive la metrica riemanniana nella carta (£, U), e g denota det [g; ;].
Poiché la metrica riemanniana ¢ & liscia per ipotesi, I'operatore % in coor-
dinate locali ha coefficienti lisci. In aggiunta, il noto Teorema di Gaffney [Grl]
assicura che %, definito su (M), & essenzialmente autoaggiunto in L2(M), cioé
esso ammette un’unica estensione autoaggiunta #. Osserviamo che % possiede
ottime proprieta locali, che ne rendono 'analisi su un aperto limitato di M con
bordo liscio ben compresa. Tuttavia va osservato che il nostro interesse & verso
proprieta globali di . e che la geometria all'infinito di M ha un’influenza decisiva
su di esse, come vedremo in seguito e come ampiamente dimostrato in letteratura.
Invitandovi a non prendere troppo alla lettera il parallelo che cerco di stabilire,
diro che P'analisi che intendiamo intraprendere ha qualche aspetto in comune con
I'analisi di un operatore ellittico su un dominio limitato dotato di bordo, che risulta
uniformemente ellittico in ogni sottodominio liscio e compatto del dominio origi-
nale, ma che non é globalmente uniformemente ellittico. In questo caso la forma
del bordo e la sua “accessibilita” dal dominio influenzano significativamente le
proprieta dell’operatore. In modo simile, la relativa grandezza dell'infinito della
varieta, misurato, ad esempio, mediante la crescita delle sfere geodetiche al
tendere all'infinito del raggio, o mediante I'esistenza di “fini” (ends) relativamente
sottili, influenzano le proprieta di .2 in modo decisivo. Questo tipo di analisi e
ancora in fase di rapida evoluzione e i problemi aperti sono numerosissimi.

3. — Diffusione del calore su M

L’operatore di Laplace—Beltrami e stato ed & oggetto di numerosissimi studi
e molte sono le questioni di interesse che lo riguardano. Ho scelto di discutere
brevemente una di queste, la diffusione del calore su varieta riemanniane, perché
¢ funzionale a ci0 che segue. Essa consiste nel determinare una funzione
u: M x R" — R che risolva il problema di Cauchy seguente

3.1) Oz, t) + Lu(e,t) =0 Y(x,t) e M x R
' u(x,0) = f(x) Ve e M.
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Qui f e il dato e il significato del simbolo di uguaglianza che compare nella
condizione iniziale dipende dallo spazio funzionale in cui si intende impostare il
problema. Poiché, come gia detto, ¥ e autoaggiunto, & naturale trattare (3.1)
come un problema evolutivo in L2(M). E noto che per ogni f in L2(M), I'unica
soluzione di (3.1) & data da

w(e,t) = f W, )fady Ve MVte R
M

La soluzione e cosl espressa mediante un operatore integrale con nucleo
hi(x,y) agente sul dato f: la famiglia di funzioni {%:},., viene comunemente
detta nucleo del calore associato a . E noto che la funzione (@, y,t)— hy(x,y)
e, nelle nostre ipotesi, liscia nelle tre variabili in M x M x R". Negli ultimi
decenni lo studio del nucleo del calore associato a operatori di Laplace-
Beltrami (e non solo) ha prodotto una quantita enorme di contributi (vd. [Gri]
e i lavori ivi citati) che, lungi dall’aver esaurito la loro spinta propulsiva,
continuano a stimolare ulteriori ricerche. Per ragioni di brevita mi limitero
qui a descrivere un risultato relativamente recente, che sara importante nel
seguito.

Nel caso in cui M = R" vi & un’espressione esplicita per %;, data dalla se-
guente formula di Gauss-Weierstrass

ha(ae,y) = (dnt) "2 e lo—F/aD iy 0 e R™ it > 0,

L’espressione diviene piti suggestiva se si introduce la misura (di Lebesgue)
della sfera con centro x e raggio v/t. Denoteremo con B(x, \/t) tale sfera e con
|B(x, \/i)| la sua misura. Allora

On___ g—lo—yP/un
)
B, V)|
dove ¢, € una costante, che dipende solo dalla dimensione n. Su una varieta
generica M non vi & alcuna speranza di trovare formule esplicite per il nucleo del
calore; € allora naturale ricercare stime puntuali di /;.

Diremo che M possiede la proprieta di Li-Yau se esistono costanti positive c,
C tali che

hi(x,y) =

c : C :
e—Cd(x,y)Z/t < hy(ze,y) < e—cd(x,y)z/t

32 (B, V) (B, b))

per ogni x,  in M e per ogni tin R". In altre parole M possiede la proprieta di Li-
Yau se il suo nucleo del calore ha, mutatis mutandis, la stessa forma del nucleo di
Gauss-Weierstrass. Qui e nel seguito u denota la misura riemanniana di M. Li e
Yau hanno dimostrato che le varieta con curvatura di Ricei non negativa pos-
siedono la proprieta di Li-Yau [LY].
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Il problema di caratterizzare le varieta riemanniane M che possiedono la
proprieta di Li-Yau ha appassionato numerosi matematici ed & stato risolto in-
dipendentemente da A. Grigor’yan e L. Saloff-Coste (vd. [SC] e la bibliografia ivi
contenuta). L’enunciato del loro risultato richiede le due definizioni seguenti.

DEFINIZIONE 3.1. — Diciamo che M ha la proprieta di raddoppio se esiste
una costante D tale che

(3.3) §(@B) < D u(B)

per ogni sfera geodetica B. Qui 2B denota la sfera con lo stesso centro di B e
raggio doppio.

DEFINIZIONE 3.2. — Diciamo che M ha la proprieta di Poincaré scalata se
esiste una costante P tale che

(3.4) [17 = fotau < P [ 19f du
B B

per ogni sfera geodetica B. Qui f denota la media di f su B e rp ¢ il raggio di B.

TEOREMA 3.3 (Grigor’yan-Saloff-Coste). — Sita M una varieta riemanniana
connessa, non compatta e completa. Sono equivalenti:

(i) M possiede le proprieta di raddoppio e di Poincaré scalata;
(i) M possiede la proprieta di Li-Yau.

Il risultato di Grigor’yan e Saloff-Coste ricorda quelli di Aronson [Ar] degli
anni 60’ nei quali ' Autore stabiliva stime gaussiane per il nucleo del calore as-
sociato a operatori uniformemente ellittici su R”. Di fatto, & piti che un analogia:
alcuni casi particolari delle stime di Aronson si ottengono dal risultato di
Grigor’yan e Saloff-Coste dotando R" di una metrica riemanniana naturalmente
associata ai coefficienti della parte del secondo ordine dell’operatore ellittico che
si sta esaminando.

Un esempio di varieta riemanniana che non gode della proprieta di Li-Yau & il
prodotto connesso M di due copie di R", n >3, che denoteremo anche con
R"# R", realizzato connettendo in maniera liscia con un “cilindroide” due copie
di R", ciascuna privata della sfera di centro 0 e raggio 1. La metrica su M coincide
con quella di R" su ciascuna delle copie di R" privata della sfera B(0,1) e viene
definita sul “cilindroide” in modo che la metrica risultante su M sia globalmente
liscia. Mostriamo che su M la proprieta di Poincaré scalata non vale (conse-
guentemente M non gode della proprieta di Li-Yau per il Teorema di Grigor’yan-
Saloff-Coste). Siano « un punto del cilindroide, R > 0 e f una funzione definita su
M, con supporto contenuto in B(x, R), che assume valore —1 nei punti di B(x, R)
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che giacciono nella copia “inferiore” e +1 in quelli che giacciono nella copia
“superiore” di R"”. Evidentemente Vf & supportato sul cilindroide e ||Vf||, non
dipende da R se R é sufficientemente grande. Ne deriva che il secondo membro
di (3.4) cresce come R? al tendere di R a + oo. Scegliendo in modo opportuno i
valori di f sul cilindroide, possiamo supporre che fz = 0. Il primo membro di (3.4)
cresce allora come R" al crescere di R, il che e assurdo, poiché stiamo assumendo
n > 3.

Quello che abbiamo ora descritto & un esempio di come il comportamento
all’infinito della varieta possa influenzare alcune proprieta dell’'operatore di
Laplace-Beltrami.

4. — Integrali singolari in R

In questa sezione descriveremo un approccio alla limitatezza della tra-
sformata di Hilbert, e pit generalmente degli integrali singolari in R", alter-
nativo a quello descritto in precedenza che era basato sulla stima debole (1,1).
Ricordiamo la definizione di trasformata di Hilbert:

T @) :%13%1 f ;‘(?y) dy VeeR
jo—yl>e

per ogni funzione f liscia e a supporto compatto. Denotata con.7 la trasformata
di Fourier, un classico argomento mostra che

T(7f)(&) = —isgn(®) 7 f(&) vE e R.
I1 Teorema di Plancherel permette allora di concludere che

-7 F1lz = 1l£1l2-

4.1 — Un approccio “moderno” alla limitatezza di 7

Ci proponiamo di trovare uno spazio di Banach X, contenuto in L'(R), con le
proprieta seguenti:

(i) ogni operatore lineare .7 limitato da X a L!(R) e da L?(R) a L*(R) &
anche limitato da LP(R) a LP(R) per ogni p in (1, 2);
(i) la trasformata di Hilbert é limitata da X a L1(R).

Ci riferiremo alla proprieta (i) dicendo, in modo leggermente impreciso, che “X
interpola con L2(R)”. E importante notare che le proprieta (i) e (i) sono in
conflitto: la prima & tanto piu facilmente vera quanto piu grande é X, la seconda,
al contrario, é facilmente falsa se X e grande.
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4.2 — Idea per X

L’idea per costruire uno spazio X con le proprieta sopra indicate proviene
dalla Fisica II. Consideriamo una carica positiva puntiforme ¢ nello spazio (ad
esempio collocata nel punto O). In un punto P a distanza r da O, il potenziale
V(P), supposto nullo all'infinito, & dato da

—
(4.1) v =cl,

dove 7 indica la distanza |P — O] e ¢ una costante di proporzionalita. Se invece di
una singola carica si considera un dipolo elettrico, formato da due cariche g e —¢q
poste a distanza a tra loro, il potenziale V' da esse generato (supposto nullo al-
I'infinito) soddisfa

qa
(4.2) V(P)<c .

Se r & grande rispetto ad a, allora V(P) < C/r2. Dunque il fatto che il corpo abbia
carica complessiva nulla determina una significativa riduzione del potenziale
generato a grande distanza dal corpo stesso.

Con intento puramente analogico determiniamo I’azione della trasformata di
Hilbert sulla funzione indicatrice 1jo;; dell'intervallo [0,1] e sulla funzione
1;-10] — 1j0.1)- Un semplice calcolo mostra che

(43) .7%((]1[0,1])(7') ~ % e T [q(l[—l,()] — 1[0‘1])} (7‘) ~ 3_2

per 7 sufficientemente grande. Si puo assimilare 1j1; & una carica puntiforme e
1i-1,00 — 1jo17 @ un dipolo elettrico. La trasformata di Hilbert agisce su queste
funzioni in modo simile al potenziale elettrico. In particolare, il fatto che l'inte-
grale di 1j_; ) — 1j0,1] sia nullo comporta un maggiore decadimento della sua
trasformata di Hilbert all'infinito. La condizione di avere integrale nullo viene
detta di cancellazione. Vedremo in seguito che I'individuazione di altre condi-
zioni di cancellazione sara il punto focale della ricerca che abbiamo condotto.

4.3 — Atoma di Coifman—Weiss su M

In questa sottosezione descriveremo la formalizzazione secondo Coifman—
Weiss [CW2] dell'idea esposta nella sottosezione precedente. Poiché la co-
struzione si applica senza variazioni a un ambito molto piti generale di quello
euclideo, abbiamo ritenuto conveniente trattare direttamente il caso di una
varieta riemanniana M (o, pit generalmente, di uno spazio metrico di mi-
sura).
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DEFINIZIONE 4.1. — La classe di Coifiman-Weiss .7y su M é definita da

Ay =] 4B,
B

dove 7%y(B) indica lo spazio delle funzioni a in L?(B) tali che

() il supporto di a é contenuto nella sfera B;
(i) vale la proprieta di cancellazione: [adyu = 0;

M
(iii) wvale la proprieta di taglia: ||a||, < u(B)’l/ 2,

La classe . 7y(B) puo essere pittoricamente raffigurata nel modo sequente: detto
Vo il sottospazio unidimensionale di L*(B) costituito dalle funzioni costanti su
B, il suo ortogonale VOl i L2(B) é costituito dalle funzioni di L*(B) a media
nulla, cioe da quelle che soddisfano la condizione di cancellazione della defi-
nizione precedente, e .7y(B) ¢ la sfera di raggio u(B)"'/* in Vi

Le funzioni in . %, si dicono atomi di Coifman—Weiss.

DEFINIZIONE 4.2. — Lo spazio di Coifiman-Weiss H.l/,/O(M) su M ¢ lo spazio
vettoriale delle funzioni f di L*(M) che ammettono una rappresentazione della
forma

(4.4) =3 ¢a;,
=1

dove a; & un atomo di Coifman-Weiss e {¢;} una successione di costanti in (', cioe
tali che ) |c;| <oo. Lo spazio H .1/,;0 (M) e di Banach rispetto alla norma

J
£l o = inf{ Sl £ = Y60}
J=1

J

Uestremo inferiore essendo calcolato su tutte le rappresentaziont di f della
forma (4.4).

La definizione di spazio di Coifman-Weiss stabilisce quali distribuzioni “in-
tegrabili” di cariche siano ammissibili. Si tratta di una definizione sor-
prendentemente fine: ad esempio, € possibile mostrare che una funzione f a
supporto compatto in H.lzo(R) possiede un’extra-integrabilita logaritmica, una
proprieta che riguarda la massa di f e che e difficile immaginare dalla definizione.
Questa proprieta, tra laltro, implica che Hvl///O(R) non contiene tutti i corpi in
LY(R) con carica nulla.

E un fatto classico che lo spazio di Coifman—Weiss gode delle proprieta au-
spicate per X.
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TEOREMA 4.3. — Valgono le sequenti affermazioni:

() lo spazio di Coifman-Weiss H ,I/ZO(R) interpola con L2(R);
(i) la trasformata di Hilbert ¢ limitata da H l/zo(R) a LY(R).

4.4 — Integrali singolari su M e Hl%h )

In questa sottosezione ci proponiamo di stabilire se lo spazio di Coifman-
Weiss possa rivestire il ruolo di spazio X anche in relazione a stime di operatori
integrali singolari su varieta. Alquanto sorprendentemente, la risposta a questo
quesito e negativa anche nel caso di alcune varieta che godono della proprieta di
raddoppio.

Per ragioni di spazio non definiro la classe di operatori studiate nei nostri
lavori (vd. [MMV2, MMV4]) e limitero 'esposizione a due esempi paradigmatici:
la trasformata di Riesz e le potenze immaginarie di .. Poiché 4 & autoaggiunto,
esiste un'unica risoluzione spettrale dell'identita {7, }, .y tale che

(45) sf= [ rary
b

per ogni f nel dominio di 4. Assegnata una funzione limitata m sullo spettro
spec(¥) di £ (che e un sottoinsieme di [0, co), poiché % & non negativo), pos-
siamo definire 'operatore

(O = f m) A2, f  Nf € LAM).

spec( %)

L’operatore m(%) viene comunemente detto operatore moltiplicatore asso-
ciato al moltiplicatore spettrale m. Per il teorema spettrale

()l < llmll,

dove ||m(%)|l, indica la norma operatoriale di m( %) su L2(M). In particolare, se
il minimo b di spec( %) & positivo, allora l'operatore #* & limitato su L?(M) per
tutti i numeri complessi z tali che Rez > 0. Possiamo definire m (%) anche per
funzioni m non necessariamente limitate, ma m(¥) e in generale definito solo su
un sottospazio di L2(M).

L’operatore formalmente definito da V.4~ "/“ si chiama trasformata di Riesz
(del primo ordine) su M e gli operatori della forma %™, con u reale e non nullo,
prendono il nome di potenze immaginarie di %

Denotiamo con LP(M; X(M)) lo spazio delle sezioni LP del fibrato tangente
X(M) di M, cioe lo spazio dei campi vettoriali .#" tali che la funzione scalare
g(2",.2") appartiene a LP(M). E un fatto ben noto e semplice da dimostrare che la

-1/2
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trasformata di Riesz V.22 & limitata da L2(M) allo spazio L2(M; X(M)). Lo
studio della trasformata di Riesz su varieta & stato propugnato da R. S.
Strichartz [Str]. Per alcuni interessanti risultati recenti si vedano [ACDH, AMR,
CD] e i riferimenti bibliografici ivi contenuti.

Una delle ragioni per scegliere #™ quale prototipo di operatore integrale
singolare risiede nel fatto che esso riveste un ruolo di primaria importanza nel
calcolo funzionale di %, dato che molte funzioni di 4 possono venire ricostruite a
partire da #™ mediante una formula di subordinazione basata sulla trasformata
di Mellin [Co, St1].

Gli operatori #™ e V.2 ~1/2 sono detti singolari poiché i loro nuclei di Schwartz
presentano una singolarita critica in ogni punto della diagonale di M x M. Nei casi
che esamineremo tali nuclei, che indicheremo genericamente con k(x,¥), sono
anche singolari all'infinito, cioe per ogni x fissato la “distribuzione” y — k(x, y)
risulta non integrabile all'infinito.

Il seguente risultato mostra che lo spazio di Coifman—-Weiss H', (M) non &
adatto a rivestire il ruolo di spazio X nemmeno nel caso di (alcune) varieta che
soddisfano la proprieta di raddoppio. Come la dimostrazione mettera in luce, la
geometria all'infinito di R” # R” rende i punti della copia “inferiore” di R” poco
visibili da punti “all'infinito” situati sulla copia “superiore”. Cio comporta che
I'azione della trasformata di Riesz su certi atomi di Coifman-Weiss non produce
un effetto di cancellazione paragonabile a quello prodotto dalla trasformata di
Hilbert in R, e la loro immagine risulta non integrabile all'infinito.

TEOREMA 4.4. — L’operatore v Y2 ¢ llimitato da HV{ZO(R"#R”) a
LY R™# R™).

PROOF. — Denotiamo con M il prodotto connesso R"# R". La proprieta iso-
perimentrica di M [Cha, Thm V.2.1., p. 131] implica I'esistenza di una constante
positiva C tale che

IV 72|y > CUZ 2 -
Se V.12 fosse limitato da H.l/zO(M ) a L1(M), dovrebbe essere vera la stima
”f”Hvl/O(M) >C Ht%_l/zfﬂn/(n—l) vf € H,l/zo(M)~

In particolare, tenuto conto del fatto che ||a||; <1 in virtu della condizione di
taglia soddisfatta dagli atomi, dovremmo avere che

—1/2
sup ||’% / a||n/(n—l)<oo'
ac. 2y

Scegliamo a con supporto in B(p, R), dove p e un punto del “cilindroide” di M, R &
un numero positivo sufficientemente grande. Supponiamo che a valga —1 su una

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011] 149



ALCUNI ASPETTI DELI’ANALISI SU VARIETA RIEMANNIANE ECC. 645

copia di R" e +1 sull’altra e che i valori di a sul “cilindroide” siano scelti in modo
tale che l'integrale di a su M sia nullo. Allora a & un multiplo di un atomo di
Coifman-Weiss. Indicato con k il nucleo di Schwartz di % ~'/?, abbiamo

(4.6) 712 — f ke, ) aly) duly)
M

per ogni x distante da B(p, R). Siano x un punto sulla copia di R” dove a vale +1,
molto distante dal cilindroide. Siano poi % e % due punti della sfera B(p, R), ri-
spettivamente sulla stessa copia di R dove si trova « e sull’altra. E possibile
mostrare che

k(x,y) > k(x,y);

alcune stime delicate mostrano che esiste una costante positiva c tale che per R
abbastanza grande

[ ke a@) an) = ¢ [ ke, du),
B B,

dove abbiamo indicato con B, la parte della sfera B che giace nella copia di R"
dove giace x. Altre stime delicate mostrano che la funzione x+— f ke, y) duly)

non appartiene a L"/®D(M). Quindi #V2a non appartiene a L"/ V().

4.5 — Nuovi atoma .72y, C .y

Che fare, dunque? La prima delle nostre idee e di definire (vd. [MMV4]) una
classe di atomi .7, che chiameremo atom:i speciali, contenuta in . Zy. Gli atomi
speciali differiscono da quelli di Coifman—Weiss nella condizione di cancel-
lazione, che e molto piu forte.

Una funzione H su una varieta riemanniana M si dice % -armonica in una
sfera B se ¥H = 01in B.

DEFINIZIONE 4.5. — La classe .7, su M e definita come

Ay, = Ul,fzh(B),
B

dove 7,(B) indica lo spazio vettoriale delle funzioni a in L*(B) tali che
() il supporto di a é contenuto in B;
(i) wvale la proprietd di cancellazione: [a H du = 0 per ogni funzione H in
L2(B) armonica in B; M
(iti) vale proprieta di taglia: |al|, < u(B) V2.
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Laclasse . 7;,(B) puo essere pittoricamente raffigurata nel modo seguente: in L2(B)
si consideri il sottospazio infinito dimensionale V;, costituito dalle funzioni armo-
niche. Il suo ortogonale Vh% in L?(B) é costituito dalle funzioni di L?(B) ortogonali
alle funzioni armoniche, cioé da quelle che soddisfano la condizione di cancellazione
della definizione precedente e . %,(B) & la sfera di raggio (B)"/? in Vi

Lo spazio H‘l////ly(M ) & definito a partire da .7, esattamente come Hll///(l M) a
partire da . 7.

Evidentemente H l/h (M) C H! 4, (M. Sorprendentemente, come dimostrato in
un recente lavoro in fase di rifinitura, ci sono casi, ad esempio M = R", in cui
H, (M) = H', (WD),

4.6 — Se vale raddoppio

TEOREMA 4.6. — Supponiamo che M soddisfi la proprieta di raddoppio (3.3).
Valgono le affermazioni sequenti:

@) se il nucleo del calore soddisfa la sequente stima diagonale

C
(4.7 hi(x, 20) < ———— Yo € M YVt e RY,
t (B, VD)
allora
(a) H* ,, (M) interpola con LZ(M );
(b) gli operatori V12 e £y e R, sono limitati rispettivamente da
Hvl//Jh(M) all(M:X)eda H_l///h(M) a LY(M);

(i) se M possiede la proprieta di Poincaré scalata (3.4), allora leo M) =
H', (M).
,Hh

La dimostrazione del teorema precedente e piuttosto tecnica e apparira in un
futuro lavoro; essa fa uso del Teorema di De Giorgi sull’hdlderianita delle soluzioni
di equazioni ellittiche. Osserviamo (vd. [Grl]) che se M possiede la disuguaglianza
di Poincaré scalata, allora il nucleo del calore di M soddisfala stima diagonale (4.7),
e quindi, a fortiori, H 1//}) (M) interpola con L2(M) e gli operatori \VAZ e AL
u € R, sono limitati rispettivamente da H' ,, (M) a LYM;¥)eda H.l/zh M) a L*(M).

Un caso interessante in cui vale (i) ma non (ii) & quello della varieta R"# R"
considerata in precedenza.

4.7 — Se non vale raddoppio

Nel caso in cui la varieta riemanniana M non possegga la proprieta di rad-
doppio non ci sono, senza ulteriori ipotesi su M, risultati in letteratura sulla li-
mitatezza di ~™ efo V.2 12 da spazi di tipo Hardy a L'(M).
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Nel seguito assumeremo che M sia una varieta riemanniana completa, con-
nessa e non compatta che soddisfa le ipotesi seguenti:

(1) la curvatura di Ricci di M é limitata dal basso;
(il) M haraggio di iniettivita positivo.

Se M soddisfa le condizioni (i)-(ii), diciamo che M ha geometria limitata.
Ricordiamo che in letteratura esistono varie nozioni di varieta riemanniane a
geometria limitata. Molti autori utilizzano questa terminologia per indicare che
vale (ii) qui sopra e che alcune (tutte) le derivate covarianti del tensore di
Riemann sono uniformemente limitate in senso opportuno. Nel caso in cui vale
(ii) e ¢’@ controllo uniforme su N derivate covarianti del tensore di Riemann,
diciamo che M ha N-geometria limitata quando N e finito, e C*°-geometria li-
mitata quando N = oc.

La nostra nozione di geometria limitata ha importanti conseguenze geome-
triche. Infatti, (i)-(ii) implicano che:

e M ha crescita al piu esponenziale, cioé esistono costanti non negative C, «,
y tali che

(4.8) uB) < Crge VB :rg > 1;
e non ci sono eccessive concentrazioni o rarefazioni di massa, cioe

inf u(B) >0 e sup u(B) < oo,

rp=1 rp=1

dove l'estremo superiore & preso rispetto a tutte le sfere geodetiche di raggio 1
di M;

e valgono le proprieta di raddoppio e di Poincaré scalata per sfere di raggio,
diciamo, al piu 1, con constanti uniformemente controllate.

Discutiamo brevemente la nozione di geometria limitata sopra introdotta,
fornendo per cominciare le definizioni precise di raggio di iniettivita e di cur-
vatura di Ricei.

Ricordiamo che, dato p in M, la mappa esponenziale Exp, in p € un dif-
feomorfismo tra una sfera di centro 0 e raggio » in M), (lo spazio tangente a M
in p) e un intorno di p in M. Ci sono esempi in cui Exp, & un diffemorfismo
globale tra M, e M: tra gli altri R" dotato della metrica euclidea e il piano
iperbolico.

DEFINIZIONE 4.7. — Il massimo r per cui Exp, ¢ un diffeomorfismo tra la
sfera di centro O e vaggio r in My, e un intorno di p in M viene denotato i,(M) e
chiamato raggio di iniettivita in p. Il raggio di iniettivita di M é definito come
seque

(M) = inf{i,(M) : p € M}.
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Osserviamo che (M) = oo nei casi in cui M = R" oppure M ¢é il piano iper-
bolico, e che (R x SY =7 (un cilindro in R®). Una superficie M isome-
tricamente immersa in R® con una “fine” molto sottile avra (M) = 0.

DEFINIZIONE 4.8. — Siano u un vettore nello spazio tangente M, a M in p,
normalizzato dalla condizione g(u,u) =1, eu, ey, . . . , e,_1 una base ortonormale
di M. Poniamo

ppw) = K(u,ej),

J=1

dove K(u, e;) indica la curvatura sezionale del piano tn M, generato dai vettor:
u ed e;. E possibile dimostrare che pp(u) non dipende dai vettori ey, ..., €, 1
scelti per completare la base ortonormale di My, p,(u) si chiama curvatura
sezionale di M in p nella direzione u.

La condizione che M abbia curvatura di Rieei limitata dal basso si traduce
nell’esistenza di una costante x > 0 tale che

pp(u)Z—Kz Yu € M, Vp e M.

Osserviamo che la classe di varieta a geometria limitata comprende sia lo
spazio euclideo, sia il piano iperbolico. Non & verosimile che esista una teoria
unificata degli integrali singolari che si adatti a entrambe queste varieta.
Riteniamo utile a questo punto formulare un’ipotesi aggiuntiva.

DEFINIZIONE 4.9. — La costante di Cheeger (M) di una varieta M ¢ definita
[Che] nel modo sequente

o(0A)

M) = inf %

dove Uestremo inferiore é calcolato rispetto a tutti gli aperti limitatt A con bordo
0A costituito da un’ipersuperficie liscia di M, e o denota la misura superficiale
su OA indotta dalla misura riemannionan .

E noto che la condizione MM) > 0 equivale al fatto che M possiede una
proprieta isoperimetrica di tipo Cheeger, e cioe che esistono costanti positive g e
C tali che per ogni aperto limitato A contenuto un M

(4.9) ,u(AK) > CruA) Vi € (0, ko).
dove A, = {ac €A :pl,A°) < K}. In termini un poco imprecisi, M possiede la

proprieta isoperimetrica di Cheeger se una frazione fissa del volume di ogni
aperto e concentrata vicino alla sua frontiera.
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E possibile mostrare che se h(M) > 0, allora M ha crescita esponenziale di
volume, cioé esistono costanti positive C e y’ tali che

(4.10) uB) >Ce'™  VB:rp>1.

Il seguente risultato mette in relazione la costante di Cheeger di una varieta
riemanniana con proprieta spettrali del suo operatore di Laplace-Beltrami.

TEOREMA 4.10 (Carbonaro-Mauceri-Meda [CMM1]). — Sia M una varieta con
geometria limitata. Sono equivalenti:

1) M) > 0;
(i) il minimo b dello spettro L2(M) di £ é strettamente positivo.

Il numero b si chiama lacuna spettrale di #. Riassumendo, nel seguito sup-
porremo che M soddisfi le ipotesi seguenti:

(1) la curvatura di Ricci di M e limitata dal basso;
(ii) M ha raggio di iniettivita positivo;
(iii) M ha lacuna spettrale.

Nonostante lo spazio H' 4, (M) sia piuttosto piccolo, non riusciamo a control-
lare Z"a e V.21 2a all’mflnlto quando a & un atomo in . %, e il supporto di a &
contenuto in una sfera di raggio “grande”. Cio é ragionevole se pensiamo che le
ipotesi formulate assicurano, a parte la crescita esponenziale di volume, solo un
controllo locale della geometria della varieta. Per uscire dall'empasse € ne-
cessaria una nuova idea.

La nostra seconda idea e che si possa ulteriormente ridurre I'insieme delle
“configurazioni ammissibili di cariche”. Naturalmente, una tale riduzione com-
porta una maggiore difficolta nell'interpolare lo spazio risultante con L2.

4.8 — Una versione locale di 4y e di .4,

Fissato un parametro di scala R > 0, denotiamo con .% la collezione delle
sfere in M di raggio al piu R.

DEFINIZIONE 4.11. — Le classi . Z% e 7% su M sono definite come segue

Ay= ) 4B e A= |] 2B

BeZp Besp

Gli spazt di Hardy comspondent@ H! R(M e H 1 R(M ) sono pot definiti a partire
dalle classi di atoms . r/R e. 7/ esattamente come gli spazi di Hardy H', M) e
Hvl///h (M) sono definiti a pamtwe da 2y e Ay,
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E possibile mostrare che H!, L(R)yeH 1 4, (R) non interpolano con L2(R) e che,
quindji, sono troppo piceoli per poter svolgere in R il ruolo di spazio X (vd. Sezione
4.2). Invece, gli spazi H //O(M) e Hf%,L (M) sono adatti all’analisi sulla classe di
varieta a crescita esponenziale che abbiamo introdotto in precedenza.

TEOREMA 4.12 [Mauceri-Meda-Vallarino [MMV2, MMV3]). — Sta M una va-
rieta riemanniana a geometria limitata con lacuna spettrale. Per ogni R > 0
valgono le affermaziont seguenti:

{) H* L (M) interpola con L>(M);
() H 1 L (M) interpola con LA(M);

(iii) </m e V.12 sono limitati, rispettivamente, da H 1 R(M Ya L{(M)eda
//R(M) a L'(M; X).

Il risultato precedente € nuovo e migliora sotto vari aspetti i risultati conte-
nuti in [MMV2, MMV3]. Il lavoro che lo conterra ¢ in fase di rifinitura. Le se-
guenti osservazioni forniscono informazioni complementari e consentono di col-
locare meglio il ruolo di H 1 - M):

e gli operatori £, u e R\ {0}, e V.2 /2 non sono in generale limitati,
rispettivamente, da H1 R(M) a LXM) e da H1 R(M) a L1(M: ¥) (non lo sono, ad
esempio, se M e il plano iperbolico);

e la parte (i) del teorema dipende in modo cruciale dalla proprieta isoperi-
metrica e dalla proprieta di raddoppio locale;

e la parte (ii) dipende da stime del propagatore delle onde associato a .~

Concludero menzionando alcuni esempi che mi paiono significativi di varieta cui il
teorema precedente si applica:

e M gruppo di Lie semisemplice, non compatto, con centro finito (ad esempio
SL(2,R)), dotato di una qualunque metrica riemanniana invariante. Le tra-
slazioni sono isometrie e quindi M ha geometria limitata. Essendo M un gruppo
non amenabile, esso ha lacuna spettrale.

e M spazio simmetrico di tipo non compatto (M = G/K, dove G & un gruppo
semisemplice come al punto precedente e K € un suo sottogruppo compatto
massimale) dotato della metrica di Killing. Questa classe comprende gli spazi
iperbolici.

e Supponiamo che 0<a<b<2a e dotiamo il semipiano superiore S =
{x + 1y : y > 0} della metrica

g = L b2y + a2

2 2
R (dx” + dy*).
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Osserviamo che essa si comporta come
i (da® + dyz)
(by)*

quando y é grande e come
1
(ay)?
quando ¥y e piccolo. La varieta M puo essere pensata come il risultato di un in-

collamento liscio tra due piani iperbolici con curvature —b? e —a?. Un semplice
calcolo mostra che la curvatura K di M soddisfa la stima

(dx® + dy).

b <K< —d?,

e quindi M & una varieta di Cartan-Hadamard con curvatura pinched. E possibile
mostrare che M ha lacuna spettrale.

Di fatto, tutte le varieta di Cartan-Hadamard che hanno curvatura pinched
soddisfano le ipotesi del teorema precedente. Il1 motivo per cui ho scelto di
trattare proprio questa varieta risiede nel fatto che alcuni operatori classici
dell’analisi armonica presentano su M un comportamento inatteso. Consideramo,
ad esempio, il naturale operatore massimale di Hardy-Littlewood .7, definito
per ogni funzione f localmente integrabile da

1

WA = - .
A = S0 B ) Bmfy Ml e

TEOREMA 4.13 (J. O. Stromberg [Str]). — Sia M la varieta descritta sopra.
Allora 7 e limitato su LP(M) per ogni p > b/a ed é illimitato se p<b/a.

Questo risultato contrasta fortemente con il corrispondente risultato euclideo
e con quello, identico ma ottenuto con metodi del tutto differenti, di Stromberg
su spazi simmetrici non compatti, che asserisce che .7 ¢ limitato su LP(R") per
ogni p in [1,00). In relazione a queste considerazioni si veda la parte finale
dell'Introduzione.
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La teoria di Calderén-Zygmund, nel caso classico, permette di dedurre in modo
ottimale le proprieta di integrabilita e differenziabilita delle soluzioni di equazioni
ellittiche e paraboliche lineari in termini della regolarita dei dati assegnati a priori.
Presentero una serie di risultati che concorrono a formare un analogo non lineare
della teoria lineare classica.
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La teoria di Calder6n-Zygmund dal caso lineare
a quello non lineare

GIUSEPPE MINGIONE

Sommario. — La teoria di Calderon-Zygmund per equazioni ellittiche e paraboliche li-
neari ammette un analogo non lineare che si é andato man mano delineando sempre
pin chiaramente negli ultimi anni. Di sequito st discutono alcuni risultati validi in
questo ambito.

1. — Divagazione preliminare

Questo testo riprende gli argomenti che ho trattato nella mia conferenza
generale all'ultimo Congresso dell'Unione Matematica Italiana, tenutosi a
Bologna lo scorso Settembre 2011. Approfitto quindi di questa occasione per
tentare un’operazione per me nuova (1), quella di scrivere finalmente un lavoro in
italiano. Non che questo si leghi ad una delle gentili richieste degli organizzatori
e degli editori del BUMI, ma ho pensato che dopo varie memorie scritte in in-
glese fosse l'ora di esprimersi almeno una volta anche in italiano. Se ne scrivono
sempre meno di lavori in italiano ed e giusto cosl, per ovvie esigenze di comu-
nicazione; il prezzo che pero si paga e quello ovvio: per quanto riguarda la
Matematica il linguaggio non si evolve e rigenera secondo i normali ritmi dettati
dai cambiamenti della vita quotidiana, diventando statico e via via inattuale,
obsoleto. Uno dei sintomi piu classici di questo processo € per esempio il pre-
valere, nelle normali discussioni professionali tra matematici italiani, di un lin-
guaggio ibrido la cui struttura grammaticale di base € quella dell’italiano, ma
sulla quale vanno man mano innestandosi, in maniera piuttosto disordinata, vari
inglesismi spesso forzati quali ad esempio la coniugazione italiana di verbi
stranieri o l'italianizzazione di termini anglofoni. La mancanza di terminologia
legata anch’essa alla sempre pil rada pratica della scrittura scientifica in italiano,
porta all'improvvisazione linguistica, alla traduzione distratta, e, infine, alla
mancanza di compiutezza estetica quando non addirittura di correttezza gram-
maticale. Non si puo avere tutto d’altra parte, ma ogni tanto qualche lavoro in
italiano non sarebbe male scriverlo, cosi, per aggiornare la lingua ma anche forse
per “mantenersi in allenamento”.

1l resto dell’articolo, distaccandosi anche nella presentazione dall’'usuale modo
di scrivere lavori di rassegna — ne ho gia scritti altri su questi argomenti — segue
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invece abbastanza fedelmente I'ordine e la selezione degli argomenti presentati
al Congresso UMI, senza tentare espansioni o contrazioni, ma attenendosi al-
I'esposizione originale degli argomenti e ad una usanza ormai dimenticata, che
vede il testo scritto come “trascrizione della conferenza”. Il resto del lavoro sara
scritto in prima persona plurale.

2. — Il periodo classico

Nell’ambito delle equazioni alle derivate parziali la teoria di Calderén-Zygmund
classica risponde a domande come “Data un’equazione ellittica o parabolica lineare,
e possibile determinare in modo ottimale I'integrabilita delle soluzioni in funzione di
quella del dato?”. Per fissare le idee, & opportuno considerare un problema modello,
che ben funge da paradigma per quelli, piti generali, che verranno considerati di
seguito. Consideriamo allora la classica equazione di Poisson

(2.1) A= p,

in R" conn > 2. Nel caso pill generale in cui risultati significativi sono disponibili si
puo considerare il caso in cui u rappresenti una misura, mentre per semplicita qui ci
limiteremo a considerare il casoin cui u € CgC(R”) e adescrivere come si ottengono
stime a priori. Il caso in cui x sia una misura puo poi essere facilmente trattato
tramite usuali procedimenti di approssimazione — si veda ad esempio la Sezione 5
pil in basso. Torniamo allora all’equazione modello (2.1). La teoria classica di
Calderon-Zygmund afferma la validita della stima a priori

(2.2) ID%ulpe < el se1<g<oo.
Quindi, nel caso generale abbiamo
(2.3) pell=Ducl! sel<q<oco.

La precedente implicazione smette di valere nei casi limite ¢ = 1, co. Inoltre,
osserviamo che la (2.3) é dimensionalmente corretta e ottimale: stiamo ottenendo
sull’'Hessiano la stessa informazione che abbiamo sul Laplaciano, che & la somma
delle derivate seconde pure. Diamo allora un’occhiata a possibili strategie di-
mostrative della (2.2). L’approccio classico fa uso delle formule classiche di
rappresentazione. Piti precisamente, si usa la rappresentazione via nucleo di
convoluzione

(2.4) u(x) = f G, y) du(y)

dove G( ) é la funzione di Green

2—-n se n 2 3

(2.5) Gy~ ZY
log [x —y| se n=2.
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Si osservi — per un attimo limitiamoci al caso % > 3 — che il nucleo |z*™" & lo-
calmente integrabile; quindi osserviamo subito che eventuali formule di mag-
giorazione per la u, in termini del dato 1, si possono ottenere usando questo fatto,
e semplici maggiorazioni quantitative sul nucleo di convoluzione. In altre parole,
possiamo limitarei a studiare quanto e grande G( - ) e su questo punto torneremo
piu tardi, nella Sezione 6.
Adesso, differenziando la (2.4) due volte sotto il segno di integrale, si arriva
alla nuova formula di rappresentazione

(2.6) D*u@) ~ [ K@ — ) duty)

dove stavolta |[K(x)| < |x|™" & un nucleo non localmente integrabile. L’analisi
della trasformazione naturalmente indotta dalla (2.6) diventa quindi piu delicata,
e si richiede un procedimento piu raffinato: non bastando le sue proprieta di
crescita si usera il fatto che il nucleo K( - ) soddisfa comunque delle proprieta di
cancellazione che verranno esplicitate mediante un opportuno procedimento di
microlocalizzazione. In altre parole, il motto sembra essere: “Quando le proprieta
di crescita non bastano, si cerchino quelle di cancellazione”. Questo tipo di ap-
proccio e oggi un paradigma nella moderna analisi non lineare: ove si presenti
una situazione dove si osserva una “crescita critica” che non consente di ottenere
risultati basandosi solo sull’analisi di quanto le quantita in gioco “sono grandi”, si
passa a ottenere risultati scovando la presenza di opportune cancellazioni, che poi
si rivelano immancabilmente I'ingrediente fondamentale. Si osservano fenomeni
del genere nella teoria delle mappe armoniche, nell'integrabilita per compensa-
zione dei determinanti, nell’analisi di problemi invarianti per trasformazioni
conformi — raccomandiamo a questo proposito di dare un’occhiata al recente
lavoro di Riviere [77]. Quella che stiamo osservando in questo caso sembra essere
una delle prime — se non proprio la prima in assoluto — circostanza in cui tale
punto di vista viene seguito in modo esplicito.

Veniamo adesso ai dettagli: la (2.6) spinge appunto a considerare la tra-
sformazione integrale

CZuw) = [ K@ -y duw),

definita inizialmente su funzioni lisce a supporto compatto. Si osserva ora che il
nucleo K( -) soddisfa le seguenti proprieta:

(2.7) 1K + |1Kll~ < B,

dove K & la trasformata di Fourier di K(-). Questo, e il classico teorema di
Plancherel, permettono di dedurre la limitatezza di CZ(-) su L?

(2.8) 1ICZ(WlI2 < Ml 2 -
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Adesso, ecco le cancellazioni: vale la condizione (detta di Hérmander)

(2.9) f |K(x —y) — K(x)|dx < B per ogni y € R"
[2|>2ly|

che e verificata per una certa costante finita B. Usando (2.7)-(2.9), e poi usando
argomenti di interpolazione e dualita usuali, si puo adesso dimostrare che

(2.10) 1CZGoN e < llellpe - se 1<g<oo

e che in ultima analisi vale la (2.2). L’approccio appena descritto e stato origi-
nariamente introdotto e seguito nei classici lavori [20, 21], dove la condizione di
cancellazione (2.9) veniva data in una forma meno generale, piu adatta al nucleo
considerato in (2.6). Il caso ¢ = 1 rimane fuori, poiché in generale la (2.2) non
vale. Quello che in realta vale & pit debole ma non & meno importante e infatti
viene usato come base per i procedimenti interpolativi che poi portano alla (2.10);
per questo abbiamo bisogno di introdurre gli spazi di Marcinkiewicz (spazi di
Lebesgue deboli).

DEFINIZIONE 2.1. — Sia t > 1e Q C R" un insieme misurabile; una funzione
misurabile w : Q — RF appartiene a MU, R¥ ) = MYQ) se e solo se

(2.11) sup #1{w € 2« ful > 2] = ol <00
~Z
Questi spazi sono particolarmente adatti a studiare situazioni limite, ed in
particolare i problemi che coinvolgono potenziali Newtoniani, come quelli che
stiamo analizzando qui e come quelli che intervengono nell’analisi dei problemi
con dato misura. Per esempio, si ha

e M' B0, 1)\ L'B(0,1))
|x|n/t

per ogni ¢ > 1. In generale si ottiene
(2.12) Lis MLt perognie>0.

per quanto riguarda la prima inclusione in (2.12), e per la motivazione stessa della
definizione in (2.11), basta osservare che

t ¢
w W\t
ol > 3= [ de< [ 2lae<] }UL
{lw|>2} {lwl>2} ’
cosicché ||wl| ¢ < [|w||;:. Abbiamo allora che il caso limite della (2.10) e dato da
(2.13) ICZGDN ppr < Nlaell e
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e, in ultima analisi,
2
107wl pp < [lalle -

In realta, come gia accennato sopra, la dimostrazione della (2.10) si ottiene
proprio impiegando la (2.8) in combinazione con la (2.13): usando la classica in-
terpolazione di Marcinkiewicz si ottiene la validita della (2.10) per 1<g<2.
Infine, usando la dualita — ricordiamo che il problema e lineare — si ottiene la
(2.10) anche per 2< g <oo.

Concludendo, sembra chiaro che I'approccio descritto sopra si basa su un
programma che dipende fortemente dalla linearita del problema considerato, e
addirittura dalla sua forma esplicita. Riassumendo, abbiamo il seguente:

ProgramMA CZ1 (Classico dopo Calderon & Zygmund)

e Si usa la struttura dellequazione per ottenere una formula di rap-
presentazione integrale.

e Si studia l'operatore integrale indotto da tale formula di rappresentazione
analizzando le proprieta di cancellazione del nucleo per ottenere la (2.13).

e Si usa infine I'interpolazione e la dualita per ottenere la (2.10) dalla com-
binazione di (2.8) e (2.13).

2.1 — Un approccio piu generale

La ricetta descritta nella sezione precedente propone un piatto un po’ pe-
sante: prima l'uso di una formula di rappresentazione usata per abbandonare
I'equazione di partenza, poi I'analisi di una trasformazione integrale e delle
cancellazioni del suo nucleo e, infine, 'uso di teoremi di interpolazione e di metodi
di dualita. Sarebbe quindi auspicabile avere una dimostrazione piu legata alla
teoria delle equazioni alle derivate parziali, che utilizzasse magari strumenti
circoscritti all’ambito della teoria stessa. Questo alleggerimento e infatti possi-
bile e iniziamo qui a descrivere un percorso di destrutturazione del Programma
CZ1 che portera alla fine ad una dimostrazione essenzialmente elementare dei
principali risultati, anche per equazioni non lineari, che non fa uso esplicito degli
strumenti di Analisi Armonica presenti nel Programma CZ1. Di questi si con-
servera pero, e inevitabilmente, lo spirito. Questo percorso trovera la sua con-
clusione nel Programma CZ4 descritto piti in basso nella Sezione 4.1.

Il primo tentativo in questa direzione risale al lavoro di Campanato e
Stampacchia [22]. In ultima analisi, i primi due punti del Programma CZ1 ven-
gono saltati, e si usa soltanto la dualita e un piu efficace risultato di interpolazione
ottenuto in [81, 82]. Descriveremo questo procedimento per un problema leg-
germente differente, ma che presenta, per quello che ci interessa, le stesse ca-
ratteristiche di quello affrontato nella sezione precedente. Piti precisamente
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consideriamo I'equazione
(2.14) Ay = divF

per le soluzioni della quale vogliamo stabilire una maggiorazione dimensio-
nalmente ottimale del tipo

(2.15) 1Dl e < 1|10 quando 1<g<oo.

Lo schema della sezione precedente si puo ancora seguire, come si diceva,
semplicemente sostituendo x con div F in (2.4), derivando una sola volta sotto al
segno di integrale e poi integrando per parti per avere un operatore integrale,
del tipo CZ(-), che agisce su F' e non su divF. Qui prendiamo pero un’altra
strada, considerando I'operatore, palesemente lineare, definito da

T:F+— Du dove u e la soluzione di (2.14).

L’operatore viene definito in realta specificando un aperto di riferimento suffi-
cientemente regolare, eventualmente prendendo anche R”, e un dato al bordo, in
questo caso prendiamo quello nullo per fissare le idee. Moltiplicando la (2.14) e
integrando per parti si ottiene facilmente la stima

(2.16) ITEN e < IF]lz: -

In generale, la stima || T(F)||;~ < ||F||;~ non vale: si ottiene invece
(2.17) ITE gm0 S 1F1l

dove BMO é uno spazio funzionale che descriveremo qualche riga piti in basso.
Adesso il punto e che BMO & uno spazio opportunamente vicino a L™ da con-
sentire di interpolare (2.16) e (2.17) come se fosse proprio L, alla fine ottenendo

1T S IFll,;  quando 2 < g<oo.

Quest’ultima maggiorazione non e nient’altro che quella nella (2.14) per
2 < g<oo; il caso 1<g<2 viene infine ottenuto per dualita grazie ancora una
volta alla linearita del problema. Come si diceva prima, il teorema di interpola-
zione rilevante nella fattispecie e stato ottenuto da Stampacchia in [81, 82],
mentre 'armamentario di stime integrali che permette di ottenere (2.17) e es-
senzialmente frutto dell’approccio di Campanato alla regolarita. Per una buona
introduzione a questi argomenti ci sentiamo di raccomandare la lettura del-
I'eccellente trattato di Giusti [38].

L’approccio appena descritto permette allora di saltare i primi due punti del
precedente Programma CZ1, trattenendo soltanto il terzo. In particolare, 'uso
delle cancellazioni sembra essere evitato. In realta non € cosi: come spesso capita,
quando si pensa di essersi sbarazzati di uno strumento molto influente e in-
gombrante, esso, o il suo fantasma, riappare altrove. In questo caso, un accurato
uso di proprieta di cancellazione si nasconde proprio nell'unico punto che non
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abbiamo specificato qui, lo spazio BMO, e nel suo uso nell’ambito della teoria
dell’interpolazione. E quindi venuto il momento di dare, di tale spazio, la defi-
nizione precisa. Di seguito denotiamo con

B@,R):={y e R" : [t —y|<R}

la palla aperta di R" di centro x e raggio R > 0 e con

(V)B.r) = f v(y) dy
B@.R)

la media integrale di una funzione integrabile v su B(x, R). Dato un aperto
Q C R" la funzione v € L'(Q) appartiene a BMO(Q) se e solo se

(2.18) [Vlgmo :=  sup J[ [v(y) — Wpe.r)| dy<oo.
B@RNQRE>0 b 2yno

Questo spazio funzionale e stato introdotto da John & Nirenberg [48], che ne
hanno descritto alcune importanti proprieta, tra le quali, quella che piu ci inte-
ressa qui, & quella di integrabilita limite di tipo esponenziale

(2.19) fexp (clv]) de <o
Q

dove ¢ € una costante che dipende da n e, ovviamente, dalla seminorma [v]gmo.
Dalla (2.19) seguono tra I'altro le inclusioni (strette)

L>* c BMO c L¢? per ogni g<oo.

La (2.18) da in qualche modo conto del fatto che BMO & uno spazio suffi-
cientemente vicino a L> da comportarsi, dal punto vista dell’interpolazione,
come L, motivando l'affermazione fatta qualche rigo pili in alto. L’infor-
mazione fondamentale che differenzia BMO da L é allora proprio contenuta
nella finitezza di [v]lgmo, che, a sua volta, riferisce del fatto che le oscillazioni
di v sono in qualche modo controllate, in modo integrale, a ogni scala. Questa
informazione si ricombina opportunamente con gli argomenti di interpola-
zione sviluppati in [81, 82], dando un risultato che contiene un’informazione
analoga a quella del terzo punto del programma classico (CZ1), costituendone
in ultima analisi la controparte nel presente contesto. Ad essere pignoli anche
il secondo punto del Programma CZ1 ammette un analogo, questa volta lo-
cale: la formula di rappresentazione viene sostituita localmente dalle stime a
priort per equazioni omogenee, che mostrano, “localmente”, un’omogeneita
simile a quella delle formule di rappresentazione usuali. Possiamo allora
sintetizzare con il seguente
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PrROGRAMMA CZ2 (di Campanato e Stampacchia)

e Siusa lalinearita dell’equazione, ma non la sua forma esplicita, per definire
un operatore lineare, che pero stavolta non e di tipo convoluzione.

e Le formule di rappresentazione vengono sostituite da opportune stime di
regolarita per soluzioni locali di equazioni omogenee [22]; queste permet-
tono di ottenere alcune proprieta rilevanti dell’'operatore su “spazi limite”.

e Si usano infine I'interpolazione nella forma introdotta in [81, 82] e la dualita,
direttamente sull’operatore.

2.2 — Potenziali frazionari

Ritorniamo brevemente ad un discorso accennato poco dopo la (2.6) e piti preci-
samente torniamo adesso a considerare la (2.4), che vogliamo stavolta differenziare
al piti una volta. L’analisi del nucleo e delle sue derivate porta a dare la seguente

DEFINIZIONE 2.2. — Sia f € (0,n]; Uoperatore

d
o) = [Ny

R™

definito per qualsiasi misura di Borel u, si chiama potenziale di Riesz di u di
ordine p.

Quando » > 3 dalla (2.4) discendono le seguenti limitazioni puntuali
(2.20) lu@)| < [l@@] e  |Du)| < Li(|u)@),

con la seconda delle due che rimane in realta valida anche quando n = 2. Le
maggiorazioni precedenti permettono di ricondurre il problema dell’integrabilita
della soluzione e del suo gradiente a quello del relativo potenziale di Riesz.
Infatti, il comportamento di quest’ultimo & noto in vari spazi funzionali [3]. Per
esempio si ha

(2.21) Iplf - L,  ¢>1, fg<n
da cui, tramite la seconda disuguaglianza in (2.20), si ottiene
1Dull, o < lellpes  ¢>1,  q<mn.

Inoltre, grazie ad un caso limite della (2.21) in cui intervengono gli spazi di
Marcinkiewicz, vale pure
[1Dull ey < el

con una stima analoga, ottenuta per approssimazione, nel caso in cui x sia in
generale una misura.
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3. — 11 caso non lineare e la sua problematicita

La linearita dell’equazione di Poisson (2.1) permette una varieta di approcci
al problema della risolubilita, e poi della regolarita, ma prima di tutto alla de-
finizione stessa di soluzione: formule di rappresentazione, metodo di energia
(Calcolo delle Variazioni o metodi di monotonia), approcci per dualita, metodo di
Perron (principio di massimo e approcei tipo viscosita). Si tratta, in altre parole
“dell’equazione perfetta” (come per esempio ama ripetere Luis Caffarelli). Tali
approcci trovano estensione pili o0 meno diretta al caso di equazioni ellittiche
lineari generali, permettendo anche un certo grado di irregolarita sui coeffi-
cienti che eventualmente si volessero considerare. La situazione cambia nel
caso non lineare, che si presenta invece in modo assai pit problematico, come
vedremo tra pochissimo. Andiamo allora per gradi e consideriamo di seguito
equazioni del tipo

(3.1) —diva(Du) = H

dove il dato H € D'(Q) & una distribuzione sulla quale faremo via via delle ipotesi
opportune. Il campo vettoriale a: R” — R" & di classe C! e verifica le ipotesi di
crescita ed ellitticita seguenti

a@)| + (5% + |22 |0a@)] < L(s* + [2[H PV
(32) |
V(Sz + ‘z|2)(§0—2)/2|2|2 < <3a(z))b,,l> 7

per ogni scelta di z, 4 € R", dove s > 0 e 0<v < L sono parametri strutturali
prefissati. In generale assumeremo p > 1, mentre in alcune situazioni, e pit
che altro per agevolare la presentazione e limitarci alle idee essenziali, trat-
teremo il caso sopraquadratico p > 2. L’equazione (3.1) verra considerata in
un aperto Q C R" per » > 2. Vale la pena osservare preliminarmente che
alcuni dei risultati che verranno riportati in seguito rimangono validi sotto
ipotesi meno generali di quelle in (3.2), che pero d’altra parte riescono a co-
prire tutti i principali casi modello. Le ipotesi (3.2) sono in ogni caso con-
siderate usuali a partire dalle ricerche iniziali di Ladyzhenskaya & Ural’tseva
[65] che le hanno assunte e studiate in modo sistematico. Il principale caso
che qui abbiamo in mente, su cui le (3.2) sono in realta modellate, & dato
dall’equazione

—div (s> + |Du/H*?2Du) = H .

Nel caso s = 0 'equazione precedente diventa degenere e coinvolge I'importante
caso del p-Laplaciano

—Ayu = —div(|Du’*Du) = H
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che poi, quando H = 0, diventa a sua volta 'equazione di Eulero-Lagrange del
funzionale variazionale

(3.3) v f \Dvf? dz.
Q

A questo punto la classica definizione distribuzionale &

DEFINIZIONE 3.1. — Una funzione u € WHH(Q) é una soluzione distribu-
zionale di (3.1) se e solo se a(Du) € L (Q,R") e soddisfa

loc

(34) f (a(Du), Dp)dx = (H,g)  per ogni p € C(€) .
Q

Si osservi immediatamente che la condizione a(Du) € Lllo(3 serve ad assicurare

che il membro a destra dell’equazione nella (3.4) risulti finito. Dalle (3.2) segue in
particolare che I'integrabilita u € Wllo’f ~1(Q) assicura che a(Du) € Llloc.

La prima osservazione fondamentale che a questo punto bisogna fare &
che le soluzioni considerate nella precedente definizione non devono neces-
sariamente appartenere allo spazio di definizione naturale W'P(Q) fissato
dalle (3.2) — su cui per esempio il funzionale in (3.3) risulta finito — ma
possono esibire un minor grado di integrabilita. Soluzioni che non appar-
tengono a WP(Q) effettivamente esistono e vengono chiamate, per ovvi
motivi, soluziont molto deboli. La loro presenza € intimamente legata a varie
questioni abbastanza profonde sulla natura delle equazioni qui considerate,
ma non & questo il luogo per dare una panoramica, anche incompleta, dei
problemi che da esse scaturiscono. Rimandiamo per esempio a [10, 24] per
una larga discussione sull’argomento. Qui ci limitiamo soltanto a ricordare
che le soluzioni molto deboli possono esistere accanto a quelle usuali a
“energia finita” (cioé quelle che appartengono a W'?(Q)) e che le soluzioni
distribuzionali non sono in generale uniche gia quando H & “semplicemente”
una misura (si veda per esempio [79]). A questo proposito, visto che di pro-
blemi con dati misura ci occuperemo anche in seguito, e utile anticipare che
non si conosce una classe funzionale i cui risolvere in modo unico il
problema dell’esistenza di soluzioni per problemi con dato misura. Essendo
in questa sede interessati a stime di regolarita e quindi in ultima analisi a
presentare stime a priori per le soluzioni, non toccheremo qui questa pro-
blematica per la quale rimandiamo di nuovo a [10, 24]. Ci limitiamo quindi a
riassumere la situazione, toccando i punti piu significativi per quello che qui
ci riguarda, come segue

e da un lato é possibile avere una teoria dell’esistenza quando il dato H ap-
partiene al duale di W', In questo caso & anche possibile, nella formula-
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zione debole (3.4), usare funzioni test ¢ che sono proporzionali alla soluzione
stessa, p = u, e ottenere cosl agevolmente stime di energia (disuguaglianze
di Caccioppoli) che sono di solito il primo passo nei successivi procedimenti
di regolarizzazione delle soluzioni. In questo caso i teoremi di esistenza
disponibili forniscono soluzioni di classe WP che sono quindi soluzioni a
energia finita

e dall’altro lato il quadro precedente si dualizza completamente nel caso
in cui H non appartenga al duale di W*. Non & possibile adesso usare
funzioni test ¢ = u in (3.4), e in questo caso si opera di solito usando
funzioni test ¢ ottenute proiettando la soluzione u su opportuni spazi di
funzioni piu regolari, dipendenti da H, in modo da soddisfare la dualita
(H,p). Una volta ottenute le relative stime a priori & possibile poi ot-
tenere teoremi di esistenza tramite procedimenti di approssimazione (si
veda per esempio il caso in H & una misura trattato nella Sezione 5).
Concludendo, in questo caso le soluzioni ottenute non sono sempre di
classe WP, sono quindi soluzioni molto deboli, e non a caso vengono
talora chiamate soluzioni ad energia infinita. Va qui osservato che
trovare opportune proiezioni di % su spazi pill regolari, e in ultima
analisi costruire adeguate funzioni test per la (3.4), &€ in generale cosa
tutt’altro che agevole. Ad esempio, quando H & una misura si possono
usare semplici troncamenti di « (si proietta cioé u su L come in [11,
12]); nel caso in cui H si presenti in forma di divergenza, si devono
operare scelte pit delicate. In questo caso si usano proprieta fini della
decomposizione di Hodge ([43, 46]) oppure troncamenti sull’operatore
massimale del gradiente ([67, 53]). Per questo rimandiamo anche alla
Sezione 4.2 piu in basso.

Il precedente quadro porta quindi a sdoppiare la trattazione seguente in
due situazioni distinte. La prima si ha quando H appartiene al duale di W?;
in questo caso si procede poi nella dimostrazione della regolarita piu alta
delle soluzioni. Nella seconda, in cui il quadro teorico generale attualmente
disponibile appare ancora incompleto, la regolaria massimale delle soluzioni
¢ al pit quella W'P, La dimostrazione di questo fatto & spesso l'obiettivo
finale in molte situazioni (si veda di nuovo la Sezione 4.2 piu in basso). Nel
resto del lavoro gli argomenti saranno appunto presentati seguendo questa
dicotomia.

OSSERVAZIONE 3.1. — Le precedenti definizioni di soluzione, insieme a tutte le
considerazioni fatte, continuano a valere mutatis mutandis nel caso dei sistemi,
quando cioé u: @ — RY con N > 1 e a: R¥*" — R¥*" Esse si estendono inoltre
al caso parabolico, che tuttavia di seguito verra trattato solo nel caso di usuali
soluzioni a energia finita; si veda la Sezione 4.1.

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]

171



172

280 GIUSEPPE MINGIONE

4. — 11 caso sopraduale

In questa sezione trattiamo equazioni (e sistemi) del tipo in (3.1) quando H
appartiene al duale di W'P(Q). Specificatamente possiamo assumere che
H = —divG con G che & un campo vettoriale appartenente a LP/®?~1| ricordando
sempre che stiamo supponendo che p > 1. Operando inoltre un cambiamento di
variabile possiamo riscrivere H nella forma H = —div (|F|* “2F) per qualche
F € L in modo da garantire una piu agevole e concisa esposizione dei risultati;
considereremo allora equazioni della forma

(4.1) div a(Du) = div(|(F|'"*F),  FeLP

dove il campo vettoriale a( - ) verifica le ipotesi descritte nella (3.2). Il primo ri-
sultato di tipo Calderén-Zygmund per equazioni non lineari degeneri si deve a
Tadeusz Iwaniec ed é il

TeEOREMA 4.1 ([42]). — Sia u € WYP(R™) una soluzione distribuzionale del-
lequazione

div (|Du|’2Du) = div (|F|"2F)
i R", con p > 1; vale allora
(4.2) F e L/(R",R"Y=Du € LY(R",R")  perogni q>p.

Il precedente teorema si generalizza, essenzialmente con le stesse tecniche, al
caso di equazioni generali del tipo (4.1), definite su aperti generali del tipo
Q C R" (si veda per esempio [1, 54]). Vale infatti il seguente

TEOREMA 4.2. — Nelle ipotesi (3.2) con p > 1, sia u € WHP(Q) una soluzione
distribuzionale dell’equazione (4.1) in un aperto Q C R". Allora vale

(4.3) FelLl (Q R"YY=DucLl (2 R" per ogni q > p .

loc loc

Inoltre, esiste una costante c dipendente solo da n,p,v,L e q tale che per ogni
palla B C Q di raggio R > 0 vale la stima locale

1/q 1/p 1/q
(4.4) ( f |Du|"dac) gc( f (|Du|—|—s)”dx) +c( f |F|qu> .
Bg B

Bg)2

Il caso vettoriale & stato invece trattato da DiBenedetto & Manfredi, che,
estendendo le tecniche di Iwaniec, riescono anche a coprire il caso limite della
regolarita BMO.
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TEOREMA 4.3 ([26]). — Sia u € WP(R", RY) una soluzione distribuzionale
del sistema

div (|Du|’2Du) = div (|F|P2F)
m R", conp>1eN >1; vale allora la (4.2) e inoltre

F € BMO(R", RN*™) = Du € BMO(R"™, RNV*™) .

Vale la pena rimarcare che il precedente risultato non rimane valido quando si
considerano sistemi generali del tipo in (4.1); infatti, anche nel caso maggior-
mente favorevole in cui F' = 0, essi ammettono in generale soluzioni illimitate,
come dimostrato recentemente da Sverak & Yan in [84]. Risultati intermedi, ed
essenzialmente ottimali, sono stati ottenuti in [56, 57]. La possibilita di dimo-
strare il precedente teorema si lega in ultima analisi alla struttura molto parti-
colare del sistema in questione: il campo vettoriale a(z) := |z|" 2z & di forma
diagonale, e si puo fattorizzare come un Laplaciano moltiplicato per un coeffi-
ciente che dipende in modo non lineare (polinomiale) e degenere dal modulo del
gradiente. Una struttura di questo tipo, spesso chiamata di tipo Uhlenbeck, &
essenzialmente I'unica nota che permette di ricavare risultati di regolarita per
sistemi che vadano oltre quelli di cosiddetta “regolarita parziale”, ed e stata
identificata per la prima volta nel lavoro fondamentale [87]. Per ulteriori infor-
mazioni circa la regolarita per sistemi si rimanda al classico trattato di Giaquinta
[37] e al pit recente lavoro di rassegna [73].

Veniamo adesso a descrivere la tecnica originale di Iwaniee, che si puo sin-
tetizzare nel seguente

PrOGRAMMA CZ3 (di Tadeusz Iwaniec [42])

e Si usa un confronto locale con soluzioni dell’equazione omogenea
div (|Dv|P~2Dv) = 0, usando le stime di regolarita locale C1* per v per ot-
tenere un surrogato locale della formula di rappresentazione globale (2.4)
valida nel caso lineare

e Si usano operatori massimali (di tipo sharp) per globalizzare le stime ot-
tenute nel passo precedente, e si ottiene una stima puntuale per I'operatore
massimale di Du in termini di quello di F'; si arriva quindi ad un surrogato
globale della formula di rappresentazione lineare che usa gli operatori
massimali

e Le proprieta di limitatezza degli operatori massimali (teoremi di Hardy &
Littlewood e di Fefferman & Stein) permettono poi di concludere con le
stime integrali desiderate

Si nota in altre parole che il Programma CZ1 della precedente sezione viene
abbandonato e si utilizzano dei surrogati non lineari degli strumenti lineari di
Analisi Armonica in esso utilizzati. In particolare, gli integrali singolari vengono
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abbandonati e vengono rimpiazzati dall’operatore massimale sharp di Fefferman-
Stein, che permette, in un certo senso, di codificare la stessa informazione ap-
portata dagli integrali singolari. Si nota ancora una certa continuita con il
Programma CZ2 in quanto vengono di nuovo impiegate stime locali per equazioni
omogenee, qui usate pero non nel contesto dell’interpolazione ma in quello di una
tecnica di confronto piu diretta e locale.

4.1 — 11 caso parabolico

Nel caso di equazioni paraboliche generali del tipo
(4.5) us — div a(Du) = div(|[FP2F), Fel?

definite in un dominio cilindrico del tipo Q7 := Q2 x (0, T), la validita di risultati
come il Teorema 4.1 & rimasta una questione aperta fino al lavoro [2], in cui e
stato finalmente ottenuto un analogo essenzialmente ottimale dei risultati ori-
ginali di Iwaniec e DiBenedetto & Manfredi.

TEOREMA 4.4 ([2]). — Nelle ipotesi (3.2) con

2n

4.6 —
(4.6) P=>uye

sia u € LP(0, T, W'P(Q)) una soluzione debole dell’ equazione (4.5), dove Q é un
dominio di R™. Allora vale

47  Fell

loc

(Qr,R"Y=Du € L! (Qr,R")  perogniq>p.

loc

Inoltre il risultato (4.7) continua a valere per soluzioniu € LP(0, T, WhP(Q, RMY),
N > 1, del sistema del p-Laplaciano parabolico

u; — div (|DufP2Du) = div (|F|P2F) .

Osserviamo subito che la limitazione inferiore su p descritta in (4.6) & ne-
cessaria. Infatti, gia nel caso della singola equazione u; — div (|Du|’ “2Du) = 0,
esistono soluzioni addirittura non appartenenti a LY per ogni ¢ quando
p < 2n/(n + 2); per una discussione del problema si rimanda a [25].

La tecnica dimostrativa introdotta per ottenere il risultato precedente
consente generalizzazioni in numerose direzioni: si possono trattare ad esempio
equazioni con coefficienti di tipo VMO (rispetto alla variabile spaziale) e sistemi
generali quando si introduca un’opportuna restrizione sull’esponente ¢ — si
guardi anche a [34, 78]. Il Teorema 4.4 si estende anche a problemi con ostacolo:
in questo caso l'integrabilita del gradiente delle soluzioni e la stessa di quella
del gradiente dell’ostacolo [13] e questo risultato risulta nuovo gia nel caso
ellittico.

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]



LA TEORIA DI CALDERON-ZYGMUND DAL CASO LINEARE A QUELLO NON LINEARE 283

Veniamo adesso a descrivere brevemente le difficolta aggiuntive, rispetto a
quelle tipiche del caso ellittico, che si presentano quando si affronta quello pa-
rabolico. Sara la buona occasione per introdurre il concetto, fondamentale, di
geometria intrinseca, dovuto a Emmanuele DiBenedetto (si veda [25] per una
descrizione generale). I1 problema principale si lega al fatto che, gia nel caso
omogeneo

wy — div ([DulP~2Du) = 0,

I'equazione considerata & priva di un riscalamento universale. In altra parole,
moltiplicando la soluzione per una costante non si ottiene una soluzione della
stessa equazione. A sua volta, questo fatto si riflette nella mancanza di stime
locali di tipo omogeneo per le soluzioni: al contrario, queste presentano un difetto
di omogeneita che & esattamente quello dell’equazione. Infine, essendo 'omo-
genita delle stime locali un ingrediente essenziale nel Programma CZ3, si e
immediatamente costretti a cercare approcci completamente diversi. I1 modo di
ovviare a questo inconveniente e allora quello di ottenere stime locali omogenee
su cilindri particolari, che dipendono dalla soluzioni stessa, secondo il succitato
concetto di geometria intrinseca. Piu precisamente si considerano cilindri della
forma

Q0. to) = Br(wo) x (to — 22 7P12 1y + 227P1P),

dove A > 0 si lega alla soluzione tramite una relazione del tipo |Du| ~ 4 da ve-
rificarsi sullo stesso cilindro Qi(mo, to). Una tale condizione in realta si realizza di
solito usando relazioni integrali, come per esempio

(4.8) f 1pup .
Q}(xo to)
Il vantaggio di tale scelta e abbastanza ovvio una volta che ci si riesca a con-

vincere della validita, o meglio, dell'implementabilita del seguente ragionamento
euristico: siccome |Du| =~ 4 su Qf.(xo, to) allora abbiamo anche

wy — div (|DulP2Du) ~ uy — P2 A

cosicche, effettuando il cambio di variabile v(x,t) := u(xg + rx, ty + J2P 72t) ab-
biamo quindi che v risolve 'equazione del calore

vw—Av=0 in B0,1) x (-1,1)

e come tale soddisfa delle stime di regolarita favorevoli, di tipo omogeneo.
Malgrado la sua evidente naturalezza, realizzare in termini rigorosi una tale
argomentazione e tutt’altro che agevole e il processo richiede il superamento di
vari punti assai delicati, prima di tutto quello di verificare, durante gli opportuni
procedimenti di iterazione, che condizioni del tipo (4.8) vengano verificate “ad
ogni scala” (cioé quando i cilindri degenerano ad un punto). Di fatto il metodo
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della geometria intrinseca conduce ad ottenere stime omogenee per le soluzioni;
per esempio, e possibile dimostrare (si veda [25, 61]) che, per una opportuna
costante ¢ dipendente solo da n e p, vale

1/(p-1)
¢ J[ \DulP~ dee dt < = [Duly, to)| < 7.
Qo to)

Alla radice del metodo proposto in [2] si trova allora una decomposizione di tipo
Calderon-Zygmund degli insiemi di livello del gradiente Du, operata cambiando
il tipo di cilindri usati a seconda del livello considerato. In sintesi, abbiamo il

PrograMMA CZ4 (introdotto in [2])

e Considerato I'insieme di livello |{|Du| > 1}|, se ne effettua una decompo-
sizione in cilindri intrinseci del tipo @/ usando un argomento di tipo “tempo
di uscita” su una quantita che coinvolge sia Du che ¥, che vengono perd
pesati in modo diverso, usando un parametro di peso M. In altre parole, i
risultanti cilindri sono tali che in ognuno di essi si verifica |Du|= 1 e
|F| <A/M con M > 1.

e Si usa un confronto locale con soluzioni dell’equazione omogenea associata
vy — div (|Dv|” “2Dw) = 0 sui cilindri del tipo @ determinati nel passo pre-
cedente onde trasferire informazione da Dv a Du, tenendo conto di quella
disponibile per F. Le stime locali di tipo C%! si utilizzano di nuovo per ot-
tenere un surrogato locale della formula di rappresentazione valida nel caso
lineare.

e Si conclude usando il lemma di ricoprimento di Vitali, integrando sugli
insiemi di livello di Du e F' e infine scegliendo M opportunamente grande
per operare dei necessari riassorbimenti nelle disuguaglianze.

In questo caso si evita 'uso di ogni strumento di Analisi Armonica; in realta,
gli argomenti di ricoprimento utilizzati sono gli stessi alla base della dimo-
strazione delle formule di limitazione valide sia per integrali singolari che per
operatori massimali: essi vengono applicati adesso direttamente all’equazione,
permettendo di usare cilindri la cui forma cambia al variare dell’'insieme di livello
considerato. Inoltre, 'uso delle cosiddette “good-4 inequality”, tipiche dei con-
testi in cui vengono impiegati operatori massimali, viene rimpiazzato localmente
con la decomposizione simultanea a due livelli di Du e F' tramite il parametro M.

I metodi introdotti in [2] permettono di dare una dimostrazione piu ele-
mentare di tutti i risultati ellittici precedentemente esposti. Inoltre, si puo ot-
tenere

e Una dimostrazione della stima a priori | Du||;, < ||1F||;. quando ¢ > 1 per
soluzioni di Au = divF, che usa soltanto il lemma di ricoprimento di
Vitali e il principio della media per funzioni armoniche.
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e Una dimostrazione dei Teoremi 4.1-4.3 che utilizza soltanto la teoria della
regolarita per equazioni ellittiche ma non strumenti di Analisi Armonica
quali, ad esempio, gli operatori massimali.

e Una dimostrazione diretta e alternativa del teorema originale di Calderon &
Zygmund che non fa uso dei classici teoremi di interpolazione e neanche della
classica decomposizione di Calderon-Zygmund, come fatto vedere in [88].

e Dimostrazioni di maggiore integrabilita fino al bordo per sistemi ellittici e
parabolici in domini con bordo fortemente irregolare [15].

OSSERVAZIONE 4.1 (Equazioni totalmente non lineari). — Un caso non lineare
importante, che non ricade in quello delle equazioni quasilineari in forma di-
vergenza trattate sopra, e quello delle equazioni totalmente non lineari del tipo

(4.9) F(D*u) = .

Una teoria di tipo Calderon-Zygmund per tali problemi e dovuta a Caffarelli
[18, 17], e permette di ottenere implicazioni del tipo

pe L= D?u e LY per ogni ¢ > n.

La limitazione dal basso su g & sostanzialmente ottimale (si veda [35]) ed ri-
sulta essere legata all’applicabilita del principio di Aleksandrof-Bakelman-
Pucci. Osserviamo che le equazioni del tipo in (4.9) sono ovviamente piu ge-
nerali di quelle quasilineari, ma non coprono il caso degenere in quanto li-
potesi di ellitticita considerata & del tipo

F(A+B)—F(A) >|A] per ogni scelta di A,B € R™" con B >0

dove v > 0, e in questo senso, una volta adottato I'approccio delle soluzioni di
viscosita — necessario poiché non e possibile dare a tali equazioni una formu-
lazione debole di sapore distribuzionale — si possono effettuare opportuni
procedimenti di linearizzazione via i cosiddetti operatori estremali di Pucci. Le
idee esposte da Caffarelli in [18], ancora basate sull’'uso degli operatori mas-
simali, sono poi state trasportate da Caffarelli & Peral [19] nel contesto qua-
silineare degenere dove hanno dato luogo a dimostrazioni alternative ed
estensioni dei Teoremi 4.1-4.3 (si veda per esempio [1, 16]).

4.2 — Stime sotto l'esponente naturale e un primo caso sottoduale

In questa sezione cominciamo a interessarci a qualche caso in cui il dato H
dell’equazione (3.1) non appartiene al duale di W'», e riportiamo anche qualche
importante problema aperto la cui natura sembra legata a parecchie e svariate
questioni rilevanti nell’ Analisi moderna. Cominciamo a osservare che il confronto
tra il risultato del Teorema 4.1 e la stima (2.15) valida per I'equazione Au = div '
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porta a congetturare che il Teorema 4.1 continui a valere anche nel caso
q > p — 1. Questo risultato & stato congetturato in [46] ed ha connessioni con
questioni importanti come la stima della costante ottimale della norma della
trasformata di Beurling-Ahlfors [44]. Una congettura legata a questo problema,
e ancora riportata in [46, Conjecture 1], afferma che se u € W4 & una soluzione
molto debole di Apu =0 con g > p — 1, allora essa appartiene anche a W%, ed &
quindi una usuale soluzione debole ad energia finita. Fino ad oggi, 'unico
progresso che si conosce in questa direzione e contenuto nei lavori di Iwaniec &
Sbordone [46] e Lewis [67], e afferma I'esistenza di una quantita positiva e, di-
pendente solo dai parametri strutturali n,p, v, L, ma altrimenti indipendente
dall’equazione e dalla soluzione considerata, tale che se

diva(Du) =0 we Whi q>p-—¢

allora in realtd vale anche u € W'?; si veda pure un risultato analogo, valido per
mappe quasiconformi, ottenuto da T. Iwaniec in [43]. L’analogo parabolico di
questo risultato e stato successivamente stabilito da Kinnunnen & Lewis in [53].
Tale questione si lega naturalmente alla risolubilita del problema di Dirichlet
quando il dato non e sufficientemente regolare. A questo proposito riportiamo il
seguente risultato dovuto a Iwaniec & Sbordone.

TEOREMA 4.5 ([46]). — Sia Q C R" un aperto sufficientemente regolare e
a: R" — R™ un campo vettoriale soddisfacente le (3.2). Allora esiste un numero
e > 0, dipendente solo da n,p, v, L, tale che il problema di Dirichlet

div a(Du) = div (|[F|P2F) in Q
u =20 su 09

ammette una soluzione u € Wé’q(.Q) quando F € LY(Q,R™") conq € (p — &,p + &).
Inoltre, per una costante c dipendente solo da n,p,v, L, vale la stima globale

f|Du|qd90 < cf |F|? du.
o Q

La dimostrazione fornita in [46] & molto interessante, e riposa su una pro-
fonda proprieta di stabilita per perturbazione non lineare della classica de-
composizione di Hodge. Una proprieta, questa, che trova applicazioni in contesti
molto diversi (si veda per esempio [45, 47]).

I risultati disponibili nel caso di equazioni generali del tipo (4.1) e che ri-
guardano un dato che non appartiene al duale di W'? finiscono essenzialmente
qui. Molto di piu si puo dire invece del caso in cui il dato H nell’equazione (3.1)
non sia in forma di divergenza. Un caso del genere e quello delle equazioni con
dato misura, che andiamo adesso a trattare e a cui dedichiamo la prossima
sezione.
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5. — Equazioni con dato misura

Le equazioni con un dato misura u (che da ora in poi prenderemo di Borel e
con massa finita) sono un esempio importante di situazione in cui si puo costruire
una teoria delle soluzioni molto deboli essenzialmente completa dal punto di vista
delle stime a priori, anche se, come accennato in precedenza, il problema di
trovare una classe funzionale in cui risolvere in modo unico problemi di Dirichlet
del tipo

(5.1)

—div a(Du) = u in Q
u=>0 su 02

rimane tutt’ora aperto. Non ci occuperemo in questa sede del problema del-
I'unicita in quanto siamo essenzialmente interessati a stime a priori, ma ci
limitiamo a ricordare che di seguito tratteremo solo le cosiddette soluzioni di
tipo SOLA (Soluzioni Ottenute da Limiti di Approssimazioni). Implicitamente
definite nel fondamentale lavoro di Boccardo & Gallouét in [11], esse sono
quelle soluzioni che si possono ottenere come limiti di problemi approssimanti
del tipo

52) { —div a(Duy) = p, in Q

u, =0 on 0Q

dove per comodita assumiamo che Q2 sia un aperto limitato e Lipschitziano. Piu
precisamente, si definiscono le funzioni sy, € C*° (si noti che possiamo sempre
assumere, a meno di prolungamenti banali, che la misura x iniziale sia definita su
tutto R") come le convoluzioni di i con opportuni nuclei di convoluzione lisci ¢, e
poi si risolve il problema (5.2), trovando, grazie agli usuali metodi di monotonia
[66], una soluzione u; € Wé’p (Q). Infine, come fatto vedere in [11, 12], si puo di-
mostrare l'esistenza di una funzione u € Wy*~'(€2) tale che u;, — w in Wy * ' (Q);
tale convergenza forte permette di passare al limite nelle equazioni approssimanti
e u si rivela essere poi una soluzione, in generale molto debole, del problema (5.1).
Da ora in poi noi ci occuperemo solo di queste soluzioni, la cui unicita non é in
generale nota se non in situazioni particolari. Un primo caso & quello in cui
1 € LY(Q). Un secondo caso, forse pill interessante, & quando la misura p si
concentra in un punto, pitt precisamente u = J, dove J & una delta di Dirac.
Consideriamo infatti il problema

{ D=0 in B(0,1)

(5.3)
u=20 on 0B(0,1),

con o che si concentra nell’origine. Usando in modo opportuno il principio di
massimo e i risultati contenuti in [80] e in [49] si puo allora dimostrare che la
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cosiddetta “soluzione fondamentale” (funzione di Green non lineare)

log || se p=n

e 'unica SOLA del problema (5.3), per una opportuna costante ¢ dipendente solo
da n e p. Si noti come nel caso p = 2 la precedente funzione G,( -) coincida con
quella definita in (2.5). Questo fatto e molto rilevante per quanto andiamo a
trattare poiché permette di controllare l'ottimalita dei risultati che andremo a
presentare per le SOLA confrontandoli con la regolarita esibita da G,( - ).

Le fondamenta di una teoria di tipo Calderén-Zygmund per i problemi qua-
silineari con dato misura sono state essenzialmente gettate da Boccardo &
Gallouét in [11, 12], che hanno trattato il caso della regolarita base, cioe del-
l'integrabilita del gradiente. I risultati contenuti in [11, 12] sono stati poi suc-
cessivamente estesi in varie direzioni e il teorema seguente incorpora ad esempio
alcuni dei risultati ottenuti in [9, 31, 36, 39].

TEOREMA 5.1 (Regolarita base per dati misura). — Nelle ipotesi (3.2) con
2<p<n ognt SOLA u € Wé’p_l(Q) del problema (5.1) ¢ tale che

|DulP™! € MTT(Q).

L’ottimalita del risultato del precedente Teorema 5.1 segue dall’analisi della
soluzione fondamentale G,( - ), ma tuttavia riguarda soltanto la sommabilita del
gradiente delle soluzioni. D’altra parte 'operatore considerato nel problema e del
secondo ordine e sarebbe auspicabile ottenere qualche risultato di maggiore
regolarita, come per esempio la differenziabilita del gradiente. Classici con-
troesempi mostrano che in generale Au € L' non implica Du € W'!, ma, come
visto nel caso lineare, quando Au € L? con ¢ > 1 abbiamo Du € W4, Pare
quindi esserci una distanza da colmare tra questa circostanza e il fatto che nel
caso dei dati misura il Teorema 5.1 possa fornire 'unico dato di regolarita di-
sponibile per equazioni non lineari. Infatti, quando si passa da Auw € L7 a
Au € LY, qualeosa, e anzi, molto, rimane e per descrivere i risultati disponibili
dobbiamo richiamare la definizione di spazio di Sobolev frazionario.

DEFINIZIONE 5.1. — Sia A C R" wun insieme aperto e k>1, o¢c(0,1),
q € [1,00); lo spazio di Sobolev frazionario WoI(A, R¥) si definisce come il sot-
tinsieme delle funzioni w € LI(A, RY) tali che la sequente norma di Gagliardo
risulta finita

w(x) — w(y)|?
HwHWa.q(A) = f|w|qu ffl 1H0q| dax dy

A

1/q
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Gli spazi di Sobolev frazionari giocano un ruolo molto importante nell’ Analisi
contemporanea e per una panoramica si veda ad esempio [30]; essi sono stati
recentemente usati da Kristensen e dall’autore per stabilire stime sulla di-
mensione di Hausdorff dell'insieme singolare delle soluzioni di problemi vetto-
riali [56, 57, 73].

I1 prossimo risultato stabilisce che, malgrado non si possa dimostrare che
Du € W' (quando p = 2), si pud ancora ottenere ogni derivata frazionaria del
gradiente prima di quella di ordine uno.

TEOREMA 5.2 (Regolarita superiore per dati misura [70]). — Nelle ipotesi (3.2)
con 2 <p <mn, ogni SOLA u € Wé‘p “1(Q) del problema (5.1) soddisfa
(5.5) Du e W’ﬁ’pfl(Q, R™  per ogni ¢>0.

loc

In particolare, quando p = 2 st ha

Du € W H(Q, R per ogni &> 0.

loc

L’ottimalita della (5.5) segue ancora dall’analisi della soluzione fondamentale
Gp(-), che esibisce appunto la regolarita descritta in (5.5). Il modo piti rapido di
osservare questo fatto viene dall’'uso delle proprieta di immersione degli spazi
frazionari:

7,q ng/(m—aq)
Wiee = Lige quando oq<n

per le quali rimandiamo a [6]. Se allora la (5.5) valesse per ¢ = 0 avremmo anche
che |Duff™* € Lﬁ{f"_l), che invece non vale per la funzione di Green G,(-) de-
scritta in (5.4).

Osserviamo infine che il caso p < n & stato considerato per ridurci al caso in
cui il dato (in questo caso la misura u) non appartenesse al duale di W&‘p ; per il

caso p > n si rimanda a [70] e per quello in cui p<2 a [74].

6. — “Torniamo ai classici” - Stime puntuali

In quest’ultima parte ci occupiamo di un’estensione piu radicale della classica
teoria di Calderén-Zygmund lineare; faremo vedere come le stime puntuali
(2.20), apparentemente legate alla specifica struttura lineare dell’equazione di
Poisson, ammettano in realta una controparte non lineare naturale valida per
equazioni del tipo

(6.1) —diva(Du) = u.

Per semplicita, anche in questa sezione ci limiteremo a considerare il caso p > 2.
Ancora per comodita di esposizione considereremo il caso di stime a priori, cioé

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]

181



182

290 GIUSEPPE MINGIONE

valide per soluzioni a priori supposte piti regolari — C°, C! ecc. — ma che non
dipendono in modo quantitativo da tale regolarita. Tutto questo non é restrittivo
poiché, come noto, i risultati per soluzioni generali seguono tramite gli usuali
procedimenti di approssimazione con soluzioni pill regolari.

Prima di cominciare, siccome in quanto segue considereremo anche problemi
su domini limitati, ci serve un’opportuna versione localizzata dei potenziali di
Riesz. Considereremo quindi i potenziali troncati

(1B p) dp

(g —
Iﬁ(va) T pn_ﬁ p b

0

osservando che IZ,(ac,R) < I(1)(x) quando x € una misura non negativa. Si vede
facilmente, con un semplice argomento di riscalamento, che quando p > 2 le
stime (2.20) non possono essere vere. Consideriamo infatti una soluzione non
nulla di —div (|Du[’"2Du) = u, ponendo & = ¢/ Dy e i = cu con ¢ > 0, si ot-
tiene —div (|Du|’ “2Dii) = i; se allora la prima delle (2.20) fosse vera, avremmo,
applicandola a 4, che u(x) < ¢?~2/®-D],(u)(x) da cui, passando ¢ — 0, avremmo
ancora % = 0. Nel caso non lineare entra allora in gioco un altro tipo di potenziale,
che incorpora l'informazione sull’esponente di riscalamento del problema, cioe
1/(p — 1), e che diventa come tale un potenziale non lineare.

DEFINIZIONE 6.1. — Sia puna misura di Borel definita su R"; il potenziale di
Wolff W;;.p si definisce come

7 1/(p-1
[ (IulB, p)) dp
Wz,p(m;R) _! ( pn_/)zp > 7 ) ﬂ S (Oan/p]

per ogni x € R" e 0<R < oo.

I potenziali di Wolff sono stati per la prima volta studiati nel fondamentale
lavoro di Havin & Maz’ya [40] e successivamente in [5] e [41]. Nel caso p = 2 essi
coincidono ovviamente con i potenziali di Riesz, mentre nel casop > 2 —1/n (e
quindi quello che ci interessa poiché qui ci siamo limitati al caso p > 2) la crescita
dei potenziali di Wolff puo essere descritta puntualmente tramite i potenziali di

Riesz:
Wi (@, 00) < Tg{Tp(uD1V P~ b @) =: V(@)

Questo fatto di base e stato dimostrato in [40] e infatti la quantita V), definisce
un altro potenziale non lineare che viene usualmente chiamato in letteratura
potenziale di Havin-Maz’ya (si veda [23]).

Kilpeldinen & Maly [51, 52] sono stati i primi a dimostrare la possibilita di
estendere la prima stima in (2.20) a soluzioni di equazioni non lineari possi-
bilmente degeneri.
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TEOREMA 6.1. — Nelle ipotesi (3.2) con 2 <p <n, sia u € C%Q) N WP(Q)
una soluzione debole dell’ equazione (6.1), dove u é una misura di Borel di massa
finita. Esiste una costante ¢ =c(n, p, v, L) > 0 tale che per ogni palla B(x, R) C Q
vale la stima puntuale

6.2) ju@)| < W (@2, R) + ¢ J[ (Ju| + Rs)dy .
B(x,R)

Per vari approcci al precedente risultato si veda [51, 52, 86, 55, 32]. Si noti
inoltre come per p = 2 risulti W’l’ﬁp =1 ‘2’“ e quindi la prima stima nella (2.20), per
problemi definiti in R" e per soluzioni u € L}(R"), segua dalla (6.2) passando
R — oo. La stima (6.2) risulta di fondamentale importanza in varie questioni che
riguardano la regolarita fine delle soluzioni di equazioni quasilineari: gli stessi
Kilpeldinen & Maly 'hanno usata per dimostrare la necessita del criterio di Wiener
per equazioni generali (la sua sufficienza era stata dimostrata da Maz’ya molti anni
prima in [69]); ulteriori applicazioni si trovano per esempio nei lavori di Phuc &
Verbitsky [75, 76]. Sinoti come il Teorema 6.1, data la nonlinearita del contesto, sia
completamente non banale gia nel caso p = 2.

La questione delle stime potenziali per il gradiente e stata affrontata per la
prima volta in [72], dove e stato trattato il caso p = 2 descritto nel

TEOREMA 6.2 ([72]). — Nelle ipotesi (3.2) con p = 2, sia u € CH(Q) una solu-
ztone distribuzionale dell’equazione (6.1), dove u é una misura di Borel di massa
finita. Allora esiste una costante ¢ dipendente solo da n,v, L tale che la stima
puntuale

IDauz)| < eI, R) + ¢ ]f Dl dy
B(x,R)

vale per ogni scelta della componente del gradiente & € {1,... ,n} e per ogni
palla B(x,R) C Q.

L’estensione del precedente risultato a contesti degeneri si & realizzata at-
traverso diversi passi successivi. Ad una prima occhiata, si potrebbe pensare che
i potenziali di Wolff giochino un ruolo decisivo anche per quanto riguarda le stime
gradiente. In effetti il primo risultato per equazioni degeneri (p > 2) e stato
ottenuto in [32] dove & stata dimostrata la seguente disuguaglianza puntuale

(6.3) Du@)| W, (e, R) + Jf (|Dul| + ) dy
B(x,R)

valida per ogni palla B(x, R) C Q. Ancora una volta, quando p = 2, 1a precedente
stima costituisce una versione locale della stima gradiente lineare che appare in
(2.20) e si ricollega a quella del Teorema 6.2. Inoltre, quando u € WH1(IR™) allora
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la seconda stima in (2.20) segue dalla (6.3) per p =2 (mandando R — oo). La
stima (6.3) si rivela ottimale in molte situazioni, come per esempio nel caso
fondamentale in cui 4 € una misura di Dirac che si concentra in un punto xy. In
questo caso, prendendo x # xy in (6.3) abbiamo che primo e secondo membro si
equivalgono (si veda [32, Remark 6.2]). Ciononostante, la stima (6.3) non e ancora
quanto di meglio si possa fare e, come vedremo tra poche righe, piuttosto ina-
spettatamente anche nel caso degenere i potenziali lineari di Riesz tornano a
giocare un ruolo fondamentale.
Esaminiamo quindi 'equazione

(6.4) —div (|Du|""2Du) = u

da un altro punto di vista, osservando come questa si possa ovviamente leg-
gere come un’equazione non lineare nel gradiente, ma anche come un’equa-
zione lineare nel campo vettoriale non lineare del gradiente |Du|’*Du.
Decomponiamola allora nel sistema

(6.5) —dive =p, v = [DulP2Du .

Adesso, € noto che la prima equazione nella riga precedente si puo risolvere
usando potenziali di tipo Riesz; tuttavia, la risolubilita non e univoca [14], in altre
parole, non abbiamo la sicurezza che la soluzione trovata sia della forma richiesta
nella (6.5). Immaginiamo per un attimo che la (6.5) sia vera, allora invertendo
formalmente divv = u via potenziali di Riesz possiamo immaginare la validita di
una stima del tipo |[v| = [Du|’ 1<g 1(u)(x). Questo ragionamento euristico e assai
coraggioso, poiché usa implicitamente ragionamenti che, benché dimensio-
nalmente corretti, fanno perno su risultati che sono in generale falsi. Tuttavia le
cose si ricombinano per il meglio e l'aspetto dimensionale risulta prevalere;
piuttosto sorprendentemente vale infatti il

TEOREMA 6.3 ([63, 64]). — Nelle ipotesi (3.2) con p > 2, sia u € CHQ) una
soluzione distribuzionale dell’equazione (6.1), dove i ¢ una misura di Borel di
massa finita definita su Q. Allora esiste una costante c, dipendente solo da
n,p, v, L, tale che la stima puntuale

p—1
IDu@)P " < eIV, R) + ¢ ]f (|Du| + 5)dy
B(x.R)

vale per ogni palla B(x,R) C Q.
Si ottiene quindi il

COROLLARIO 6.1. — Sia u € WP(R™) una soluzione distribuzionale dell’e-
quazione (6.4) dove u é una misura di Borel di massa finita definita su R”".
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Allora la sequente stima puntuale vale per una costante dipendente solo da n e
p, e per quasi ogni x € R”

|DuwWF1§cf

R"

d|u|(y) .
o —y|" "

Osserviamo che la stima del Teorema 6.3 estende quella in (6.3) poiché si ha

-1
I\lﬂ\(x’R) < [W‘l‘/p’p(ac, 2R)}p quando p > 2.

Il fatto sorprendente, nel Teorema 6.3 e nel Corollario 6.1, € che la stima puntuale
gradiente € adesso costruita con un potenziale lineare che, come tale, non di-
pende da p. In altre parole, dal punto di vista delle stime gradiente non si rilevano
differenze tra il Laplaciano e il p-Laplaciano. Se vogliamo, dato il carattere de-
genere del p-Laplaciano, € ancora pil sorprendente rilevare che tale analogia di
comportamento si estende fino alla regolarita di classe C', come descritto nel
seguente

TEOREMA 6.4 ([63, 64]). — Nelle ipotesi (3.2) con p > 2, sia u € WP(Q) una
soluzione distribuzionale dell’equazione (6.1), dove u é una misura di Borel di
massa finita definita su Q. Se

113“% 1 |1" ‘(oc,R) =0 wuniformemente rispetto a x, localmente in Q,
allora il gradiente Du della soluzione ¢ continuo i .

Il Teorema 6.3 ammette svariate applicazioni ed anche una versione per
equazioni a coefficienti misurabili per la quale rimandiamo a [71] (si veda anche
[74, Theorem 6.1] e [28]) ed estensioni a casi intermedi [58, 59]. Esso implica e
migliora tutti i risultati noti di regolarita del gradiente per 'equazione modello
(6.4) in spazi invarianti per riordinamento. Inoltre, alcuni casi limite di difficile
raggiungibilita con le tecniche note, possono essere ottenuti adesso come co-
rollario insieme ai risultati gia acquisiti.

Le stime del gradiente via potenziali riportate in questa sezione ammettono
un analogo parabolico, per il quale rimandiamo a [60, 61, 62, 29, 7, 8]. Per il caso
sottoquadratico 2 — 1/n <p < 2 rimandiamo invece a [33].
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Sunto

In particolari condizioni esterne una medesima sostanza pud apparire in fasi
diverse, per esempio raffreddandolo un gas puo trasformarsi in liquido e con un ul-
teriore abbassamento della temperatura diventare solido: la sostanza ¢ la stessa ma
appare in forme drasticamente diverse. La spiegazione del fenomeno nell’ambito di
una trattazione matematicamente rigorosa € stato ed ¢ uno degli obiettivi principali
della meccanica statistica.

Tratterd una forma speciale di transizioni di fase, descritte da “un parametro
d’ordine” che nei casi che considero € la densita di massa p. La transizione di fase
si manifesta allora con lesistenza di un “intervallo proibito” (p’, p”’). Se confiniamo
in una regione A una massa p|A|, p € (p/,p"), vedremo il fluido “separarsi”: in un
sottoinsieme di A avra una densita p’, nel complemento una densita p”, in modo
che la densita totale sia quella assegnata, cioé p.

Per quali forze inter-molecolari si ha questa separazione di fasi? e in quali forme
geometriche avviene? cosa accade all'interfaccia? Sono tutte domande naturali con
ovvie, importanti implicazioni sia di natura applicativa che teorica e di fondamento
e a cui la meccanica statistica ha saputo dare risposte, ancorché solo parziali.

La matematica coinvolta in questi studi é altrettanto interessante. Questioni
di probabilita e statistica appaiono in modo naturale, ma un ruolo fondamentale
ha anche il calcolo delle variazioni con la teoria geometrica della misura e le PDE
come cerchero di sottolineare durante la conferenza che penso di organizzare nel
modo seguente.

Iniziero trattando il caso di transizioni di fase a temperatura zero. Parlero
poi di misure di Gibbs accennando alla teoria di van der Waals per poi passare
alla versione proposta da Kac. Questo portera all’introduzione di trasformazioni di
scala, a potenziali di Kac multi-scala e alla possibilitd di formazione di strutture
spaziali complesse.
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Microstructures and Phase Transitions (¥*)

E. PRESUTTI

Abstract. — This is a short survey on some recent developments in the theory of phase
tramsitions and microstructures in a mathematically rigorous context. The issue is
discussed at the microscopic, mesoscopic and macroscopic levels recalling the most
used mathematical techniques, mainly from probability theory and variational
calculus.

1. — Introduction

I have been working in the last years on some problems related to phase
transitions and microstructures and I will try in these notes to give an idea of the
state of the art in this field at least from my very personal perspective.

Maybe the best way to introduce the issues is by discussing some simple
examples. The “microstructures” mentioned in the title refer to phenomena
where the competition between forces acting on very different scales gives rise to
“fast oscillations”, microstructures. The following example is borrowed from
lectures by Stefan Miiller on elasticity, it explains the issue very nicely. The
problem is to minimize the functional

(1.1) Flw) :fl {((3—3)2 - 1)2 +u2} dz
0

du
da
which instead wants u = 0. The two requests are obviously incompatible but a
good compromise can be reached because the two “act on very different scales”,
the integral of u? is on “scale 17 the derivative instead depends on the “in-
finitesimal variations” of . This can be exploited by taking functions # which are
always close to 0 but have derivative equal to +1, as for instance a function u
which oscillates between —¢ and +¢ with slopes +1. The inf of F'(u) on such
functions is 0 (by letting ¢ — 0), thus F has infimum equal to 0 and no minimum.

F(u) describes a competition between —— which wants to be equal to £ 1 and >

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 17 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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The infimum is desecribed by minimizing sequences as those introduced above
which are examples of microstructures, in this case the oscillations do not have a
definite scale as they become infinitely fast (as ¢ — 0).

The other main issue in these lectures is about phase transitions. This is one
of the most significant achievements of modern science which settles an old
philosophical dispute: gas, liquid and solid are only accidental attributes of
matter, a same substance (same atoms and molecules) may appear in the solid
liquid or vapor phase by changing the external conditions; you may change dress
but you are still the same person.

I will restrict to a very special class of phase transitions, technically
“phase transitions of first order with order parameter the [mass] density”.
This simply means that there is a “forbidden interval” of densities, say
(p',p"), so that if we put a mass p|| of fluid in the region A (|4| the volume of
A) with p € (o, p"), (“canonical constraint”), then the fluid separates into a
part with density p’ and another one with density p”. It does not exist an
equilibrium state with homogeneous density p. (p' and p” play the role of the
slopes £1 in the Miiller example). Thus if we “move in A” we go from one
phase (with density p') to another phase (with density p”), hence we see a
“phase transition”.

How fragmented are the phases? In most cases, due to surface tension,
the fragmentation is minimal (compatibly with the canonical constraint of a
given mass), with many results on the optimal shape of the interface, the so
called Wulff shape problems. However there are cases where other forces
than surface tension enter into play and it may then happen that the interface
“disintegrates” into very many small pieces, this is the microstructures re-
gime.

The existence of a forbidden interval is related to a lack of convexity (at least
in all the cases that we shall consider here). Let us examine a simple example
which, as before, involves a functional, the Ginzburg-Landau functional. Let 4 be
a torus in Rd, % a non negative, smooth function on 4 and

(12) Fw = [{W) + [Vu)*}dr
A

Fﬁl(u), the Ginzburg-Landau functional, is interpreted as the free energy of
the density profile u. We suppose W a double well, more precisely that W is
smooth and that there is an interval (p/, p”") where the convexification W** of
W is strictly smaller than W, while elsewhere they are equal to each other. As
we shall see (p/,p”) is the forbidden interval in a phase transition.

By thermodynamic principles the equilibrium free energy density is obtained
by minimizing the free energy functional in regions so large that surface effects
are negligible. We thus postulate that the free energy density @(p) when the
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mass density is p € R, is

. [ FE
(1.3) ¢(p):lf£r‘1jgf¢A(p), cDA(/))=1nf{ |A/E|u) ‘Afu=ﬂ|/1l}

The free energy f,(s) of a homogeneous density profile with density s is
Fa(s) = F&(s1y) = [A|W(s)

which is not a convex function of s. If in (1.3) p € (p/,p") the phase transition
picture suggests that the true free energy density is W(p)p + W(p")A —p), p
such that p = pp’ + (1 — p)p”, because the parts of the fluid with density p’ and p”
carry a free energy density equal to W(p') and respectively W(p”), and their
volume fractions are p and 1 — p (as imposed by the mass constraint). Since
W*(p) = W(p)p + W(p")A — p), consistency of the above requires that:

THEOREM. — @(p) = W*(p).

ProoF. — See for instance [7], here we just give a sketch.
Lower bound: Fgl(u) > f W*(u) > |A|W*( p). where p: f u = p|A| (to derive

the first inequality the gradlent term in (1.2) has been dropped and W bounded
from below by W**; the last inequality follows from the Jensen inequality as W**
is convex).

Upper bound. If p¢(p,p") take u = pl,. If instead p=pp + A — p)p’,
p € (0, 1), construct a minimizing sequence by taking a regularization (with the
required mass p|A|) of the function p'1, + p”1, where A" is (for instance) a
rectangle in 4 and A" its complement (such that |A'|/| 4] = p). O

This suggests that the appearance of a forbidden density interval is caused by
the “homogeneous profiles free energy density” developing a concavity, so that
free energy decreases by fragmentation. While this is exactly what we have seen
in the above example, much less clear is how it translates in atomistic models of
fluids. I will try to do that starting in the next section from the analysis of phase
transitions at 0 temperature, where the theory is supported by mathematical
proofs.

From Section 3 on we study positive temperatures. I will first recall the de-
finition of Gibbs measures (which are postulated to be the equilibrium states in
the statistical mechanics theory) and then see what phase transitions should look
like in such a context, the conditional tense because a mathematical proof is still
lacking and is, in my view, among the most important open problems in statistical
mechanics.

A deep insight on phase transitions came from the van der Waals theory of
the liquid-vapor transition, and many of its ideas are still actual today. The
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van der Waals theory, outlined in Section 3, does not fit into the Gibbs
formalism and in the 60’s there have been works to derive it from statistical
mechanics models. Kac introduced his famous Kac potentials and the analysis
was then extended by Lebowitz and Penrose with coarse graining and re-
normalization group ideas. All that is sketched in Section 4 where it is shown
that non local versions of the Ginzburg-Landau functional describe (ap-
proximately) the Gibbs measures after coarse graining. This is an important
step as it establishes a bridge with continuum theories and opens the way to
the use of variational techniques.

In this way the van der Waals theory has been derived from statistical me-
chanics, but the derivation involves a scaling limit where the range of the in-
terparticles interaction diverges while its strength vanishes (keeping fixed the
interaction energy per particle). By taking first the thermodynamic limit (i.e. the
domain where the system is confined invades the whole space) and then the
above scaling limit, it was proved that the equation of state of the fluid is like in
the van der Waals theory. However such an equation of state does not refer to
any particle system, it is only the limit of equations of state of particle models and
it is not clear whether it is of van der Waals type even before the limit. This has
been proved for some special versions of Kac potentials as discussed in Section 5.
Variants of the model and conjectures on their behavior are presented in Section
6. In Section 7 we shall briefly discuss interfaces, their optimal shape (the Wulff
problem) and the case of microstructures when the interface breaks into many
small pieces.

2. — Zero Temperature

We shall consider a system of point particles in R?, restricting to d = 2 be-
cause it is significantly simpler than d = 3 and yet rich of interesting features.
Our analysis will be in the framework of classical mechanics neglecting all
quantum effects: they are indeed very relevant at low temperatures and hence
we are far from realistic in this section which deals with systems at 0 tempera-
ture. Reason is twofold, this is an introductory chapter to phase transitions at
higher temperatures and, secondly, we want to keep the analysis as simple as
possible.

As mentioned our systems are made of identical point particles which interact
pairwise via a potential repulsive at the origin and with an attractive tail at large
distances, the prototype is the Lennard-Jones potential

(2.1) VR)=aR™™ -bR® a,b>0

so that the energy of the particles configuration ¢ = (q1,...,q,),n € N, q; € Rd,
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is

(2.2) H(g) :%ZV(I% - g

1#]
H(g) is invariant under permutations of g, i.e. it does not depend on the labels of
the particles which are considered as undistinguishable.

The positive divergence of V' at the origin ensures stability of matter (i.e. the
energy per particle is bounded from below). If on the contrary the interaction
was negative and bounded away from zero in a neighborhood of the origin then
by putting all the particles of ¢ in that set we would get H(q) < —c|q|2 so that the
energy per particle H(q)/|q| would diverge to —oo and matter would not be
stable. The attractive tail of the Lennard-Jones potential is instead responsible
for the occurrence of a phase transition, as we shall see.

The basic axiom of equilibrium statistical mechanics at 0 temperature is that
the equilibrium states are “ground states” namely configurations which minimize
the energy (velocities are thus set equal to 0 and particles configurations will be
described only by the positions of the particles). Our aim in this section is to
prove that the ground state energy density, defined next, has a phase transition
in the sense discussed in the introduction.

DEFINITION. — The ground state energy e(p). Let A be a torus in RY (even-
tually d = 2), | 4] its volume, X 4 the space of configurations q with all particles
i A and X 1, the subset of ¢ € X 4 such that |q| = n, |q| the number of particles
m q. Set

nooN\_ .. H(@
@ (g )= .

and, for any p > 0 and any increasing sequence of tori A,

(2.4) e(p):= liminf e <|Z : /1)

A—=R%n/|A|—p

THEOREM. — e( p) is a continuous, convex function of p € R and the liminfin
(2.4) is actually a limit.

The proof of the theorem is omitted, see [46] for the proof of an analogous
statement at positive temperatures.

Equilibrium states are minimizers of the energy (at given density and in a
given region A) and, for what said in the introduction, a phase transition should
correspond to minimizers of e( p; A) which are not spatially “homogeneous”. It is
not obvious what “homogeneous” means for a particles configuration, in general
the notion requires the use of “coarse graining” with a transition to a continuum
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description. In the particular case of zero temperature we can make the ansatz

that the relevant homogeneous configurations are lattice configurations; more-
over, supposing that lattice ground states want to maximize the number of
nearest neighbors (n.n.) of a site, and recalling that we are in d = 2 dimensions,
we restrict to triangular lattice configurations, denoted by Ty, R the lattice

mesh.

Define
H(T A T A
(2.5) er(p) = li M’ R(p):= lim M:p
4] A-r? |4

A—RY
THEOREM. — There are o' and b' both strictly positive so that
er(p) = a'p’ —b/'p*

(2.6)
Proor. — It is readily seen from (2.5) that, supposing 0 € T,

2.7) er(p =5 > Vi)
%€ TRy

In fact the r.h.s. is the product of the density p times the energy per particle, i.e.
1/2 the interaction energy of the particle at the origin with all the others. The
factor 1/2, also present in (2.2) is to avoid counting twice a same pair of particles.

To compute the r.h.s. of (2.7) we use a scaling argument:

aR™12 _ bR~ _
8) > Vil =5 3 = 3
xeTr xeT xely

hence (2.6) after observing that R(p) = c¢/p~1/2, ¢/ > 0.

O

er(p) is not convex, its graph and the graph of its convexification e;'( p) are as

in Figure 1.

== t_j;_‘—-:_j\\ /

Fig. 1. — er(p) and ef*(p) (dashed line) differ in (0, p,.).

—_
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In the interval (0, p,) (Where e (p) <er(p))

(2.9) e’ (p) = er(p,) pﬁ <er(p)

c

. is the point where er(p) and ej(p) are equal and have the same derivative:

2.10) % = ei(p,)

Cc
Since e( p) (defined in (2.4)) is convex and e(p) < er(p) then e(p) < e3'(p), so that
by (2.9) er(p) > e(p) in (0, p,) which proves that T'g( p) is not a ground state when
p €(0,p,). Let 4= A(A, p) be a cube such that |4|/|4]| = p/p,, then by (2.9)

o . H(T N A(A, p)
2.11) ¢ (p) = lim (Trip p ), pe,p,)

| 4| =00 | 4]
where 4= A(4,p) is a cube such that |4|/|4] = p/p,. Namely e5(p) can be
approximated in a large box A by putting a triangular lattice configuration with

mesh R(p,) in a fraction p£ | 4] of the box and nothing else in the complement. To

4
prove (2.11) we observe that the error in energy goes like the surface, i.e. as
|A|<d*1>/d, and since in (2.11) we divide by ||, the error goes like |A|71/d and thus
vanishes in the limit.

The above would prove that the system has a phase transition if we knew that
ey (p) is indeed equal to the ground state energy e(p). In principle the true
ground state energy could be attained at completely different configurations
than the triangular ones considered so far. That this is not the case has been
proved by Theil, [49], as we are going to discuss. Theil studies the energy per
particle rather than the energy per volume:

(2.12) E :=liminfE,, E,:= inf H@)
n—00 glgl=n_|q|
and he has proved that:
THEOREM 2.1. — Fora class of potentials (of Lennard-Jones type) E = M,
P as in (2.10). Pe

REMARK. — By (2.10) the inf of eT;” )i attained at p, so that £ — inf{eT;p ) }

COROLLARY. —e(p) = e;'(p), p € (0, p.), so that e( p) is the limit as |4| — oo of
energies of triangular lattice configurations with density p, in suitable subsets of
A as in the r.h.s. of (2.11).
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Proor. — We have already seen (after (2.10)) that e( p) < e (p). Suppose by
contradiction that there is p’ € (0, p,) such that

e(p)<ey (pf) = eT<pc>/’)’—
e(p')

/

Then E' = <E while by Theil’s theorem E’' > E because if ¢ is a mini-

mizing sequence for (2.4) then

0)
lim H(g) ) _ E
imoo [qU] O

A physical interpretation of the above is as follows. Suppose we have a region
A which contains exactly a subset of the triangular configuration with density
p > p,. To decrease the density we may dilate 4 by pulling outwards its
boundaries. The triangular lattice in /4 then stretches uniformly to a larger mesh.
However when we are past the critical density p, the triangular configuration
becomes unstable and eventually it “breaks” by shrinking to a triangular con-
figuration with the smaller mesh R(p,) and a fraction of 4 is left empty.
Earlier results, [45], [27], refer to more special interactions; a more recent
paper, [50], studies the optimal shape, Wulff shape, of the crystal with a finite
number of particles, see also the notes by G. Friesecke available at
http://www.acmac.uoc.gr/CKM2011/talks/Friesecke.pdf

3. — Gibbs measures and the van der Waals theory

The idea behind the theory of equilibrium states at positive temperatures is
that energy levels higher than the ground state energy may be favored by the
larger number of configurations where they are attained. Following Boltzmann,
volumes in phase space are related to thermodynamic entropy which leads to the
well known competition between energy and entropy with the minimization of
the free energy f = e — T's. All these ideas are contained in the Gibbs formula on
which modern equilibrium statistical mechanies is based, as the main postulate of
the theory is that the equilibrium states are described by Gibbs measures.

DEFINITION. — The canonical Gibbs measure for a system of N particles in
the torus A is the probability on AN defined by the formula

_ _ dq 1
(3.1) Hapn(dg) = ZA,l/J,Ne ﬁH(q)lquN NI = T

where dq = dq, - - - dqy is the Lebesque measure on RY and Z A4,N> the canonical
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partition function, is the normalizing factor; k is the Boltzmann constant and
(by an abuse of language) f is the inverse temperature.

The N!in (3.1) is redundant as it simplifies with the one in Z 4 4 5. It is added
to remind that particles are identical so that the N! configurations which differ
from each other by a permutation of the labels are counted only once. The N!
becomes important when identifying the thermodynamic potentials which is the
content of the second postulate in the theory:

DEFINITION. — The thermodynamic free energy density fz(p) is identified to

1
3.2 = — lim —logZ
(82) Tp) A=REN /| Al—p Bl BAApN
dg

—pH
where Z 455 = [ e 1@ N

AN

(3.2) establishes a bridge between intermolecular forces and thermodynamic
potentials which is by now well established and accepted. It is a theorem (among
the most significant in statistical mechanics) that the thermodynamic potentials
defined in this way do satisfy the thermodynamic principles, see for instance the
Ruelle’s basic book, [46].

It readily follows from (3.1) that if 7 — 0 (hence ff — oo) the Gibbs measure in
the limit is supported by configurations with minimal energy, hence:

CONJECTURE. — If d > 2 then for all § large enough there is a “forbidden
interval” (p;j,p;){) with (p;f,p;;) — (0, p,) as f — oo, p, as in Theorem 2.1.

Of course the conjecture remains empty till we specify the meaning of a
forbidden interval of densities. The definition involves a coarse graining and it is
given next.

Let 79, ¢ > 0, be a partition of R? into cubes of side £. We then associate to a
configuration ¢ the function
lan G|

/d
where |¢ N CY| is the number of particles of the configuration ¢ which are in the
cube of the partition 7> which contains the point 7, this cube denoted by C%.
pO(r; q) is evidently constant on the cubes of 7¥ and is therefore “z‘“-measur-
able”. It is the local density in the configuration ¢ measured with mesh 4.

(py. pjp) is called a forbidden interval if for any p € (pj, pp) the following
happens. For any ¢ > 0 there is ¢, and for any ¢ > ¢, the following picture holds
whenever A is large enough. Let N be the integer part of p|4| and 1 = 4 -
Then there is a “nice set” G C X qn, ulG] > 1 — ¢, so that if ¢ € G then p(r; @),

(33) pOr;q) =
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r € 4, has either values in [pj — ¢, pj; + €] or [pj — &, pg + €] except for r in a set
which has Lebesgue measure < ¢|4].

In d =1 there is no phase transition for a large class of systems (see for
instance [43] for a proof in the Ising system). It is also known that in all di-
mensions forbidden intervals must be away from 0 (p}, > 0), see for instance [46],
but there is no proof that for Lennard-Jones or Lennard-Jones type of potentials
that a forbidden interval actually esists. This is in my view one of the most im-
portant open problems in statistical mechanics.

There are however proofs of existence of forbidden intervals for the lattice
gas (if particles are constrained to be on a lattice with at most one particle per
site) and for more general lattice spin systems (in particular for the the Ising
model) the key words being Peierls estimates and Pirogov-Sinai theory, see for
instance [47], [51] and [39].

By integrating p = p 4y in (8.1) over the region

U {g€Xun:Hg =E}
EedE

we obtain the probability x(dE) of having energy values in the interval dE. Under
some regularity properties on H this measure has a density:

(3.4) wWdE) = Z e PED(E)IE

D(E)dE is the Lebesgue volume of phase space where the energy is dE.
Boltzmann’s famous formula states that the thermodynamic entropy S(&) is
equal to

(3.5) S(E) =k log D(E)
(3.4) then reads as:
(3.6) WdE) = Z e PE-TSE g — 771 AAI=TSED)| 4 de

e=FE/|A] s(E) = S(E)/|4| the energy and entropy densities. We are thus re-
duced to the analysis of the free energy e — T's(£) and due to the presence of the
large factor |A| the relevant part of the measure will be concentrated around its
minimizers. In particular this suggests that

3.7) lim C8ZAN _ oo g~ Ts(E))
l=oe |4 e

(3.7) is indeed theorem (valid for a large class of interactions, see [46]) known as
“equivalence of ensemble” (here the equivalence is between “the microcanonical
and canonical ensembles”). By the second postulate which relates the Lh.s. of
(3.7) to the free energy density, see (3.2), (3.7) shows that entropy and free en-
ergy are related via a Legendre transform in agreement with the laws of ther-
modynamics.
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Thus the second postulate which identifies the free energy is equivalent to the
Boltzmann formula for the entropy. While theoretically important this re-
presentation of the Gibbs measure has little practical consequences, the major
difficulty is to handle surfaces of constant energy, which enter in the computa-
tion of the entropy S(£), a task which has so far eluded all attempts due to the
complexity of the interactions among all the particles.

The problem drastically simplifies if we change hamiltonians. Let us start
from mean field.

3.1 — The mean field theory

In mean field the Lennard-Jones interaction is replaced by a constant po-
tential where the constant depends on the region where the system is confined:

(3.8) V(g q) = -

J
,J >0, H@Q=—-—5—lql(lg -1

Since the energy depends only on the particle numbers the sets of phase space
with constant energy are the same as those with given number of particles and
thus easy to compute. Before doing that a few remarks on (3.8).

To explain the prefactor || observe that the interaction of a particle with all
the others is —J(NV — 1)/|4| ~ —Jp and thus bounded as desired. With (3.8) we
are considering only the contribution of the long, slowly varying attractive tail of
the interaction, which justifies neglecting the actual position of the particles so
that each one interacts almost equally with any other one.

The mean field partition function is:

N
(3.9) gt SINN-D/@lA) Z|
. APN — N!

Hence, after using the Stirling formula for N!, we get from (3.2) and (3.9)

(3.10) 1P = =5 7# 4 5 (1ogp - 1)

which is physically a nonsense ! In fact fﬁmf( p) is not a convex function of p, as it
should in a theory compatible with thermodynamic principles, and moreover it is
not even possible to convexify it, as inf fﬁmf( p)/p = — oo: matter is unstable if the
energy per particle is unbounded from below, the entropy term plogp cannot
contrast the —p? energy as p — .

The origin of the problem goes back to the initial assumption (3.8) where the
energy keeps only the attractive part of the Lennard-Jones interaction and
drops the short range repulsive part, which is in fact essential to ensure stability.
A way to take it into account in a simple way (but not so simple in the end) is to
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suppose that particles are not points but small hard spheres (of radius R) which
cannot overlap with each other. Then (3.9) is replaced by

_ dgq
(3.11) Zr/?;l}v = /N D/@M‘)f { H l\qrquzze} NI

i
The problems we had in (3.10) are now absent because the density is bounded but
the analysis of the integral in (3.11) is far from trivial.

3.2 — The van der Waals theory.

Van der Waal proposed a theory for the liquid-vapor transition which is mean
field with an approximation to (3.11), thus it is based on the following two as-
sumptions:

e Energy. The energy H(q), q € X4, is only a function of thze number of
particles |g| in ¢ and of the volume |A], in particular H(q) = —J %, J>0

e Phase space volumes. The Lebesgue phase space volume of a system with
N particles is (|4| — Na)", a > 0.

Van der Waals explains the parameter a as the volume “occupied” by a par-
ticle, thus if there are N particles the volume they occupy is Na, hence Na < |4|.
The volume “left free” is |4| — Na and the second assumption argues that the
system behaves as if each particle is free to move (independently of the others) in
the free volume. (|4] — Na)¥ is a crude approximation of the integral in (3.11)
(yet it is correct in d = 1 dimensions). It has the advantage of providing an ex-
plicit expression to the entropy which is

N

_ 1 N _
(3.12) S(p) fklog{mq/ﬂ — Na) } P=Ta

Writing £ — TS = |4|f(p) and using the Stirling formula we get in the limit
4] = o0

J 1

(3.13) f(p)z——pz——(—p(logp—1)+p10g(1—pa))
2 B

which like in (3.10) is not convex but instead is stable, i.e. it has a well defined

convexified, as we are going to discuss. df(p)

In thermodynamics the chemical potential 1is defined as 4 = dpp

second principle of thermodynamics it should be a non decreasing function of p.
Instead its graph is as in Figure 2.

and by the
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Fig. 2. — 1 as a function of p.

As a remedy Maxwell proposed to modify this graph by cutting along the
dashed line so that the parts above and below the dashed line have the same area.
This is the famous “Maxwell equal area rule” which is equivalent to replace f( p)
by f**(p), the convexification of f( p).

With the van der Waals plus thre Maxwell equal area rule theory we have
recovered what found at 0 temperature with the energy replaced by the free
energy. There are however three main drawbacks in the theory:

e The interaction between two particles depends on the region 4 where the
system is and moreover it vanishes as |4| — oc.

e The phase space volume in the second van der Waals assumption is only an
approximation, the correct expression is the one in (3.11)

e The Maxwell equal area rule is an ad hoc prescription, it should instead be
derived from within the theory, as in the zero temperature case

4. — Kac potentials and free energy functionals

The problem of deriving the van der Waals theory in a statistical mechanies
framework was solved in the 60’s with the works of Kac, Uhlenbeck and
Hemmer, [29], [30], [31], followed by those of Lebowitz and Penrose, [35], and
Gates and Penrose, [17], [18], [19], see also the more recent [32].

A very short summary of these results is presented here, in a form useful for
the sequel but not always historically accurate. With this in mind we may say that
Kac basic idea is to relax the mean field assumption to a local condition. Write the
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hamiltonian in the form H(q) = [ e(r; g)dr thus interpreting e(r; q) as the energy
density at » when the particles configuration is q.

e Local mean field. Kac shifts the assumption from the total energy H to the
local energy density e(r; q) by assuming that the latter depends only on the “local
particles density p(r; ¢)” at » (which will be defined next). By an abuse of notation
we write e( p(r; q)) for e(r; ).

e Local particles density. A choice (others, more convenient, will be dis-
cussed later on) is

L lg N B, (7)]
(4.1) p(r;q) := TBa0)

B, (1) the ball of radius y~! and center r; |B},4 )| = y’d |B1| its volume (| B;]| the
volume of the unit ball). Observe that if we replace B,-1(r) by A we are back to
mean field.

o The hamiltonian H,(q). Being the integral of the energy density is:
(4.2) Hy(q) = f e(p(r,q)dr

By taking the Kac scaling parameter y small the system looks like mean field
and since mean field has a phase transition we may hope to prove in this way that
there is a phase transition as well for the system with y > 0 sufficiently small, or

in the limit y — 0.
2

e Choice of the energy density. Kac choice is e(p) = —'% — Jp (we are here

including the chemical potential in the energy). The energy per particle e( p)/p is
in this way unbounded from below, same problem as in the van der Waals theory
which Kac solves in the same way:

e Hard cores. To ensure stability, the phase space is restricted to config-
urations g such that for all pairs g;, g; of particles in ¢, |¢; — ¢;| > 2R, R > 0 the
“hard core radius”. We may as well say that we have added a pair interaction
which is = oo if |¢; — ¢;j| < 2R and = 0 otherwise. A system of particles with such
an interaction is called the “gas of hard spheres”.

Before proceeding with the theory it is convenient to generalize the definition of
the local particle density p(r; q) as

(43) prsq) =J, 5 q) == > J,(r,q), 1€ R
qicq
Ly

——'"_ Tt is in fact convenient
|B,-1 (1)

(4.1) is a particular case of (4.3) with J,(r, 7)) =
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to have J,(r,7') smooth rather than discontinuous as in (4.1). We keep however
the same scaling dependence on y and set

(4.4) I, 7') =y T G, )

where J(r,7’) is a symmetric, translation invariant (J(r,7) = J(0,7 — r)) smooth
probability kernel which vanishes when |r — /| > 1. Observe that by definition

(4.5) f I, r)dy = f T ) =1

so that the sum in (4.3) is the empirical density of ¢ around a point *, weighted
with the probability kernel J, (which therefore involves the particles of ¢ which
are in a ball of radius y~! and center 7).

Reduction to pair interactions. The definition of the model is now complete.
It can however be reformulated in the more familiar context of pair interactions.
We get in fact from (4.2)

1
(4.6) Hyq) =~ > Vigi g) — gl
]
where )/ = 1+ Z V.(qi, ;) and
qi

(47) Vv/(qla q]) :fJ}’(Ta ql)J,(Tv q])dr = (J/ * J}’)(qn QJ)

Thus V, =J, % J,, the convolution of J, with itself: it then follows that the in-
teractions V, in the theory we have presented are positive operators (while in the
original Kac formulation they could be arbitrary). Observe that the the inter-
action range is 2y~! and that 2’ — /1 as y — 0.

The Lebowitz-Penrose approach to Kac potentials uses ideas from re-
normalization group. The basic step of renormalization group is to coarse grain
the Gibbs measure with a given hamiltonian on some scale and find the corre-
sponding effective hamiltonian. This defines a map from hamiltonians to ha-
miltonians and its iterations define the renormalization group. The scheme is the
following.

e Introduce a family of partitions 7 of R? into cubes of side £ = 2, C© being
the element of the partition containing a point r € R?. The partitions are chosen
so that each one refines the next one, in the sense that each cube in 7%? is union
of cubes of 7¥.

e Given / denote by N,, r € RY a non negative integer valued function
measurable on 79, i.e. constant on each cube of 7.

e The effective hamiltonian H fff)f on the secale ¢ is (modulo an additive con-
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stant) Her = —f ' log u({N,.}), u({N,}) the Gibbs probability that in each C{
there are N, particles.

The computation of H(eéf)f is usually very hard, but it becomes easy for Kac

potentials, at least on scales 1 < ¢ < y~1. By the smoothness of JJ, the Kac en-
ergy is quite insensitive to variations of the positions of the particles inside a
cube CY) (as J, varies in the cube at most by cy¢) and to a first approximation we
can replace g by p(r) = E‘d|q N Cf,é>| in the convolution J, * q. Indeed, for any
configuration g € X satisfying the hard core condition,

(4.8) ‘H},(q) - f e(J, * p“)(r))dr‘ < e(ty) |4]
nere 0 = pOr,g) = OGN i e particles density in the cube CO
where p”(r) = p (Vvq)*T*les e particles density in the cube C;”.

The energy [e(J, = p(r))dr is not yet the effective hamiltonian because we
still have to integrate over all the configurations yielding the assigned occupation
numbers {N,}: the effective hamiltonian has also an entropy contribution (the
log of the above phase space volume). This would be easy to compute if particles
were points, it is instead pretty hard because of the hard core constraint (an issue
overcome in the van der Waals theory by ad hoc assumptions on the entropy). It
is not hard to prove that we make a “small error” if we assume factorization,
namely if we take the entropy, i.e. the log of the volume of phase space of con-
figurations in {N,}, as the sum of the entropies in each cube, which, modulo a
minus sign, is

N 1 dq
hee 2V y .~ bt 4
(4.9) C (|C|) ﬂC|10g{éA[1qfq,->2R N!}

(Factorization increases the entropy, as we disregard the hard core constraint
among particles of different cubes; a lower bound is obtained by restricting
particles in each cube to be away from the boundaries of the cube by R, for such
integrals the factorization is correct and the error in restricting to such volumes
will become negligible in the limit).

Even with the simplification (4.9) the computation of the integral remains
difficult for the presence of the hard cores constraints 15, -2r. From general
results in statistical mechanics it follows that there is a convex function f(p)
(the free energy of the hard cores gas) so that

N
4.10 lim lLim f£he(=)=
(410) ‘AMoN/‘AH,f A (IAI)

)

In the next section we shall describe in more details what is known about ft¢,
which is not much. There are in the literature several formulas for £¢(p) ela-
borated via numerical simulations and heuristic considerations, [48], [26], [28],
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we refer to [32] for their analysis. We state below some properties which we are
going to use (which strictly speaking should be regarded as conjectures).

e f(p) is a continuous convex function in (0, p,), p, > 0

e h¢(p) is asymptotic to —plogp — 1) as p — 0 together with its first and
second derivatives

e fP(p) — +oo as p — p. and its second derivative is strictly positive in a
neighborhood of p,

Neglecting the error in (4.8) and replacing f ( | C|> by its limit we then have

N,
(4.11) HUN = 270 IR0, ) = oy
where the free energy functional F,(p) is
1
(4.12) F(p) = f {e(7, % p) +3 () br

By scaling r — yr we get, calling p*(r) = p(y ") and F = F},
(4.13) Fy(p)=y""F(p*)

which replaced in (4.11) shows that for small y the Gibbs measures should con-
centrate around the minimizers of F', the conditional tense because (4.11) is only
an approximation.

However the above arguments can be made rigorous even though in a weaker
sense:

THEOREM 4.1. — Let {A} be an increasing sequence of tori in R%. Let
s €(0,p,),

(4.14) f;,ﬁ(s) og Z/ ABN

lim
4] —o00, N/ A|—s ﬁI/lI

the free energy density (notation are explained after the theorem). Then
415)  lim fus)=  lim linf{F (| f N}
’ 70 T s N A= | APV J P=

In the above theorem Z, 4y is the canonical partition function defined in
' 2

(B.2) with H = H, asin (4.2), e(p) = — % — Jp and there is a hard core repulsion

among particles; (the existence of the limit (4.14) is true in general); F' 4 is the
corresponding functional defined in (4.13) on L*(4; R.) (with the convolution
defined in the torus A). The proof of the theorem is omitted.
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THEOREM 4.2. — In the same context as in Theorem 4.1, the limat in (4.15) is
equal to ¢ (s), i.e. the convexification of

as® 1 .
(4.16) (s) = —5 A8 +Bf (s)
Proor. — We need to prove that
(4.17) l/}‘linoom/” inf {F14(p) | p fp =sldl} = ¢

The proof of (4.17) is obtained by rewriting first F',; in a more convenient
way, see (4.20) below; exploiting this we will then show that ¢™(s) is a lower
bound for the liminf of the Lh.s. of (4.17) and complete the proof by exhibiting
a recovering sequence which realizes the bound ¢**(s).

Recall that F 5 is defined on L>(4; Ry) with periodic conditions, mean-
ing that J « p is computed by repeating periodically p on the whole R%: this
is what we mean when we say that we take A to be a torus in RY. We then
have

(4.18) [ pentar = [ [ Ve, wpwype”sdr'ar”
4 A4

V' ")y =« D@ 7"y = [ I, v ) (r,v")dr. Thus
R?

1 1 1
(419) -3 Af (% ptr)Pdr = = 5 Af p(rPdr + 5 Af Af Vir, ™) pr) — p@’)y2drdr’
hence

1
(420)  Fup(p) = Af HpaNdr + 4 f f Vr, ) {p) — p(r’))2drdr’

In this form the functional looks very much like the Ginzburg-Landau functional
of (1.2) with the gradient term replaced by the non local expression in (4.20) and
indeed the proof is now a repetition of the one sketched in the introduction for
the minimization of the Ginzburg-Landau functional.

Lower bound. We shall prove that

(4.21) timinf - m A s |- f p=sld} > ()

Define F;, by replacing ¢ by ¢™ in (4.20). By definition ¢ > ¢™ so that
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Fuap>Fy Since V(r,7') > 0,
* Hk Fok 1
(4.22) mez!¢(mmwz/w Qﬂ!mw@

having used Jensen in the last inequality (as ¢ is convex by definition). The
lower bound (4.21) is then proved.

Recovering sequences. If s is such that ¢™(s) = ¢(s), for each 4 we take
p(r) = s and for such p, F4(p) = ¢™*(s). Suppose next that ¢™(s) < &(s), there are
then s’ <s<s" so that

(4.23) ¢ (s) = pg(s) + A — p)g(s"), p € (0,1)

Let A" a coordinate rectangle in A with |A'| = p|A. Define u () = p' in A" and
= p" elsewhere in A, so that [u, = s|4|. The last term in (4.20) is bounded
proportionally to L1 (L the length of the side of the cube A) hence

(4.24) 1im Tmﬂpdﬂ)HIMﬂﬂ5¢(w
which shows that u, is indeed a recovering sequence. O

Phase transitions. By a continuity argument, ¢(s) is concave in any given
interval strictly contained in (0, p,) once f is large enough, so that there are in-
deed forbidden density intervals and Theorem 4.1 together with Theorem 4.2
show that the particle system has a phase transition at least in the limit y — 0.
We shall come back later on the meaning of such a statement.

A function which satisfies the same properties as f¢(p) is the van der Waals
free energy plogp — 1) — plog (1 — p/p,), see (3.13): with such a replacement we
have obtained the van der Waals phase transition without using the Maxwell
equal area rule, as the limit free energy is ¢ (s).

The functional F 4(p) hides the existence of microstructures. The replace-
ment in (4.10) of the finite volume free energy fChC <|NC|> by its thermodynamic
limit £1¢(p) turns out to be [partially] incorrect when the hard spheres gas un-
dergoes a phase transition (as it is believed to occur in d = 3, see Section 6).
Indeed if there is a phase transition then a density p in the forbidden interval is
realized by a non homogeneous profile which alternates regions with density p;
and with density p,. The grains of such fragmentation are believed to be
“slightly” smaller than y~! and in such a case the typical configurations will have
in the cubes C (whose side is < y7!) one of the above two densities. The pre-
dictions of the functional will however be correct on scales larger than y~1. In
conclusion if when studying the functional we read a density value p inside the
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forbidden interval we should always remember that it is in fact describing a
hidden finer structure with oscillations between the two extremal values p; and
P9, such microstructures are also called in the literature “mushy regions”.

5. — The LMP model

The weak point in the theory of the previous section is that phase transitions
are proved only in the limit y — 0. The graph of the free energy density f, s (see
Theorem 4.1) has (for f large enough) a linear segment, but the statement is
proved only in the limit y — 0. When y > 0, no matter how small it is, f, s may
very well be a strictly convex function.

On the other hand J, and hence the hamiltonian H, have no well defined limit
as y — 0 so that we cannot attribute the phase transition observed in the limit to
any statistical mechanics particles model.

All that is not a mathematical subtlety, for instance we know that in d = 1
there is no phase transition, while in the Kac theory phase transitions occur
independently of the dimensions, hence also in d = 1.

It seems that we are back to the same problem we had with the mean field and
van der Waals theories, but already at the times when the Kac and the Lebowitz-
Penrose papers appeared the feeling was that much more could in fact be done
with Kac potentials. The two main technical obstacles are:

e The basic step in the theory is to reduce to variational problems with free
energy functionals, which requires a proof that the effective hamiltonians are
well approximated by such functionals. Their difference however grows as ||
multiplied by a small factor vanishing with y. Thus if y is kept fixed as we want,
the approximation becomes useless when studying the Gibbs measure in large
volumes.

e There is a poor control of the hard cores interaction. Even without the Kac
potential we do not know how the hard spheres gas behaves. It may very well be
that the hard spheres gas alone has a phase transition without the help of Kac
potentials, as shown in d = 3 by numerical computations.

Let us start from the second point, namely the poor knowledge of the hard
spheres system. As we shall discuss later this is not totally true, we have in fact
a very good control of the hard spheres gas for small densities (i.e. when the
typical inter-particles distance is much larger than the hard core radius). In
this case the entropy of the hard spheres is to leading orders the same as in the
ideal gas.

One may then hope to be lucky so that the relevant densities which appear in
the analysis are in the hard core low density regime, but unfortunately this does
not seem likely. The attractive Kac interaction in fact goes like —p? and it thus
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wants p to grow to infinity; this can only be contrasted by the hard cores in-
teraction which however in the above small density regime where it is close to the
ideal gas has a free energy which grows only as plog p. The argument then in-
dicates that the hard core interaction can control the Kac energy only away from
the ideal gas approximation.

To overcome the impasse, LMP (Lebowitz, Mazel and Presutti), [34] and [43],
have proposed to change the Kac energy density —p?/2 into

2 4

(5.1) e(p)i= =2 40—, H, = [ (s, qun)dr

e( p) is now stable, i.e. e( p)/p is bounded from below, and with such a choice of the
energy density there is no longer need to have a hard core interaction as well. The
LMP model is indeed defined by the hamiltonian (5.1) with no hard-cores added.
It should be said that

e the LMP analysis applies as well to other regularizing terms than p*, (5.1) is
just an example;

e the double well structure of e( p) is misleading because p > 0: a double well
will appear when adding (actually subtracting) the entropy.

The very first step of course is to check that also the LMP model has a phase
transition in the limit y — 0. The coarse-graining estimates are mainly un-
changed (actually simpler in the part regarding the entropy as here we have
point particles) and Theorem 4.1 extends to the LMP model with F', 4 4 replaced
by a new non local functional FL}¥ which has the scaling property (4.13), namely
Fk%j’(p) = y’dFk%P(p*), A* = yA and p*(r) = p(y~1r), with F[I;%[P given by

(62)  FP@) = f {e(J «u(r)) — %s(u(w))}dr, s(u) = —u(logu — 1)
A

s(u) the entropy of the ideal gas.
Minimizers of Fy%" are constant functions, as in the Ginzburg-Landau
functional: '

LEMMA 5.1. — Let A be a torus in Rd, d>1, then

L

(5.3) 5

LMP,, N _ | A3 _
Fgi () = IAI;gg {e(p) S(p)}

in
ueL>(A,R )

ProoF. — We rewrite Fk%P as

() :f ({e(J*u) %S(J*u)} + {%S(J*u) %S(u)}>

A

[Atti XIX Convegno U.M.I.— Bologna, 12-17 settembre 2011]

211



212

676 E. PRESUTTI

We have [ s(u) = [J * s(u) and, by convexity (—s is convex),
A A

ES(J*M)—EJ*S(ZL) >0

B B
so that
FkiﬂP(u) 2[ {e(J * U) —%S(J * u)}
(5.4) 4 1
2\/1|li)g£¢/;(P), $p(p) == e(p)—Bs(p) _

The same ideas are used to prove the analogue of Theorem 4.2 (details
omitted):

THEOREM 5.1. — Let ¢;*(s) be the convexification of ¢ﬂ(s), the latter defined in
(5.4), then

1
5.5 lim ——
(5.5) 400 B A]

it (P 2 [ =slaf = g0
4
By a direct computation ¢, (here the dependence on Z is made explicit) has
the following properties:

o () is convex for f < f, = (3/2)*”

o for i > . there are p_ ;<p, ; so that ¢/M(S) > ¢};§(s) in (p_ 4,p. p) while
¢ﬂ7 (8) = qﬁ}}z(s) elsewhere

e for any f# > f3, there is A(f) so that the minimum of ¢;,, is attained at

.25 P—p) = .1 (Pp)

The critical points of ¢, ;(p) are the solutions of the mean field equation
1
B

which for f > . and 1 = A(f) looks as in Figure 3.

Let us go back to the problems raised in the beginning of this section where
we have outlined the two main difficulties to realize the Kac program for phase
transitions at fixed y. The second one, which concerns the hard core interaction,
has already been overcome by adopting the LMP model where hard spheres are
replaced by point particles (stability being ensured by having changed the en-
ergy density).

The other main difficulty refers to the fact that the true effective ha-
miltonian differs from the functional by a term which grows as |4| multiplied
by a small factor &(y) vanishing with y. If y is kept fixed, as we want, the error

(5.6) dip{ex(p) +2 plogp—1)} =0, p=exp{—pe(p)} = Kz,(p)
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Flg 3. — Graph of K/M(ﬁ)(/)) with ﬂ > ﬁc.

explodes in the thermodynamic limit and Gibbs measure and free energy
functional indeed give very different pictures for the relevant density pro-
files.

The conclusion is that we should not be so ambitious to pretend that the
Gibbs measure is really well described by the functional: this may be true on
large but not too large domains namely such that &(y)|4| is small. On much
larger scales the error between effective hamiltonian and functional becomes
important.

Indeed the functional does not take into account fluctuations: rarely yet with
finite frequency there are large deviations from the optimal behavior predicted
by the functional. Such fluctuations have a macroscopic importance as the for-
bidden density interval turns out to depend on .

The typical configurations of a pure phase with density p have empirical local
density close to p except in “small islands” where there are significant deviations
from p and to prove phase transitions we need to control the probability of such
deviations. To do that we use coarse graining but only in the region where such
deviations occur. In this way the error grows only with the volume of this region
(times the small factor &(y)). The excess free energy of the functional on the
profiles describing excursions from the minimizers is large: the key point is to
prove that it is proportional to the volume (of the region where the deviations
occur) and so large to kill the error done in the coarse graining. This is just a
rough sketch, many problems are hidden both technical and theoretical, and here
I just refer to [34] and [43],

THEOREM 5.2. — In the LMP model in dimensions d > 2 there is f* > f8, so
that given any f € (8, ") for any y > 0 small enough there is a “forbidden in-
terval” (p_.p . Piop) Papy = Prip @Sy — 0.
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There are two senses in which the interval (p_. s Pvspy) 18 forbidden. There is
a “thermodynamics sense” which simply means that the graph of the free energy
density fg,(p) has a straight segmentin [p_ 4., p, 4,]. The interval (p_5.,,p..5.)
is forbidden also in the sense outlined in the introduction and specified in Section
3, however a proof of the latter statement is not explicit in the literature (which
states the existence of more than one DLR measures).

6. — LMP plus hard cores

While the Kac original hamiltonian (i.e. an attractive pair potential scaled
with y plus hard cores), may be regarded as a plausible schematization of the
Lennard-Jones interaction, the LMP hamiltonian is certainly further away from
a realistic model of interacting molecules. The LMP energy density e( - ) should
rather be seen as an effective energy due to the long tail of the interaction so that
it is less sensitive to the actual position of the particles and depends only on their
empirical density. The decreasing small density behavior (=~ —p?) reflects the
long range attractiveness of the interaction while repulsive forces take over at
smaller distances where the density is higher (= p%).

Energies at very large densities however become very sensitive to the actual
position of the particles and the LMP approximation in terms of their empirical
density is certainly quite rough. To improve the LMP model we can add a hard
core interaction which then dominates the energy when the density grows to-
wards the maximal, “close packing” density.

In the LMP plus hard cores model there are two terms which fight against
the growth of the density, one is the p* term present in the LMP energy, the
other one is the hard core interaction. By adjusting the parameters we may well
separate the two effects so that the hard core interaction is “very weak” in the
density regime where the LMP phase transition appears and enters into play
only later when the density is much larger.

In this section we shall discuss the phase diagram of the LMP plus hard cores
model, none of the properties which will be stated have been actually proved so
that this section should be regarded as merely conjectural, but research is going
on and hopefully something will appear in the future.

Let us start with the pure hard spheres gas, the LMP energy will be added
later on. As mentioned already several times, very little is known analytically on
the hard spheres gas. The only results refer to low densities (i.e. when the typical
interparticle distance is much larger than the hard core radius R: pR? < 1).
Asymptotically as p — 0, the entropy s"(p) behaves as

(6.1) s p) ~ s'edl( p) = —p(logp — 1)

sideal( p) the entropy of a gas of non interacting point particles.
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The “imperfect gas” where the hard core length is not neglected asin (6.1) has
been much studied starting from the famous Mayer virial expansion where the
equation of state of the hard sphere gas is expressed as a convergent series in the
density p, valid for pR? small enough. Many attempts have been made to improve
the radius of convergence of the series, but nothing is known analytically on what
happens when pR? is no longer small.

Numerical evidence, [26], [28], [48], shows that in d = 3 the hard core free
energy density f"¢(p) is linear in an interval (p;,p,) (Which scales as R~%).
Such a phase transition would mark the transition from disorder to order.
When p < p; entropy wins and the hard spheres positions are random and thus
quite disordered. We very well know (for instance when we play the game of
who puts more non overlapping discs on a table) that in disordered config-
urations a lot of space gets lost and at some point it becomes very hard to find
room for new spheres. When such a critical condition is reached, to increase
the density we need to readjust (in some region of the space) the particles
disposing them in some more ordered way which accommodates for a higher
density. Such a phenomenon may explain the origin of the (p;,ps) phase
transition.

There is no physical reason to expect the LMP phase transition to disappear if
instead of points we take spheres, the proof however cannot be straightforward
otherwise we would work directly with the Kac model (of attractive Kac inter-
actions among spheres). However, since the analysis on the LMP model is “ro-
bust”, we may hope to be able to handle LMP plus hard cores if pR? < 1,
i.e. when the hard core radius R is much smaller than typical interparticle dis-
tance. We could then study the system as a perturbation of LMP because in the
above regime the hard core constraint should be quite unimportant.

Coarse graining is about integrating over configurations with the “multi-ca-
nonical” constraint that the numbers N; of particles in the cubes CZ@ of a given
partition 7 are fixed. By choosing properly ¢ (/ < y~!) we may consider to first
order the Kac interaction independent of the actual positions of the particles in
each cube and the integration within such an approximation is over particles
which interact only via hard cores. If the relevant numbers N; turn out to be such
that the local densities N;/¢? are in the domain where the virial expansion ap-
plies, [37], [38], [46], [33], [42], [15], [16], we can then control the difference be-
tween entropies of hard spheres and point particles in terms of a convergent
series in the particles density.

The fact that the numbers N; cannot be dangerously large will be enforced by
the repulsive p* part of the LMP energy. Such a term is absent in the Kac model
where the growth of N; is contrasted only by the hard cores interaction, for this
reason in Kac the numbers N; are typically large, while here they can be con-
trolled by the LMP energy alone and by choosing R small we can then suppose to
be in the virial expansion regime.
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Recent works on cluster expansion, [44], have extended its validity to systems
in the canonical ensemble (i.e. where the number of particles in a region is
prescribed) and thus apply directly to the coarse graining procedure outlined
above.

Conjectures on the phase diagram

We fix an inverse temperature f§ € (f,, f*) as in Theorem 5.2 and consider the
LMP model with additional hard cores interaction with hard core length R. In
agreement with the previous discussion we suppose R¢p . p <1 (py 4 are the
mean field pure phase densities in the LMP model) and the conjectures below
are tacitly stated for values of y sufficiently small.

Let us first discuss the phase diagram when we increase the chemical po-
tential / from —oc to 0o (with f fixed as above). We expect to see three phases,
gas, liquid and solid, but while the transition gas-liquid will be sharp the liquid-
solid one will be “diffuse”. Let us start with 1 increasing from —oc. This is the gas
phase regime where densities are very small and the typical interaction among
particles is weak. This regime is very well understood even for general inter-
actions and a fortiori here.

The system will stay in the gas phase till the chemical potential A reaches a
critical value /g,. Then a new phase appears and precisely at /g, two phases
exist, gas and liquid. As soon as the chemical potential increases past A, the gas
phase is suppressed and only the liquid one survives. Due to the condition
Rd/)+7 s < 1 we expect that the gas and liquid densities at the transition are
pretty close to those in LMP. The conjectures so far look quite solid, what follows
is instead much more tentative.

If we further increase the chemical potential the liquid density will then in-
crease with 4 (but quite slowly due to the p* term in LMP). Once / and the
density become large the influence of the hard core interaction becomes more
and more significant (and the analysis harder). At some large value of the che-
mical potential, say 2/, the density will reach the value p,, i.e. where the for-
bidden interval for the pure hard spheres system starts. A further increase of 4
past 2’ would cause a jump (from p; to p, in the pure hard sphere gas, but such a
jump is not compatible with the LMP energy which (for large densities) is in its
strongly convex region.

This is the competition between forces on very different scales discussed in
the introduction, recall the Stefan Miiller example. We thus expect to see mi-
crostructures, namely on scales smaller than y~! the hard core interaction wins
and we locally see one or the other of the two allowed densities p; and p,: they will
be however spatially arranged in the right proportion so to have on a larger scale
the uniform density p which the LMP energy demands. We thus observe as A
increases past A’ clusters of the solid phase (of density p,) forming in some sui-
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table pattern. The clusters size increases with 1 till invading the whole space,
i.e. at 4 = 2", namely when the total density is p,: the competition between LMP
and hard core interactions is at this point over. Further increases of / past 1"
only cause an increase of density past p,, with the solid being the only existing
phase at all scales.

The corresponding picture in a canonical ensemble setting, where the order
parameter is no longer the chemical potential 4 but the particles density p, is as
follows. Notation are as in Section 3, where we have introduced partitions 7 into
cubes Cf)).

The gas phase exists when the density p is below a critical value p ;  close
(for R small) to the LMP value p_ 5.. When p < o', “typically” “most cubes”
Cl(.l) have density “essentially” equal to p. “Typically” “most” and “essentially” in
the sense explained in Section 3.

In the forbidden density interval (p” ;. ., ;) (¢, 4 close for small R to the

LMP value p, ;) typically most cubes Cf) are plus or minus cubes, namely they
have density essentially equal to p’i; b The minus and plus cubes are those
where we see the gas or the liquid phases. ¢ can be arbitrarily large and we still
see in most C,EO a pure phase (either the liquid or the gas phase), but the
statement holds provided the region A is large enough (in terms of ¢). This means
that the clusters of each phase are large and not too dispersed, a statement which
will be much strengthened in the next section.

As the density p increases past p/,. e “typically” “most cubes” CZ@ have density
“essentially” equal to p, analogously to the picture we have seen for the gas phase.

However when p increases past p; we see two scales. For small ¢ (much
smaller than the LMP interaction range y~!) typically most cubes C,fg) have
density essentially equal to p; or py, the phase in the cubes p; being liquid, in the
others solid. For larger values of ¢, ¢ > y~! instead typically most cubes Cl@ have
density essentially equal to p. These cubes, apparently “normal” have however
microstructures, since when observed on smaller scales exhibit a different
structure (droplets of density p; and p,). When p is past p, only the solid phase is
present and we see p at all scales.

»” «

7. — Wulff shape and microstructures

Phases may coexist with different geometries, the interface may be a single
smooth surface or it may break into very many pieces. The former case arises
when the surface tension is the dominant force, then, in the presence of a phase
transition with a canonical constraint, the phases separate in such a way to
minimize the integral of the surface tension over the interface (the Wulff pro-
blem) compatibly with the canonical constraint. Microstructures instead arise
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when other forces than surface tension enter into play: on some small scale
surface tension wins and we see one phase or the other, but when averaging over
larger scales other forces prevail and we see a constant density.

So far we have considered thermodynamic potentials like the free energy
density and entropy, which are all bulk quantities (as they are obtained by
computing the free energy or the entropy of the system in a large region /1, then
dividing by the volume ||, and finally taking the thermodynamic limit | 4] — oo).
Surface tension instead is a thermodynamic potential of a different kind as it
involves surface rather than volume properties, it thus belongs to a completely
new and indeed much more complex chapter of statistical mechanics.

The primitive notion in the macroscopic theory of phase coexistence (with
only two pure phases having density p’ and p” > p’) is that states are described
by functions u(r), » € Q, Q the macroscopic region where the system is confined
(supposed to be the unit torus in R?), with values p’ and p” (“local equilibrium
assumption”). The free energy of such states is

(7.1) () — f o(i)dr

X

where X := 9{r:u(r) = p'} (the boundary of the region where u =p’) is a
smooth surface, 7% the unit normal on 2 and o(#%) > 0 the surface tension that we
suppose to be a strictly positive smooth function on the unit ball.

“Geometric measure theory” shows that it is possible to extend & to functions
u which are p/, p” valued and have “bounded variation”. In fact, measure theo-
retically, the boundary of a BV set is almost everywhere C! relative to the
Hausdorff measure of codimension 1, [9], [14], [4]. Thus modulo sets of zero
measure we may regard the surface as C! and (7.1) naturally extends to such u.
Any other state which is not BV has an infinite free energy cost: thus the cost of
an interface controls its regularity (in the C! sense) but only modulo a region of
the interface of zero measure.

In the mesoscopic theory states are described by functions «( - ) with values in
R (the local equilibrium assumption is dropped here) and their free energy is a
functional F'(u), at the moment we restrict for simplicity to the Ginzburg-Landau
functional (1.1), non local functionals will be considered later. Suppose that the
potential W in (1.1) has value 0 at p’ and p” and it is everywhere else strictly
positive. We call F'; the functional (1.1) defined on non negative functions « on
the torus 4 C R? such that |Vu|* is integrable. Our aim is to derive the macro-
scopic functional (7.1) from ¥4 in the thermodynamic limit | 4] — oco. The first
task is to relate macroscopic and mesoscopic states. Since they are functions on
different spaces, Q and 4, we start by mapping A to Q by » — /L, L the side of
A. Then F; becomes the functional

(7.2) FB @) = F ), v(r) =ulr)
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defined on non negative valued functions v on the torus Q such that |Vo|® is
integrable. Explicitly

(7.3) FO@) = L2 f (W) + L2 Vol }dr
Q

In the meso-theory macroscopic states (recall that they are BV functions on Q
with values p’ and p”) are not simply a subset of all the meso-states as they are
not in the domain of F™. To identify the macro-states u we use the L' distance
and say that the meso-state v “recognizes” the macro-state % with accuracy ¢ > 0
if |[v — u|;1 < & Then the meso-free energy of u (with accuracy ¢ and meso/macro
scale L) is

1 .
0 o4 =, BP0
The normalizing factor L% foresees the fact that the mesoscopic free energy of
a state with coexisting phases scales as the surface (if the interface is nice where
nice means BV according to the macroscopic theory). Explicitly

(7.5) @l := inf f (LW@) + LY Vol2Ydr

v—ul1<e
E="a

We are thus led to conjecture that

(7.6) lim lim inf L (u) = d(u)

with @(u) the functional defined in (7.1). This is indeed a theorem, [40], [7]. The
surface tension in (7.1) is isotropic, its explicit value is

[]//
(7.7) o=2 f VWs)ds
Yy

It is remarkable and in some sense surprising how the above considerations
motivated by physical intuitions fit exactly in the scheme devised by De Giorgi in
the calculus of variations which led to the introduction of the notion of Gamma
convergence, see again [7] for details.

Analogous results have been proved for non local functional as those arising
from particles or spins systems with Kac potentials. See [3], [5] and [43], for the
case of Ising systems with Kac potentials where the limit free energy and the
surface tension are explicitly computed. An extension to more general systems
and a general definition of surface tension can be found in [1] and [2].

In the microscopic theory we follow the approach used in the mesoscopic
theory and since in the previous considerations we had not fixed the total mass
here as well we do not fix the number of particles in 4. The equilibrium state in
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such a case is described by the gran canonical Gibbs measure 1 ; , which is the
probability on X := |J A" defined so that its restriction to A" is:

n>0

1 . Aq
78 dits — —pH(@)—n) 24 A
( ) /l/f,,h,A(q) Zﬁ,i,/l e n! , g€
/ being the “chemical potential”, Zj ; 4 the gran canonical partition function.
As in the mesoscopic theory we need to equilibrate the two phases: the ex-
istence of a forbidden interval translates in the language of the gran canonical
Gibbs measures into the following statement. There is 4 = 4 so that

. . |(I| . 1 VA
(79) tim i | |4~ <6 =3 5 =70
Proceeding as in the mesoscopic theory and calling L the side of 4, we set
nc
(7.10) p0r,q) = MTL qe Xy, reQ

the empirical density on scale / (i.e. relative to the partition z(”) translated into a
function on the torus Q. Then, in analogy with (7.5) and recalling that the free
energy is related to minus the log of the Gibbs measure we set

1
(7.11) L) = _Wk’g (1454, [|P(L’Z)('a Q) —ulp <)

and define the free energy of the macro-state u as

(7.12) (u) = lim lim inf lim inf @O(w)

If @(u) has the form (7.1) we have then derived the macroscopic theory from the
theory of Gibbs measures and identified the surface tension of the particle
system. Results have been obtained so far only for Ising systems, we shall give
some details after explaining the relation with the Wulff problem.

Macroscopic theory. The optimal shape for the coexistence of two phases with
the total mass constraint is a minimizer of the funectional (7.1) with the mass
constraint. This problem has been solved by Wulff with an explicit construction
of the minimizing surface, see for instance [25].

Since in the mesoscopic and microscopie theories the limit functional is (7.1) it
is natural to conjecture that also the optimal state converges to the Wulf shape.
This requires an inversion of limits as one should first minimize the functional
and then take the thermodynamic limit. To interchange these operations a
coercivity property is needed, we refer to [7] for an analysis of the mesoscopic
theory.

The Wulff problem in a statistical mechanics context has been first studied by
Dobrushin, Kotecky and Shlosman [13] for the n.n. ferromagnetic Ising model in
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d = 2 at low temperatures. The proof uses sharp estimates on contours which are
used to define the interface at the spin level. By such estimates it is possible to
control the probability that the interface passes through a given set of points,
defining a polygonal structure which approximates the Wulff shape. The result
has then been extended to higher temperatures but the method is intrinsically
two dimensional. The first paper where ideas of Gamma convergence have been
used in a statistical mechanics context was the above paper [3] on the Ising model
with Kac interactions. The result however was obtained in the spirit of the
Lebowitz-Penrose theory that is in the thermodynamic limit followed by the
scaling limit y — 0.

There were afterwards several generalization in this same context, but the
first results on Wulff shape in general dimensions (obtained by using the ideas of
Gamma convergence) are in [6] and [8] which have then been followed by many
other papers with extensions and improvements.

We shall next briefly discuss the case where the interface breaks into many
small pieces giving rise to microstructures. For brevity we shall discuss only the
issue at the mesoscopic level, for particle models the analysis is still in fieri and
rigorous proofs are lacking. For concreteness we consider a specific model, the
Ginzburg-Landau functional F/gl](u) defined in (1.2) plus a non local term:

(7.13) Froaw) = FS ) + [ 7, 5 ufdr
A

where u : 4 — R (which is interpreted as a magnetization density); the potential
W in (1.2) is taken here equal to W(s) = (s* — 1%

Without the non local term (i.e. setting y = 0) there is a phase transition, the
forbidden interval for the magnetization being ( — 1,1). Namely the graph of the
limit free energy density is constantly 0 in s € (—1,1)

gl
(7.14) nmiM{Fﬂw‘fu:ﬂm}zo
A

[A|—o00 ‘A‘

and a recovering sequence is made by a regularization of profiles with # = +1 (in
the right proportion), as discussed in the introduction.
If we consider the problem with the non local term we have for s € (—1,1):

S F. . (w) B s
(7.15) }11% \/}|1Lnoo mf{ X ‘ ;l[u = s|/1|} =5

In the double limit first |4| — oo and then y — 0, the phase transition has dis-
appeared and the limit free energy density is strictly convex. We conjecture that
for y > 0 small enough there is no phase transition and minimizers at finite 4 will
be functions made by a regularization of profiles with « = £1 (in the right
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proportion). The scale where the function varies is determined by the non local
term and scale as ¢ with ¢ < y~!. Thus if we look on scales smaller than ¢ we
essentially see either 1 or —1, but on the average on scales much larger than ¢, we
see the imposed density s.

Proofs have been obtained when J, x J, is “reflection positive”, [20], and we
conclude the discussion on these topics referring to the literature, in particular
see [21], [22], [23], [24], [10], [12].
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Sunto

Problemi di algebra lineare numerica e segnatamente la soluzione di sistemi li-
neari di elevatissime dimensioni sono un normale passo intermedio quando si voglia
descrivere quantitativamente fenomeni complessi, modellati da equazioni nel con-
tinuo, ad esempio integrali e/o differenziali, o gia direttamente nel discreto, come
accade nel trattamento di segnali, di immagini o per problemi su grafi.

Con le dimensioni tipiche in tali contesti, 10'° ad esempio nel problema del web-
ranking di Google, I'uso di tecniche dirette € sconsigliato sia per motivi di stabilita
numerica, crescita degli errori dovuti alla finitezza della precisione di macchina, sia
di costo computazionale complessivo. La comunita numerica ha dunque indicato
nei metodi iterativi un possibile modo per superare tali difficolta ed i motivi sono
i seguenti: i metodi iterativi rispettano la struttura del problema, portando ad
una contrazione del costo computazionale del prodotto matrice-vettore, riducono il
calcolo della soluzione approssimata ad un numero finito di passi in cui 'operazione
pill costosa € proprio il prodotto matrice-vettore, ’analisi di tale numero di passi
necessari a garantire la precisione desiderata é possibile se si conoscono proprieta
spettrali delle matrici coinvolte.

In questa comunicazione si sceglie una classe di problemi “shift invariant” (Toe-
plitz) o riconducibile al caso “shift invariant” e si discutono alcuni risultati signifi-
cativi degli ultimi trenta anni. In particolare si analizzano criticamente i risultati
ottenuti in ambito multigrid ed in ambito di precondizionamento, in termini di co-
sto computazionale complessivo ed in particolare in termini delle proprieta spettrali
delle strutture matriciali coinvolte.

In questa direzione si fa menzione alla classe di successioni di matrici local-
mente Toeplitz generalizzate, GLT, che forniscono un ambito nel quale I'analisi
spettrale puo essere naturalmente ricondotta alla individuazione di un simbolo, che
a sua volta porta informazioni dal problema continuo o discreto di provenienza.
La classe GLT é di interesse poiché contiene strutture provenienti da un ricco am-
bito di applicazioni ed in particolare contiene le successioni di matrici di Toeplitz
associate ad un simbolo e virtualmente ogni approssimazione con metodi “locali”
(differenze finite, elementi finiti, volumi finiti) di operatori integrali e differenziali
con coefficienti variabili.
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Si fanno cenni ad alcune applicazioni per dare evidenza tangibile dei risultati
ottenibili e delle tecniche discusse.
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L’esistenza di traiettorie paraboliche che collegano due diverse configurazioni
centrali di N corpi é un problema classico della meccanica celeste. Dato un po-
tenziale di tipo Kepleriano anisotropo in una dimensione qualunque, positivamente
omogeneo di grado —a € (—2,0), cerchiamo traiettorie globali, di energia nulla
aventi due prescritte direzioni asintotiche all’infinito e che, inoltre, siano geodeti-
che globali per la metrica di Jacobi. Tali traiettorie corrispondono a connessioni
eterocline sella-sella sulla varieta di collisione introdotta da McGeehe e, pertanto,
sono strutturalmente instabili e compaiono solo per una sottovarieta dei potenziali
di codimensione uno.

Siamo in grado di dar loro una caratterizzazione variazionale in termini di
un problema ausiliario di traiettorie minimali, a parametro libero, con un ostaco-
lo. In tale modo possiamo formire una caratterizzazione completa della classe dei
potenziali che ammettono tali traiettorie paraboliche minimali, e riusciamo a pa-
rametrizzarla per mezzo del grado stesso di omogeneita. Inoltre, I'esistenza delle
traiettorie paraboliche minimali puo essere messa in relazione con la comparsa di
traiettorie minimali di collisione. Infine, in due dimensioni, la loro comparsa viene
messa in relazione con con ’esistenza di una soluzioni globale liscia dell’equazione
di Hamilton-Jacobi associata sul ricoprimento doppio del piano.

Si tratta di una ricerca in collaborazione con V. Barutello e G. Verzini.

Intervento: Susanna Terracini,
Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come transizioni di
fase minimali,

Bollettino U. M. I. (9) V (2012), 689-710
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Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come
transizioni di fase minimali (*)

SUSANNA TERRACINI

Abstract. — Quanto seque ¢ il testo della conferenza plenaria che ho tenuto al XVIII
Congresso dell’Unione Matematica Italiana, in cui ho esposto il contenuto di due
lavori in collaborazione con V. Barutello e G. Verzini (2, 3]). In tali lavort st é svi-
luppato lapproccio variazionale alle traiettorie paraboliche della Meccanica Celeste,
che connettono due configurazioni centrali minimali.

1. — Introduzione
1.1 — Il problema degli N-corpi

Date N particelle puntiformi di masse m; e posizioni ; € R? e dati dei
potenziali di interazione U; ;(x) (tali che si soddisfi il principio di azione e
reazione, cioe U;j(x) = U;;(—x)), ci interessiamo al sistema di equazioni
differenziali:

N
miEit) =Y VU i) — ;1)) .
J#U
N
Detta © = (x1,...,25) € R™ 1a configurazione e U(x) = ) U; j(x; — ;) il po-

j<i
tenziale totale. Detta M = diag(my,...,my) abbiamo un sistema Newtoniano
della forma:

Mi@t) =VU() .

Per noi i potenziali sono omegenei di grado —o:

e, come noto, il caso Kepleriano si ha per o = 1. Osserviamo la presenza di

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 17 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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molte relazioni di interazione binaria (tutte le particelle interagiscono con
tutte le altre). Il sistema degli N-corpi e integrabile per quadrature nel caso di
due corpi, ma non lo & pitt non appena N =3. Per questa ragione, e considerato
il proprotipo di sistema complesso, essendo soggetto a diversi regimi, anche in
dipendenza di valori dell masse. Innanzitutto, sono di interesse le regioni dello
spazio delle fasi in cui si hanno dinamiche regolari (esempio: il problema della
stabilita del sistema solare), lo studio delle quali coinvolge principalmente la
teoria KAM e quella delle perturbazioni. E in un certo senso paradossale che,
nonostante la teoria KAM sia stata in origine motivata proprio dallo studio
della stabilita del sistema planetario, tale applicazione sia stata resa possibile
soltanto dagli avanzamenti piu recenti della teoria (si veda per esempio il re-
cente lavoro di Chierchia e Pinzari [12]). Altrettanto imteressante e lo studio
delle regioni di instabilita del problema degli N-corpi. Le metodologie coin-
volte nel riconoscimento di orbite periodiche vieppiu complicate, ed in gene-
rale, di traiettorie non banali fanno capo sia alle teorie perturbative che a
quelle proprie dell’Analisi non lineare (metodi variazionali e topologici). Un
ruolo di fondamentale importanza é rivestito dalle orbite periodiche, la cui
rilevanza e ben sottolineata nella celebre citazione di Poincaré:

1l semble d’abord que ce fait [lexistence de solutions périodiques] ne puisse
étre d’aucun intérét pour la pratique. En effet, il y a une probabilité nulle pour
que les conditions initiales du mouvement soient précisément celles qui corre-
spondent a une solution périodique. Mais il peut arriver qu’elles en different
tres peu, et cela a lieu justement dans les cas ou les méthodes anciennes ne sont
plus applicables. On peut alors avec avantage prendre la solution périodique
comme premiere approximation, comme orbite intermédiaire, pour employer le
langage de M. Gyldén.

Il y a méme plus: voici un fait que je n'ai pu démontrer rigoureusement,
mais qui me parait pourtant tres vraisemblable.

Etant données des équations de la forme définie dans le numéro 13* et une
solution particuliere quelconque de ces équations, on peut toujours trouver
une solution périodique (dont la période peut, il est vrai, étre tres longue),
telle que la différence entre les deux solutions soit aussi petite qu’on le veut,
pendant un temps aussi long qu’'on le veut. D’ailleurs, ce qui rend ces solu-
tions périodiques ausst précieuses, c’est qu’elles sont, pour ainst dire, la seule
breche par on mous puissions essayer de pénétrer dans une place jusq’ict
réputée inabordable. [H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique
Céléste (1892-1899), p. 82].

() Poincaré considerava, in questo paragrafo, le equazioni hamiltoniane in forma
canonica.
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1.2 — Minimi G-equivarianti del problema degli N-corpi

Un capitolo notevole nello studio recente delle orbite periodiche riguarda quelle
che hanno simmetrie spazio-temporali non banali. Nell'ultimo decennio ne sono
state descritte diverse ed e stata elaborata una teoria sulla minimizzazione G-equi-
variante (si vedano per esempio le referenze [11, 23, 7, 8, 9, 20, 21, 46, 47, 22, 24]).
Tale studio ha portato, per esempio, alla determinazione di orbite con le simmetrie
dei gruppi di Klein delle rotazioni dei solidi platonici, nel caso di N-corpi di masse
uguali (si vedanoilavori [20, 21, 24]). E danotare che, in tali casi, il potenziale ridotto
ha la forma:

m,
U@ =2 3y

qui R e l'insieme degli assi delle rotazioni e m, dipende dall’ordine della rota-
zione. Il potenziale ridotto, come quello originario degli N-corpi peraltro, &
dunque anisotropo, omogeneo di grado —o. Dato un potenziale U come sopra,
dati a <b, e una funzione x appartenente allo spazio di Sobolev H! ((a, b); R?),
consideriamo la sua azione lagrangiana (corrispondente alla lagrangiana L£):

b
A@) = Alla, bT;2) = [ £G®), 2(0) dt,

LG, x) = % &% + Ulz).

Quando 'esponente di omogeneita &€ minore di due, se l'arco « interagisce
con le singolarita del potenziale, allora l'azione puo essere infinita oppure
finita. Se invece «=2 l'azione di un arco di collisione & sempre infinita (la
strong force condition di W. Gordon, [25]). Nell’approccio variazionale alle
orbite periodiche, uno dei problemi principali e quello delle collistoni: in
principio, infatti, le traiettorie minimali potrebbero presentare collisioni. E
questo un problema strettamente collegato con il piu classico problema della
regolarizzazione:, ovvero come proseguire il moto dopo una collisione. Questo
secondo aspetto ha radici pit antiche nella letteratura, ed € doveroso citare le
regolarizzazioni proposte da Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Moser, Knauf
([33, 51, 41, 32]). Le tecniche di regolarizzazione prevedono un rivestimento
doppio dello spazio delle configurazioni, insieme ad una riparametrizzazione.
Nell’approccio variazionale, invece, si sono utilizzate approriate variazioni per
dimostrare che le orbite paraboliche non hanno collisioni. Un aspetto che e
stato recentemente messo in luce (a partire da [48]) riguarda il legame fra
lesistenza di collisiont in archi minimali e Uapparire delle orbite para-
boliche. In questa conferenza mi concentrero proprio sull’analisi di questo
legame.
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2. — Orbite paraboliche

Traiettorie ad energia nulla
Consideriamo il sistema conservativo
(1) i) = VVt), weRY\Z,

dove d=2, il potenziale V e regolare al di fuori di un insieme di collisioni X, vicino
al quale ha limite + oc:

2) lim V(@) = +oo,

e infine soddisfa la condizione di normalizzazione

3) 0= l}r‘n inf Vix)<V(x) V.

Nel seguito supporremo inoltre che

(4) V' sia omogeneo di grado — «, per qualche o € (0,2).

DEFINIZIONE 2.1. — Una traiettoria parabolica del sistema (1) ¢ una soluzione
globale e priva di collisiont che ha energia nulla:

5) ;mﬁzvmm, Vi€ R.

Come noto, nel problema di Keplero (cioé quando V(x) = 1/|x|), tutte le so-
luzioni intere con energia nulla disegnano delle parabole. In questo caso le orbite
paraboliche possono essere definite equivalentemente come quelle soluzioni che
hanno energia cinetica nulla all'infinito: |&(¢)] — 0 quando ¢ — + cc.

Moti asintotici e moti omotetici

Le orbite paraboliche hanno delle proprieta asintotiche notevoli, sia per
quanto riguarda il modulo |x| che la configurazione norma