Argomentazione

Attivita centrale in
matematica

Avvio alla
dimostrazione

F. Morselli & M. Testera

Attivita importante
per la costruzione
dei significati

Passaggio al
pensiero teorico




Osservazione a
lungo termine:
come si sviluppano
le competenze
argomentative?

Come
I"argomentazione
promuove la
concettualizzazio
ne?

Come promuovere
I"avvio al pensiero
teorico (es:
pensiero

algebrico)?




Come promuovere
I"avvio al pensiero
teorico (es:

pensiero
algebrico)?

L'algebra non e questione di
nuovi simboli, ma di insight &
understanding (Subramamian
& Banerjee, 2011)

* Percorso modificato:
rettangoli isoperimetrici

* Percorso ampliato: somma
di numeri consecutivi

Algebra come strumento
dimostrativo (Carpenter &
Franke, 2001)

Lo sviluppo del pensiero
algebrico comporta lo sviluppo
di specifiche modalita di
pensiero: analizzare relazioni
tra quantita, cogliere le
strutture, giustificare e
dimostrare. (Cai & Knuth,
2011)




L'algebra come strumento dimostrativo
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Le funzioni del linguaggio algebrico

Il iInguaggio algebrico puo essere utilizzato con tre diverse
finalita:

— Stenografare, cioe scrivere in modo simbolico

— Sintetizzare (cioe “riassumere informazioni”) e
generalizzare (cioe scrivere nella forma piu generale)

— Trasformare, cioe partire da una formula iniziale e,
atfraverso regole sintattiche, arrivare ad una formula
finale.




Le funzioni del linguaggio algebrico

La funzione peculiare del linguaggio algebrico € quella
trasformazionale.

La funzione di trasformazione rende il linguaggio algebrico
molto piu che un metodo dirappresentazione della
situazione problematica, conferendogli il potere di un
vero strumento di pensiero.




Pensa un numero...

: L'insegnante ti propone il sequente gioco:

I"Pensa ad un numero, molfiplicalo per due, aggiungi
:cinque, togli il numero che hai pensato, aggiungi otto,

1fogli due, togli il numero che hai pensato, togli uno”.
|
|

le Secondo te, e possibile che I'insegnante, pur non
conoscendo il numero che tu hai pensato, indovini
il fuo risultato?

« Sesi, in quale modo?




I ciclo fondamentale dell’algebra

TRASFOEMAZIONE

FORM I » FORM 2
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I ciclo fondamentale dell’algebra

NX2+5-N+8-2-N-1 NX2-N-N+5+8-2-1=10

TEASFORMAZIONE
FORM 1 » FORM 2
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SEM ] SEM 2

IL GIOCO: pensa un numero.... IL RISULTATO E' SEMPRE 10




La razionalita nell’uso del linguaggio

algebrico

Razionalita
epistemica (ER)

Modelling requirements: correttezza della formalizzazione
della situazione e dell'interpretazione delle espressioni
algebriche

Systemic requirements: correttezza nell’applicazione delle
regole sintattiche di trasformazione

Razionalita
comunicativa
(CR)

Razionalita
teleologica (TR)

Adesione alle regole di notazione condivise dalla
comunita diriferimento.

Adozione di criteri che possano facilitare la leggibilita e |l
trattamento delle espressioni

Scelta e gestione, consapevole e in accordo con lo
scopo dell’attivita, delle formalizzazioni, trasformazioni e
interpretazioni




L'avvio all’algebra

Un modello implicito diffuso nell’ insegnamento
dell’ algebra: I' algebra come aritmetica
generalizzata

|l linguaggio aritmetico si estende nel linguaggio
algebrico

« L' algebra ¢ il “perfezionamento” dell’ aritmetica

— “Memoria” dell’ algebra
« 8+3=11 vs a+b




L” algebra come aritmetica generalizzata

“L’ algebra fa risolvere piu facilmente i problemi”

* Ma spesso | problemi presentati sono faciimente
risolubili con I’ aritmetica

« Questo “paradosso” puo portare al rifiuto
dell’algebra da parte degli studenti

Rischio: gli studenti non si

sentono moftivati ad utilizzare
" algelbra




False continuita fra aritmetica ed

algebra

Stessi simboli, significati diversi

“=* come azione, risultato

azb? = (a+b)(a-b) “=“ come azione, risultato,

ma anche come relazione




False continuita fra aritmetica ed

algebra

Le lettere:

2p = 3+3+5 efichetta

x2 = 4 iIncognita




Intfrodurre | algebra come estensione dell” aritmetica
PUO essere pericoloso (false continuitq)

Rischio: privilegiare il calcolo

Il passaggio all’ algebra non si puo ridurre
all’ infroduzione di un linguaggio piu evoluto

Il passaggio all’ algebra segna un cambiamento
qualitativo, € non solo di linguaggio




“Algebraic thinking in earlier grades should go
beyond mastery of arithmetic and computational
fluency to attend to the deeper underlying structure
of mathematics.

The development of algebraic thinking, including
analyzing relationship between quantities, noficing
stfructure, studying change, generalizing, problem
solving, modeling, justifying, proving, and predicting.
That is, early algebra learning develops not only new
tools o understand mathematical relationships, but
also new habits of mind”.

Cai & Knuth (2011)
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La vera transizione non si realizza quando si
INiziano a usare le lettere, ma quando si passa
ad un ragionamento di tipo algebrico, cioe
quando si passa dal calcolare allo studiare le

relazioni

17



Un secondo esempio

« Classi seconde e terze di scuola secondaria di primo
grado

Obiettivi generaili:

« approccio all'algebra come strumento dimostrativo




Che cosa si puo dire della somma di tre
numeri consecutlivi?

19



LAVORO DI GRUPPO

Immaginate le possibili soluzioni degli
studenti

Per risolvere il problema si usa
I'algebra? Se si, provate a utilizzare |l
ciclo fondamentale dell’algebra per
fare un’analisi a priori della
consegna

20



La sperimentazione

« Afttivita sperimentata in due classi
seconde (lIB, IIC)

* In ogni classe: due sessioni di due ore

« A disposizione:
» Produzioni individuali e di gruppo
 Video delle discussioni di classe

« Schermate LIM
« Note dell’osservatore




Le congeftture prodoftte

[ W risultato & divisibile per 3 (9 studenti) |
|+ Ml risultato & divisibile per il numero |
| intermedio (4 studenti) |C|CISS€ I1C
I° Alfre osservazioni (es: ogni somma € multipla
della prima) (4 studenti) |
. Solo esempi numerici (3 studenti) |

i-_ Il risultato € divisibile per 3 (14 studenti) |
Classe |IB!- lirisultato & divisibile per il numero intermedio |

| (2 sfudenti)

|+ Prendendo due dispari piu uno pari consecutivi |

| ilrisultato e pari (7 student) |

1 Alfre osservazioni (es.: Il risultato e il doppio del |
precedente) (6 studenti) l




Episodio 1: una proprietd, fre modi di
provarla




Giustificazione mediante esempio

generico

SI pUS OSSERVARE CHE M (Omy . 2 Jp
mueTlPle gy TRe g

2+3=6
1213,

1}@ -4

514652453756

[MOLTRE SE IL TERZO NMUMERe pAaA UM T4
AL PRI PNEMTAIO MAEN @ VA

Inoltre se il terzo numero dd un’unita al primo, diventano numeri uguali

- Gilustificazione mediante esempio generico:
I'esempio non serve per “verificare che la congettura
funziona” ma per mostrare, nel caso specifico
dell’esempio, “perché la congettura funziona”

- La giustificazione si fonda sul fatto che si puo togliere

1 al terzo numero e aggiungerlo al primo, oftenendo
cosl tre volte lo stesso numero




Giustificazione mediante esempio

generico

O: fra I'altro in questo modo si capisce perché e una
proprieta che non funziona sempre. Qualcuno di voi
forse I'"ha fatto, di sommare tre numeri non consecutivi.
Non & detto che succeda piu questo, noe Questo fa
capire perché servono proprio fre numeri consecutivi per
poter avere questo.

Elio: se provassimo qui a fare, anziché 503, 504...
diventerebbe 503... ne tolgo 1 e viene 503 € non 502.




Dimostrazione per via algebrica

JI pud OSSERVARE CHE M (O Ry
vt Ple g TRe g

Nt 7,7"24:: 6
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01 4+62453=756
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a+a+1+a+2
a+a+a+1+2
a*3+1+2
a*3+3




Dimostrazione per via algebrica

S Y9 eSSERVARE CHE M Oy JEaVYY,
vt Ple g TRe g

Pero magari su numeri piu grandi non
funzionava e non potevamo fare un
esempio su tutti. Quindi abbiamo
pensato all’aftivita dell’anno scorso e
anziché scrivere un numero Preciso
abbiamo scritto un numero in
generale, cosi.

a+a+1+a+2
a+a+a+1+2
a*3+1+2
a*3+3




Dimostrazione per via algebrica

S Y9 eSSERVARE CHE M Oy PRV,
vt Ple g TRe g

N+ 2F3=6
ﬁ?‘;’ —04 E poi abbiamo applicato la proprieta
,;5,7 JFSZJ;Q commutativa che invece di scrivere @

+a+1+a+2 abbiamo scritto
esattamente a+a+a+1+2 e cosi
abbiamo capito che si poteva fare
semplicemente a*3+3, che cosli viene
per forza multiplo di 3

[ MOLTRE

a+a+1+a+2
a+a+a+1+2
a*3+1+2
a*3+3




Dimostrazione per via algebrica

JI fUT OSSERVARE CHE M cOmm . 2 Jp
mueliPle g/ TRe g

2 = 6
At 213,

N
FHOTS> =24

D4 4+62+453=75¢6 ) i
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La spiegazione “con le lettere” non ricalca lo
spiegazione fatta sull’esempio numericol




Seconda dimostrazione per vio

algebrica

Nella discussione, I'insegnante invita Elio a scrivere in
lettere la prima spiegazione (“trasporto di 1)

ol 740U +740C4T= 31 (60 47)
£ osi S/ PImoSTRT a#dg ArviHe CHE 4 (Qmma
OI TRE prd€ i ConsECVTNI € UV mULTI Lo 013




Due dimostrazioni per via algebrica:
analisi mediante gli strumenti teorici




La prima dimostrazione per vio

algebrica
a+a+1+g+2 30+3
TRASFORMAZIONE
FORM 1 » FORAM 2
F
1 Z
= o
S z
= &
= <
1
= >
~ tm
(o
=
Y
SEAM I SEA 2

Somma di fre numeri consecutivi  Divisibile per 3




. . . Scopo:
La prima dimostrazione oftenere la
divisibilita

per via algebrica ser 3

a+a+1+a+2 RE, RT 30+3

: TRASFORMAZIONE
Espressione

) - (ORAM 1 » FORM 2
manipolabile A .
> =
S &
>, &
RE, RT : g
’ g %
o trl
o

= Y

SEM I SEA 2

Somma di fre numeri consecutivi  Divisibile per 3




Si potrebbero anche eseguire le
trasformazioni senza avere idea
della proprietd da dimostrare e
poi scoprire la divisibilita per 3

La prima dimostrazig
per via algebrica

a+a+1+a+2 RE, 30+3
TRASFORMAZIONE
FORM I FORM 2
s |
= Si potrebbero anche
N eseguire le trasformazioni
R E RT = senza avere idea della
’ g proprietd da dimostrare e poi

= scoprire la divisibilita per 3
=
SEM I SEM 2

Somma di fre numeri consecutivi  Divisibile per 3




La prima dimostrazione

per via algebrica

ata+1+a+2  RE, RT 3a+3 = 3(a+1)
TRASFORMAZIONE

FORM I » FORM 2

: |

N Si potrebbe

5._.: anche cogliere

RE. RT & la divisibilita per i
! § numero

z infermedio

=

SEM 1 S,
Somma di tre numers Divisibile per 3
consecufivi 3 volte il numero

centrale




La seconda dimostrazione per via

algebrica

a+l + a+l1+ g+l1=

+Q+1+0+2

ard = TEASFOERMAZIONE 3(0"'1)

FORM I » FORM 2

. t E

S 2

R z

: :

S S

as td

o

=

¥

SEM 1 SEM 2
Somma di tre numers Divisibile per 3
consecutivi 3 volte il numero

centrale




La seconda dimostrazione Scopo: ottenere

la divisibilita per 3

algebrica
RE

Espressione RT di alto livello
manipolab

a+1 + a+1+ a+1=

+
TRASFORMAZIONE 3(0 1 )
ORM 1 » FORM 2

Si coglie anche

RE, RT la divisibilita per il

| numero
E intermedio
.
o
=
SEM 1 SEM 2
Somma di tre numers Divisibile per 3
consecutivi 3 volte il numero

centrale




La formalizzazione € corretta (RE) e utile (RT) per lo
successiva manipolazione

TEASFOEMAZIONE

FORM 1 » FORM 2
‘ [ —
- Z
= =
S :
3 s
N =
= B
= S
= Z

- v
SEM 1 SEAM 2




Le trasformazioni sono condofttte in modo corretto (RE) e utile
(TR) in relazione allo scopo (ottenere la divisibilita per 3).

Nella seconda dimostrazione, la trasformazione si basa sulla
strategia dello “spostare un'unitd”: e guidata dalla strategia
precedentemente intuita (fortfe componente teleologica TR).

FORM 1 FORM 2

4 -
= z
= =
= 7
N ~
= B
< S
o Lz
-
e}

v

SEM 1 SEM 2



L'inferpretazione € corretta (ER).

Nella prima dimostrazione per via algebrica |'espressione
30+3 potrebbe essere ulteriormente sviluppata per
rendere ancora piu evidente la divisibilita per 3.

Nella seconda dimostrazione per via algebrica si puo
leggere anche la divisibilita per il numero intermedio

TRASFORMAZIONE
FORM 1 FORM 2
. z
Z =
= 7
= el
.ﬂ: il
et ki
E =
= ™
= S
= =
o

e}

L

SEM 1 SEM 2




INn sintesi...

« La prima dimostrazione e prevalentamente sintattica (e
potrebbe essere condotta anche senza conoscere la
proprietd a cui si vuole arrivare)

« La seconda dimostrazione € portata a termine sotto la
guida di una forte anticipazione, quindi in continuita con
I'argomentazione condoftta in linguaggio naturale e con
I'ausilio degli esempi numerici.




INn sintesi...

e Entrambe le dimostrazioni offrono occasione di
riflessione a livello meta:

« La prima dimostrazione puo suggerire I'idea della
dimostrazione con funzione di scoperta

« La seconda e un esempio di dimostrazione con funzione di
spiegazione.

« Nel caso si noti che il risultato € anche divisibile per il
numero infermedio, c'e anche la funzione di scoperta.

» |noltre, questa dimostrazione mette in luce I'importanza
degli esempi numerici

42



INn sintesi...

« Da questa analisi emerge I'importanza di una
riflessione a posteriori sul confronto fra le due

dimostrazioni

« Argomentazione a livello meta:

« Sul modo di provare mediante I'algebra (ruolo cruciale
della trasformazione)

« Sulla funzione della dimostrazione algebrica
(convinzione, spiegazione, scoperta)




Episodio 2: alla ricerca di una
dimostrazione algebrica




Nell’altra classe...

Una sola studentessa utilizza le lettere

i-_ Il risultato e divisibile per 3 (14 studenti)
Classe |lIB |° I risultato € divisibile per il numero infermedio |
| (2 studenti) |
|+ Prendendo due dispari piu uno pari |
| consecutivi il risultato € pari(7 studenti) |
I- Alfre osservazioni (es.: Il risultato € il doppio del |

precedente) (6 studenti)




L'uso delle lettere

. , ' e o el Consecui| FD,SEOOO
N+ \*0=n , \
T =sexe 50%%2/3 oo o)
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Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



Nn+Nn+n

FORM 1 -

—

FORMALIZZAZIONE

SEM 1

Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



Nn+Nn+n

FORM 1 -

—

FORMALIZZAZIONE

SEM 1

Somma di tre numeri consecutivi

n/3

- FORM 2

v
SEM 2

Divisibile per 3



Algebra con funzione
stenograficao

Nn+n+n n/3

FORM I - X X X . FORM 2

1 N

=

=

E;:f Formalizzazione
s

S

= v

SEM I SEA 2

Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



N+N+nN n/3

s XXX rom:

A
z T Mancanza a
. (- . .

Problemia g ivello i
livello di RE :j:- Edel & razionale FOZ.IC?rnoll.’ro

E rispetto al suo €pPIS e’r‘mco

§ scopo: “tradurre Mq ce 'UI\’K]

= in lettere” r02|on0I|To |

= quanto scoperto v TeTlJreclbloglco in

ol
SEM 1 SEM?

Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



VIS’IOﬂe rifuale n/3
dell’algebra come
strumento dimostrativo

Problemi g
livello di RE

FORMALIZZAZIC

SEM 1

. FORM 2

A
[ Mancanza a
livello di
razionalitd
epistemica
Ma c'e una
razionalita
v teleologica in

|
SEV g’r’ro.

Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



Quel che manca ¢ la

consapevolezza (a livello /3
meta) del potere

frasformazionale  FORM 2

dell'algebra A
Mancanza a
livello di
razionalitd
epistemica
Ma c'e una
razionalita
teleologica in

Sﬂ’ro!

P

livello di RE

v
SEM

SEM

Somma di tre numeri consecutivi  Divisibile per 3



Nn+n+1+n+2

FORM 1 -

—

FORMALIZZAZIONE

SEM 1

Somma di tre numeri consecutivi

n/3

- FORM 2

v
SEM 2

Divisibile per 3



La discussione di classe

Prima avevamo scritto
numero piu numero piu
numero senza 1,2,3 perd =25
poi bisognava
aggiungere 1,2,3 per far
capire che sono
consecutivi N R

N\StOW@ de@ﬁa ‘50”””78 f -
VIO d“gl%@




La discussione di classe

Si poteva scrivere in un
altro modo




- FORM 2

SEM 2




La discussione di classe

' odr 0
®

. of ' W -
K5 L1—Lm, z+4/1«.&zj :

A

Non specifica
che sono

consecutivi

Se io entro in classe in questo
momento e vedo quella somma
scritta alla lavagna, capisco che
e la somma di tre numeri
consecutivi?

e la somma di un numero pari piu
un numero dispari o di un numero
dispari piu un numero pari




La discussione di classe

i " Nonspe;;;;\\/?€;77
che sono

RE, RT

consecutivi

Se io entro in classe in questo
momento e vedo quella somma
scritta alla lavagna, capisco che
e la somma di tre numeri
consecutivi?

RC

RE

e la somma di un numero pari piu
un numero dispari o di un numero
dispari piu un numero pari




La discussione di classe

, . n -/ Il numero primo deve
K5 Ltmz+ %

[ essere diverso dal
numero terzo

Potrebbero essere uguali, potrebbe
essere 6+7+6

Se io per esempio metto al posto di n, 3, quella
scrittura diventa 6+7+6. lo invece vorrei per
esempio 6+7+8. Come faccio a rendere quella
scrittura una scrittura che veramente rappresenti
la somma di tre numeri consecutivi?




La discussione di classe

o ' n -2 Il numero primo deve
fmZz+d x

[ essere diverso dal
numero terzo

Potrebbero essere uguali, potrebbe
essere 6+7+6

Se io per esempio metto al posto di n, 3, quella
scrittura diventa 6+7+6. lo invece vorrei per
esempio 6+7+8. Come faccio a rendere quella
scrittura una scrittura che veramente rappresenti
la somma di tre numeri consecutivi?

— RE



La discussione di classe

' oy odr 0

Lt me2 O AR L
.@——/1— +/| R_J 3

Possiamo usare tre lettere diverse

Possiamo mettere... nel primo
caso n2, poi n2+1, poi n2+3 ...
n2+2

ry\-z + o 2+ +Mm-24 7




La discussione di classe

P\-z +N2Z+A M4 2

fL::.b

¢ + ¥ X3




La discussione di classe

P\-z + N2+ MLt D

mrivere 5+6+7 in quel D




La discussione di classe

P\-z + N2+ MLt D

\\\\izi\\\\\\ﬁﬁfffiijcHveﬁa5+6+7hwquelnu%%{{:::::::::::>

<\\\\\\jfffiaﬁuatogﬁereiIperZ////::::ff§§§§§;>
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M=5

B - S




RT

Finora che cosa abbiamo fatto pero? Non
abbiamo fatto altro che rappresentare la somma
dei tre numeri consecutivi. [...] Per ora abbiamo
solo scritto il testo, abbiamo solo scritto I|a
somma dei tre numeri consecutivi. A che cosa ci
puo servire averla scritta a quel modo?

ML A YA =
Mmotretme A L =
m toe e & 3

N3+

Perché modificando
verrebbe numero +
numero + humero
+1+2, e quindi ...




INn sintesi...

« L'attivita € occasione per una riflessione su come
funziona I'algebra come strumento dimostrativo

« C’'e unarazionalita nella scelta di usare I'algebra come
strumento dimostrativo e una razionalita nel condurre la
dimostrazione per via algebrica

... € la consapevolezza delle componenti di razionalita relative al
fatto di provare mediante |'algebra ha influenza sulle componenti
di razionalita relative a come condurre una dimostrazione per via
algebrica

Es: I'algebra € un utile strumento dimostrativo perché consente di
oftenere la dimostrazione mediante frasformazione di espressioni
simboliche - |la formalizzazione e le conseguenti tfrasformazioni
non devono solo esssere corrette, ma goal-oriented




Ripensando ai due esempi (Elio ed Edelawit)

Alcuni temi emersi:

* llruolo e valore degli esempi numerici

« L'accettabilita di una dimostrazione mediante
esempi hnumerici

* |l ruolo cruciale della tfrasformazione, e la
conseguente importanza delle formalizzazioni
transformation-oriented

|l rapporto dialettico tra manipolazione sintattica e
manipolazione piu “creativa”

« Le diverse funzioni della dimostrazione algebrica




Sviluppi

Il ciclo di attivita individuale-condivisione in gruppo-
discussione di classe puo solo parzialmente
promuovere argomentazioni di livello meta sui temi
elencati

E dunque necessario pensare e sperimentare
consegne aggiuntive che colgano e sviluppino le
occasioni di argomentazione a livello meta

Alcune nuove consegne sono gia state
sperimentate...




Le ulteriori consegne

Per casa & proposta una scheda contenente fre richieste:

Che cosa si puo dire della somma di due numeri consecutivi?
Che cosa si puo dire della somma di quattro numeri consecutivi?
Che cosa si puo dire della somma di cinque numeri consecutivi?

Successivamente, lavoro sulle produzioni degli studenti:

Confronto di testi

Considera le risposte fornite da alcuni dei fuoi compagni alle
domande sulle somme di numeri consecutivi. Confrontale e scrivi le
tue riflessioni:

Che cosa si puo dire sulle proprieta trovatee

Che cosa si puo dire sulle spiegazioni presentatee
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Risposta C
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Risposta D
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Risposta E
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Risposta F
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