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Nel	  1908	  furono	  pubblicate	  le	  
lezioni	  di	  Felix	  Klein	  per	  gli	  
insegnan7	  della	  secondaria.	  	  	  
	  
Il	  libro	  sfidava	  insegnan7	  e	  
matema7ci	  a	  farsi	  carico	  delle	  
relazioni	  tra	  la	  matema7ca	  
come	  disciplina	  scolas7ca	  e	  
matema7ca	  come	  disciplina	  
scien7fica.	  	  

L’inizio	  della	  storia:	  Felix	  Klein	  



Il	  Proge)o	  Klein	  nel	  21°	  
secolo	  (PK21)	  vuole	  
introdurre	  gli	  insegnan7	  
agli	  sviluppi	  recen7	  della	  
matema7ca	  creando	  un	  
valido	  collegamento	  con	  
la	  loro	  aRvità	  quo7diana	  
in	  classe.	  	  	  

Conseguentemente:	  



All’inizio	  PK21	  fu	  ideato	  con	  l’idea	  	  
di	  produrre	  una	  versione	  moderna	  	  
del	  libro	  di	  Klein	  con	  un	  CD.	  
Successivamente	  si	  è	  avuta	  l’idea	  di	  
produrre	  anche	  delle	  “Vigne)es”	  	  	  
(storie	  matema7che),	  rendendole	  
disponibili	  in	  un	  Blog.	  
L’inizia7va	  è	  poi	  cresciuta	  con	  
seminari	  e	  lavori	  in	  differen7	  par7	  	  
del	  mondo,	  per	  condividere	  e	  
coinvolgere	  le	  comunità	  di	  
ricercatori/insegnan7	  nel	  proge)o.	  

Come?	  



PK21	  riguarda	  la	  
matema7ca:	  	  
i	  suoi	  temi,	  	  
i	  suoi	  problemi,	  	  
le	  sue	  sfide	  	  
e	  le	  sue	  applicazioni.	  	  	  

E	  quindi	  



Si	  riferisce	  alla	  situazione	  
educa7va	  del	  21°	  secolo,	  
che	  è	  molto	  diversa	  da	  
quella	  in	  cui	  lavorava	  Klein.	  

E	  quindi	  



ObieRvi	  di	  Klein	  

“Il	  mio	  compito	  sarà	  di	  mostrare	  le	  mutue	  
connessioni	  tra	  i	  problemi	  nei	  vari	  campi.	  	  
…	  
Spero	  che	  traiate	  dalla	  matema7ca	  uno	  
s7molo.profondo	  per	  il	  vostro	  insegnamento.”	  
	  
	  
“Questo	  libro	  è	  pensato	  solo	  come	  uno	  sprone	  
mentale,	  non	  come	  un	  manuale	  de)agliato.”	  	  	  
	  
	  



Perciò	  

PK21	  ha	  come	  suo	  focus	  il	  
piacere	  e	  l’ispirazione	  dei	  
suoi	  le)ori	  nel	  campo	  della	  
matema7ca…	  
…così	  che	  ques7	  diven7no	  
insegnan7	  ancora	  più	  
appassiona7.	  	  	  	  



De)o	  altrimen7	  

PK21	  mira	  a	  soddisfare	  le	  
esigenze	  degli	  insegnan7	  
di	  matema7ca	  che	  
desiderano	  aggiornarsi	  su	  
quegli	  sviluppi	  recen7	  
della	  disciplina,	  che	  
possono	  essere	  traspos7	  
nell’insegnamento	  
secondario.	  	  	  	  



Che	  cos’è	  il	  Proge)o	  Klein?	  

È	  un	  proge)o	  congiunto	  dell’ICMI	  e	  dell’IMU,	  
dire)o	  da	  un	  “Interna7onal	  Design	  Team”	  .	  

Interna7onal	  Mathema7cal	  
Union	  (IMU)	  
	  

	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  

G.	  Cohen	  (AUS),	  C.	  Rousseau	  (CND),	  H.G.	  Weigand	  (D),	  Y.	  Yamamoto	  (BR),	  	  
F.	  Arzarello	  (I),	  M.	  Ar7gue	  (FR),	  B.	  Barton	  NZ),	  W.	  McCallum	  (USA)	  



Che	  cos’è	  il	  Proge)o	  Klein?	  

Suo	  obieRvo	  è	  raggiungere	  TUTTI	  gli	  insegnan7	  
di	  matema7ca	  –	  non	  solo	  mirare	  agli	  entusias7,	  
ma	  aRrare	  possibilmente	  anche	  quelli	  che	  
possono	  così	  riscoprire	  il	  loro	  amore	  per	  la	  
matema7ca.	  	  

Interna7onal	  Mathema7cal	  
Union	  (IMU)	  
	  

	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  



Quindi	  

I	  matema7ci,	  gli	  studiosi	  in	  didaRca	  della	  
matema7ca	  e	  gli	  insegnan7	  giocano	  un	  ruolo	  
importante	  nel	  proge)o.	  
È	  importante	  che	  lavorino	  insieme,	  in	  modo	  il	  più	  
possibile	  inclusivo.	  

Interna7onal	  Mathema7cal	  
Union	  (IMU)	  
	  

	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  



Quello	  che	  non	  è	  il	  proge)o	  

PK21	  è	  neutro	  rispe)o	  ai	  curricoli	  scolas7ci:	  la	  
loro	  stru)ura,	  contenu7,	  modalità	  di	  
insegnamento	  e	  di	  valutazione,	  linee	  guida	  ecc.	  
I	  materiali	  non	  sono	  per	  la	  classe	  ma	  per	  gli	  
insegnan+.	  

Interna7onal	  Mathema7cal	  
Union	  (IMU)	  
	  

	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  



Le	  nostre	  sfide	  
Interna7onal	  Mathema7cal	  
Union	  (IMU)	  
	  

	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  

È	  obieRvo	  del	  proge)o	  produrre	  materiali	  /	  
organizzare	  workshop	  che	  siano:	  
-‐  matema7camente	  rilevan7;	  
-‐  collega7	  alla	  matema7ca	  e	  alle	  applicazioni	  

contemporanee;	  
-‐  a	  un	  livello	  matema7co	  adeguato	  alla	  scuola	  

secondaria;	  	  
-‐  che	  gli	  insegnan7	  desiderino	  leggere	  o	  

frequentare.	  	  



Le	  nostre	  sfide	  
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	  Interna7onal	  Commission	  
on	  Mathema7cal	  Instruc7on	  
	  

È	  obieRvo	  del	  proge)o	  produrre	  materiali	  /	  
organizzare	  workshop	  che	  siano:	  
-‐  matema7camente	  rilevan7;	  
-‐  collega7	  alla	  matema7ca	  e	  alle	  applicazioni	  

contemporanee;	  
-‐  a	  un	  livello	  matema7co	  adeguato	  alla	  scuola	  

secondaria;	  	  
-‐  che	  gli	  insegnan7	  desiderino	  leggere	  o	  

frequentare.	  	  



Le	  nostre	  sfide	  
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È	  obieRvo	  del	  proge)o	  produrre	  materiali	  /	  
organizzare	  workshop	  che	  siano:	  
-‐  matema7camente	  rilevan7;	  
-‐  collega7	  alla	  matema7ca	  e	  alle	  applicazioni	  

contemporanee;	  
-‐  a	  un	  livello	  matema7co	  adeguato	  alla	  scuola	  

secondaria;	  	  
-‐  e	  che	  gli	  insegnan7	  desiderino	  leggere/	  

frequentare.	  	  



I	  materiali	  

S7amo	  a)ualmente	  producendo:	  
	  

-‐  “Vigne)es”	  (brevi	  storie	  matema7che	  su	  di	  un	  
argomento	  specifico,	  che	  invoglino	  alla	  
le)ura);	  

-‐  “Il	  libro”	  (abbastanza	  corto,	  ma	  che	  copra	  gli	  
argomen7	  principali	  in	  qualche	  modo).	  	  



Le	  “vigne)es”	  
Tipicamente	  le	  “vigne)es”	  non	  superano	  le	  10	  
pagine	  e	  tra)ano	  un	  argomento	  di	  matema7ca	  
“contemporanea”	  (ul7mi	  100	  anni).	  
	  
Sono	  scri)e	  in	  modo	  che	  gli	  insegnan7:	  
-‐  siano	  invoglia7	  a	  iniziarne	  la	  le)ura;	  
-‐  desiderino	  con7nuare	  la	  le)ura	  fino	  in	  fondo;	  
-‐  siano	  s7mola7	  ad	  approfondire	  l’argomento	  

e…	  
-‐  …	  a	  leggerne	  un’altra.	  



www.blog.kleinproject.org	  



Le	  idee	  comuni	  delle	  	  “vigne)es”	  
Le	  “vigne)es”	  si	  propongono	  di	  trasme)ere	  il	  
seguente	  messaggio:	  
	  
•  La	  matema7ca	  è	  una	  disciplina	  viva	  all’interno	  

della	  scienza:	  non	  tu)o	  è	  stato	  de)o	  e	  si	  
verificano	  con7nuamente	  nuovi	  sviluppi.	  

•  La	  scienza	  e	  la	  tecnologia	  offrono	  problemi	  
alla	  matema7ca	  e	  la	  matema7ca	  perme)e	  
nuove	  scoperte	  alla	  scienza	  e	  alla	  tecnologia.	  



Le	  idee	  comuni	  delle	  	  “vigne)es”	  
Più	  precisamente,	  si	  propongono	  di	  
comunicare:	  
	  
•  Come	  lavorano	  i	  matema7ci	  
•  Il	  potere	  di	  un’idea	  “furba”	  	  
•  La	  forza	  dell’interdisciplinarietà	  	  

Ø  Riducendo	  al	  minimo	  gli	  aspeR	  tecnici	  
Ø  Intrecciandosi	  con	  la	  cultura	  dell’insegnante	  
Ø  Accompagnando	  l’insegnante	  oltre	  quello	  

che	  già	  sa	  
	  



ARrano	  alla	  le)ura	  
Ogni	  “vigne)e”	  deve	  ca)urare	  l’a)enzione	  del	  
le)ore.	  
	  
Per	  questo	  sono	  fondamentali:	  
-‐  il	  7tolo	  	  
-‐  la	  prima	  immagine	  
	  
La	  prima	  pagina	  con7ene	  un	  “gancio”:	  un	  punto	  
di	  a)acco,	  una	  ques7one	  fondamentale,	  che	  sia	  
intrigante	  e	  sproni	  ad	  andare	  avan7	  nella	  le)ura.	  	  	  



Per	  esempio	  



Spingono	  a	  con7nuare	  la	  le)ura	  
Il	  livello	  matema7co	  è	  cruciale;	  ogni	  “vigne)e”:	  
-‐  Inizia	  dal	  noto	  (“la	  base”)	  
-‐  Passa	  a	  un	  pezzo	  di	  matema7ca	  significa7vo	  

(“il	  pivot”)	  
-‐  Con7ene	  qualcosa	  di	  nuovo	  (“la	  ricerca”)	  

Lo	  s7le	  è	  altre)anto	  cruciale:	  
-‐  S7le	  accaRvante	  per	  un	  insegnante	  (diverso	  

da	  quello	  matema7co	  standard)	  
-‐  Non	  “parlare	  di”	  ma	  “accompagnare	  nella	  

le)ura”	  



Esempio	  



Finiscono	  con	  una	  “morale”	  
La	  storia	  descri)a	  in	  questo	  ar7colo	  mostra	  la	  notevole	  
unità	  della	  matema7ca,	  a	  cominciare	  dalla	  scuola	  superiore	  
per	  finire	  nella	  ricerca.	  Lungo	  la	  strada	  abbiamo	  incontrato	  
un'idea	  fondamentale	  nella	  matema7ca	  moderna:	  l'idea	  di	  
risolvere	  un	  problema	  riguardante	  un	  par7colare	  7po	  di	  
ogge)o	  (i	  triangoli	  con	  area	  6	  e	  perim.	  12,	  per	  esempio)	  	  
situando	  l'ogge)o	  in	  	  
uno	  spazio	  più	  	  
generale	  (lo	  spazio	  di	  	  
tuR	  i	  triangoli)	  e	  	  
trovando	  il	  modo	  più	  	  
conveniente	  per	  	  
parametrizzarlo.	  



Spingono	  a	  leggere	  altro	  sul	  tema	  
Ogni	  “vigne)e”	  deve	  me)ere	  in	  grado	  il	  
le)ore	  di	  approfondire	  l’argomento	  con	  una	  
varietà	  di	  documen7/indicazioni	  associa7:	  
-‐  Note	  storiche	  
-‐  Riferimen7	  bibliografici	  
-‐  Ulteriori	  applicazioni	  
-‐  Collegamen7	  con	  altre	  aree	  della	  
matema7ca	  

-‐  Commen7	  rela7vi	  al	  curricolo	  
-‐  Collegamen7	  a	  materiali	  per	  la	  classe	  
-‐  …	  



Spingono	  a	  leggerne	  un’altra	  

A)enzione	  a:	  
	  
-‐  Media:	  quelli	  usa7	  comunemente	  dagli	  

insegnan7	  
-‐  Linguaggi:	  le	  traduzioni	  (Inglese,	  Francese,	  

Tedesco,	  Italiano,	  Spagnolo,	  Portoghese,	  
Mandarino,…)	  

-‐  Accessibilità:	  TUTTI	  gli	  insegnan7	  	  



	  

Le	  “vigne)es”	  oggi	  esisten7	  in	  Italiano:	  
	  

-‐  Come	  funziona	  Google:	  catene	  di	  Markov	  e	  autovalori	  
-‐  Votazione	  equa:	  la	  ricerca	  dell’oro	  
-‐  Dimensioni	  superiori	  
-‐  Il	  microscopio	  di	  Banach	  per	  trovare	  un	  punto	  fisso	  
-‐  Qual	  è	  il	  modo	  per	  impacche)are	  le	  arance?	  La	  conge)ura	  di	  

Keplero	  sull’impacche)amento	  delle	  sfere.	  
-‐  La	  legge	  di	  Benford:	  imparare	  a	  interce)are	  le	  frodi	  
-‐  Colorazioni	  di	  mappe	  e	  basi	  di	  Gröbner	  
-‐  La	  dimensione	  
-‐  La	  storia	  di	  due	  triangoli:	  i	  triangoli	  di	  Erone	  e	  le	  curve	  

elliRche	  
-‐  Le	  successioni	  di	  Goodstein:	  la	  potenza	  di	  una	  deviazione	  

che	  passa	  per	  l’infinito	  
-‐  Matrici	  e	  immagini	  digitali	  	  



Un	  esempio	  di	  proge)azione	  
Gli	  invarian+	  in	  problemi	  di	  classificazione	  
(esempi	  da	  geometria	  e	  algebra)	  à	  equivalenze	  
	  
Un	  es.:	  il	  minimo	  numero	  di	  intrecci	  in	  un	  nodo	  à	  
equivalenza	  tra	  nodi	  ?	  
	  
Ma	  un	  nodo	  “sinistro”	  e	  “destro”	  possono	  non	  
essere	  equivalen7:	  	  
il	  n°	  di	  intrecci	  non	  è	  	  
un	  invariante	  
completo.	  



Un	  esempio	  di	  proge)azione	  

Il	  genere	  di	  una	  superficie	  è	  un	  invariante	  
completo	  (così	  come	  la	  cara)eris7ca	  di	  
Eulero):	  equivalenza	  =	  inv.	  completa	  
	  à	  classificazione	  delle	  superficie	  compa)e	  
orientabili	  senza	  confini.	  



Un	  esempio	  di	  proge)azione	  

Conica	  come	  luogo	  dei	  pun7	  P	  tali	  che	  il	  
rapporto	  tra	  la	  distanza	  |PF|	  da	  un	  punto	  
fisso	  F	  (Fuoco)	  e	  |PH|	  da	  una	  re)a	  fissa	  
(dire)rice)	  è	  costante	  (=	  e):	  
	  

|PF|/|PH|=	  e	  
	  	  
L’eccentricità	  è	  un	  invariante	  completo	  per	  
le	  coniche	  rispe)o	  alla	  relazione	  di	  
equivalenza	  di	  similitudine.	  
	  



Un	  esempio	  di	  proge)azione	  

Conica	  come	  luogo	  dei	  pun7	  P	  tali	  che	  il	  
rapporto	  tra	  la	  distanza	  |PF|	  da	  un	  punto	  
fisso	  F	  (Fuoco)	  e	  |PH|	  da	  una	  re)a	  fissa	  
(dire)rice)	  è	  costante	  (=	  e):	  
	  

|PF|/|PH|=	  e	  
	  	  
L’eccentricità	  è	  un	  invariante	  completo	  per	  
le	  coniche	  rispe)o	  alla	  relazione	  di	  
equivalenza	  per	  similitudine.	  
	  



La	  traduzione	  in	  italiano	  
La	  traduzione	  è	  stata	  fa)a	  da	  due	  
studentesse	  di	  do)orato	  di	  Torino,	  
Monica	  Panero	  e	  Marina	  De	  Simone,	  
grazie	  a	  un	  finanziamento	  dell’UMI.	  	  



I	  workshop	  Klein	  

Sono	  pun7	  d’incontro	  dove	  matema7ci,	  didaRci,	  
insegnan7	  si	  incontrano	  e	  lavorano	  alla	  
produzione	  di	  materiali	  per	  il	  Proge)o	  Klein.	  
	  
Non	  sono	  solo	  importan7	  i	  materiali	  ma	  le	  
interazioni	  negli	  incontri.	  
	  
La	  matema7ca	  contemporanea	  è	  un	  oRmo	  
terreno	  su	  cui	  tuR	  possono	  “giocare”	  insieme.	  	  	  



I	  seminari	  Klein	  

-‐  Brasile	  
-‐  Svezia	  
-‐  Spagna	  	  
-‐  Portogallo	  	  
-‐  USA	  	  
-‐  Nuova	  Zelanda	  	  
-‐  Francia	  
-‐  Germania	  
-‐  Cambogia	  
-‐  …???	  
	  

ARvità	  Polo	  DidaRco	  
dell’Accademia	  Scienze	  di	  
Torino	  2013-‐2014	  
	  
In	  rete	  con	  i	  Poli	  
Accademici	  coordina7	  
dall’Accademia	  Nazionale	  
dei	  Lincei	  
	  
(presentazione:	  25-‐11	  
Acc.	  Sci.	  Torino)	  
	  



h)p://blog.kleinproject.org/	  
	  



Vi	  invito	  a	  entrare	  nel	  proge)o…	  

-‐  Leggendo	  e	  commentando	  le	  vigne)e	  esisten7,	  
tenendo	  presente	  la	  filosofia	  del	  proge)o	  

-‐  Lavorando	  con	  altri	  alla	  creazione	  di	  nuove	  
vigne)e	  

-‐  Lavorando	  con	  altri	  alla	  produzione	  di	  
documen7	  di	  supporto	  

-‐  Diffondendo	  informazioni	  sul	  proge)o	  
-‐  Suggerendo	  ulteriori	  espansioni	  del	  proge)o	  
-‐  …	  
	  



Vi	  invito	  a	  far	  parte	  del	  proge)o…	  

h)p://umi.dm.unibo.it/	  progeR/
klein-‐project/	  

	  
www.blog.kleinproject.org	  
	  
www.kleinproject.org	  
	  
ferdinando.arzarello@unito.it	  
	  
	  



h)p://umi.dm.unibo.it/	  progeR/klein-‐project/	  
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