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La geometria di misura

Semplificando un (bel) po’, potremmo distinguere due temi principali della geometria
greca: la geometria di posizione, che sostanzialmente studia le curve, e la geometria di
misura, il cui scopo e quello di determinare aree e volumi di figure piane e solide.

A dispetto di questa etichetta, nella geometria greca non si misura una grandezza
geometrica nel senso che oggi viene attribuito a questa espressione.

Immaginiamo il caso piu semplice, in cui si debba misurare un segmento AB. Cosa
significa? Significa assumere un altro segmento u come unita di misura e vedere
quante volte u € contenuto in AB: il numero che esprime il rapporto tra AB e u e la
lunghezza di AB rispetto all'unita u. A questo punto il gioco sembra fatto: se abbiamo
un altro segmento CD, bastera ripetere l'operazione per avere la lunghezza del
segmento del CD e cosi via per ogni segmento. Ma ¢ proprio cosi facile?

D C Questa volta consideriamo due segmenti particolari, molto facili

5 da costruire geometricamente: il lato AB e la diagonale AC di un
7 quadrato qualsiasi. Anche se sembra molto strano, non e
. possibile trovare un segmento, per quanto piccolo si scelga, che
54 sia contemporaneamente sottomultiplo di AB e di AC: queste
. due grandezze, che non hanno unita di misura comune, si

A 7 B dicono infatti incommensurabili. In altri termini, se assumiamo
una qualsiasi unita di misura ad esempio il lato AB — e per
comodita possiamo assumere come unita proprio il lato AB — il numero che esprime la

lunghezza della diagonale AC ¢ il numero irrazionale v2.1

Nell’aritmetica greca, tuttavia, il “numero e pluralita di unita”, come afferma la
seconda definizione del Libro VII degli Elementi di Euclide. I numeri irrazionali,
dunque, non sono contemplati nel sistema numerico greco e questo impedisce di
misurare le grandezze nel senso che abbiamo indicato sopra.

Lo scoglio dell'incommensurabilita costringe a collocare 1l problema della
determinazione dell’'area e del volume delle figure nel contesto della teoria delle
proporzioni. In altre parole, “la misura delle grandezze, tra le quali figurano in primo
piano le aree delle figure piane e 1 volumi dei solidi, non verra espressa con un
numero, ma confrontando la grandezza in questione con altre grandezze simili, in

! Sul rapporto tra incommensurabilitd e numeri irrazionali e sulla dimostrazione di irrazionalita di v2
si veda, ad esempio la scheda della mostra Pitagora e il suo teorema
http://php.math.unifi.it/archimede/archimede/pitagora/exh_pitagora/schede.php?id=7#2.
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modo da stabilire una rete di relazioni quantitative”.2 Per questo motivo, infatti, nella
matematica greca non troveremo espressioni del tipo “il volume di un cono retto si
determina moltiplicando I'area del cerchio di base per l'altezza e dividendo per 3”
quanto piuttosto “un cono retto € la terza parte del cilindro ad esso circoscritto”
oppure, per restare in ambito prettamente archimedeo, si dira che “una sfera e pari ai
due terzi del cilindro equilatero ad essa circoscritto”.

Il problema generale teorico di determinare 'area di una figura piana o il volume di un
solido si traduce, quando e possibile, in un procedimento per trasformare le figure di
partenza (usando solo riga e compasso) in un quadrato equiesteso o rispettivamente in
un cubo. Per questo motivo, nella geometria greca, si parla di quadratura di una figura
piana (cioe “rendere quadrata”) e di cubatura di una solida.

La quadratura delle figure rettilinee: Euclide e i poligoni

Nei primi due libri degli Elementi di Euclide viene
completamente risolto i1l problema di quadrare una

I D | figura rettilinea qualsiasi, ovvero un poligono. Le
LIBRI QVINDICL: | proposizioni fondamentali sono la 42 e 45 del Libro I e la

(O, 6L1 scHoLIr “ATICHI. 14 del Libro II
TRADOTTI PRIMA .
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Le immagini che seguono sono tratte da una delle prime

ET HOR4 DORDINE DELLISTESSO edizioni a stampa degli Elementi in volgare italiano: si
¥ rxasronun NELLA WOSTRA WV LG A~ . . .
s de g, : tratta dell’edizione apparsa nel 1575, curata da uno dei

20 MR Bl LA R piu importanti matematici-filologi del Rinascimento,

I'urbinate Federico Commandino (15097-1575) 3.

i " Nel seguito, daremo I’enunciato in una formulazione piu

familiare al lettore moderno e faremo poi seguire il testo
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al,%-- commandiniano dell'intera proposizione, che puo essere

~== proposta in classe, sia come esempio di dimostrazione
euclidea, sia come esempio di volgare scientifico rinascimentale.

2 E. Giusti, Piccola storia del calcolo infinitesimale dall’antichita al Novecento, Pisa, Istituti Editoriali e
poligrafici internazionali” 2007, p.10.

3 In alternativa, per l'edizione inglese si puo consultare 1’edizione elettronica curata da D.E.Joyce ed
essenzialmente basata sulla traduzione di Thomas Heath (edizioni 1908 e 1925) e disponibile in rete
alla pagina

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html. In rete si1 trova anche Iledizione
ottocentesca di O.Byrne dei primi sei libri degli Elementi, ovvero quelli dedicati alla geometria piana
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html. L’edizione di Byrne presenta una
rilettura “visuale” delle dimostrazioni euclidee.
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Elementi, 1.42 Costruire, in un dato angolo rettilineo un parallelogrammo uguale a un
triangolo dato

PROBLEMA XI. PROPOSITIONE XLIT

Conttituire nel angolo_rettilineo dato vn parallelogrammo
| vguale aldato triangolot |

| siail date ttiangolo A B C, I'angolo .
rettilineo daro fia D. bifogna nellango-
lo rettilineo vguale z&cﬁg D cgn%&;rc
un parallélogrammo vgaale al triango-
lo/A B C.{eghifi B C per mezonelpuato.
. | E:&giunta A EnellalinearettaE G, &
25.di quello. 6] punto ch'é in efiu E conftituifcafi 'an
i goloC EF,vgualeallangoloD,&per A " 3
tirifi la A G parallelaallaE C, ‘& per C o P '
tirifita C G patallelaallaF E. adunque F ECGe pargliﬁl_ogr_amvwgf & Pg;ehc la
38.di qu efto. B EévgualeallaE'C, fard ancheil triangolo A BE vg_u‘alg'al trfanglq' A EC,
o ' conciofiacefa che fiano nelle bafivguali BE _E C, &. nelle mEd'cﬁmc*Rgra!fglc
54 diquefto. BC A G. il triangolo dunque A B C €doppio deltriangolo AE C ._J&,_,é"gug.f;,.
| dio il parallelogrammo F E C G doppio @d maugolp , perche hala me:deﬁma
bafe, & ¢ nelle medefime parallée . onde il parallelogrammo FE CG ¢ vguale
| al triangolo A B C: & halangolo C E Fvgual golo dato D. ad_pnquc fi¢
| conttitaito gelf'angolo CEF ,cheev gualegttrﬁt 0 kthIoD,il p.;?!;al'}c_lggranurf}o
FE CG vgualealdatotriangoloA B C ﬂx:hé blfdg.naga fare P -

ﬂ A F a

In questo problema, Euclide mostra come costruire un parallelogrammo ECGF, avente
un angolo fissato D, equiesteso al triangolo dato ABC. Se D é retto, il parallelogramma
equivalente al triangolo € un rettangolo. La costruzione € molto semplice: basta
tracciare la parallela AG per A al lato BC, considerare il punto medio E dello stesso
lato BC e, assumendo poi che I'angolo FEC sia uguale all’angolo dato D, si prolunghi

EF fino ad incontrare AG e si tracci per C la parallela a EF. Euclide poi dimostra che il
ECGF cosi costruito e congruo a ABC.

st di quelto.




Elementi 1.45 Costruire un parallelogrammo uguale* a una figura rettilinea data in un

angolo dato rettilineo

n
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..-nell’angolo HKF,vguale adE, & poi alla linta rettayG H adattifi il parallélo-

grammoQ M, vguale al*inangol D B C,nell’ang HﬁM ghéa vgudte ad E,
mea’anchc Fvgua

& perchie l'angolo E & vgua!e adé endne HKF
roli F KH. l§1—LG fono.

nqueglia _‘
vgualid gliangoli KHG GH - m ’;ah aﬂeﬁ,@e ferti &duﬂ:?

queKHG "G HM faragnokg r;mx, CPpe
dato punto H,che éin effa,le dt jkneefetteKH HMg

toalla HM.& perche )
alterni MHG HGF

que MHG H o110,V

MHG HGLfone vguali ¢
{aranno uguali 4 due retti. adunque ' & perche
fla;Jtivgmlp&pmallehal HG, maane jaKFvgua

le & parallelaallaM L. & foi}d@cﬁ
dallelinee reteé KM FL. adiinc qu
F Lanchora fono vguali & para.ﬂel ‘
deKFLMeparchIograme?& effen- I\
doil tria‘n‘&o!o ARD Vcru.-;l “al para
Iorrrammo
aral!e}ogr
t111neo ABCD Vgua}e a % I parafle.
!ogr&rﬁrhUKF LM fi &&,
tuito nell’angolo FKM checvguale al. . N
dato angolo’E Ilparailelogrqmmo KE _ g
LM, vguale aldato rettilineo ABC D ilche bﬂ%gnaﬁa fares

33. diquefto,

EiF & il trz" :
mmo GM

e confti- KRN

<P« i

* Oggi diremmo “equiesteso”. Per rimanere aderenti alla lettera del testo euclideo, nelle citazioni
puntuali degli Elementi conserveremo il termine “uguale”.
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Per trasformare un poligono in un parallelogramma, basta osservare che 1 poligoni si
possono scomporre 1 triangoli e, per la proposizione precedente (1.42), ogni triangolo si
puo trasformare in un parallelogramma. Quello che bisogna pero dimostrare e che 1
parallelogrammi hanno la stessa altezza (ed € quello che fa Euclide nella 1.45).

Si noti che, se 'angolo rettilineo assegnato E € un angolo retto, la proposizione spiega
come costruire un rettangolo equiesteso a un poligono fissato.

Si arriva cosi alla proposizione fondamentale che chiude 1 primi due libri degli
Elementi dedicati alla geometria del triangolo.

Elementi, 11.14, Costruire un quadrato uguale a una figura rettilinea data
o e h Qn L UBIUN T e
PROBLEM A9 s KB O I T ONE *X 111

Conttituire vn quadrato vguale ad-vn datorettilineo.

Siail dato rettilineo A. bifignaxon-{. cn ey .
ftituire va quadrato vgu'gle alettittneo ™ ¥+ © 4§ del primo.
A. conftituifcafi il parallelogrammo ret T, ~

tangolo BCD Ejvgiateabractiineo e -\t v
fe dungue B.E € vgus eﬁ%&l}\,{gr@ fatto . 4 N\
quello cke {i propolicua, percioche al’ ™ "}
rettilineo A fi € conftituito gmadratd 7 \'l ~
BD uguale. mafe BEnon¢ vgil_xalc ad.y
; vor direfle {2r3 maggiare. fiamag . - -\
E%’f?éc%p?z:& ﬁr‘druﬁgﬁg‘igﬁfzgpog‘gé: T
{iEFivigualead E D CpoidinifaF B per 1 i i
mezo nel punto G,dal centroG cop ¥ - .. ! . ,
ternallo divnadieffe GB GF defcrina~ VL W |
{i il mezo-cerchio B HF. & prolunghii DEinH, & giungai GH. perche dun-
que Ialfgea retta B-F & diuifain parti vguali nel punto G, & in parti difuguali nel )
E, fané.ilrcttangolo‘aB EF infieme col quadrato dij_’G_vgguale: al quadrato di | S~ él‘_:
G F: &G Favguale 4 GH+onde il rettangolo B EF inffeme colquadrato di
G E dyguale al quadrato di G H. ma al quadrato di G Hfono vguali iquadrati |
di H E~E G.'il retrangold-dunque B E F infieme col quadrato di E Gévgualeal
li quadratrdiHE E G.traggafiil quadrato di E G commune.adungue il rettan
golorimanente B E F € vguale al quadrato diEH. ma il tetrangolo BEF ceffo
parallelogrammo B D, percioche,E F € vguale ad E D. il parallelogrammo dyn- |
que B D ¢ yguale al quadratg di £ Hima € g hafe‘eriandd &l bertil nco'A. & pe-
16 il rettilineo A fara vguale aliquadragodik Heolaondedlrentidineo Afi ¢.cons1 |
ftituito vn quadrato vguale, cio€ quello cht fi defcrine daEH. il che bifognana. |
fare. PR

it
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L’idea di Euclide e quella di trasformare il poligono A di partenza in un rettangolo R
(applicando la 1.45). Non e troppo difficile trasformare un rettangolo in un quadrato
equivalente. Basta giustappore 1 due lati BE e ED=EF del rettangolo, centrare il
compasso nel punto medio G di BF, tracciare una semicirconferenza di raggio BG=GF
e condurre la perpendicolare da E al punto H della semicirconferenza: il segmento HE
cosi trovato sara il lato del quadrato richiesto, come poi dimostra Euclide nella 11.14.

I1 procedimento seguito da Euclide € sintetizzato dal seguente diagramma

L 45
.

e E

Grazie alla proposizione 1.45, dunque, la quadratura di una figura rettilinea qualsiasi
s1 riconduce a quella di un rettangolo.

Ma cosa succederebbe se non ci fosse la proposizione 1.45? Si potrebbe
costruire un percorso alternativo per quadrare le figure rettilinee?

In effetti non solo € possibile, ma esistono versioni degli Elementi che propongono
questo percorso. Nella tradizione arabo-latina del testo euclideo, infatti, manca la
proposizione [.45.

Poiché la proposizione 1.42 e presente, siamo sempre in grado di trasformare un
triangolo in un rettangolo equivalente. Se consideriamo un poligono qualsiasi e lo
scomponiamo in triangoli, potremo trasformare dunque ogni triangolo in un rettangolo
e la proposizione II.14 ci consente di trasformare ogni rettangolo in quadrato
equivalente. A questo punto siamo riusciti a trasformare un poligono in tanti
quadrati, la cui unione forma una figura equiestesa al poligono di partenza. Non era
certo questo il risultato sperato...

DOMANDA 1. Abbiamo un nuovo problema: dati n quadrati & possibile
costruire un unico quadrato equivalente alla loro unione?




La quadratura delle figure curvilinee: il caso delle lunule

Il procedimento di triangolazione che abbiamo visto finora non funziona molto bene
con le figure curvilinee: per quanto si cerchi di scomporre una figura curvilinea in
regioni rettilinee, rimane sempre fuori qualcosa!

Ci sono pero alcune figure curvilinee che si possono quadrare con riga e compasso,
come ad esempio le lunule® o il segmento parabolico. La quadratura di alcune lunule si
deve a Ippocrate di Chio (c.ca 470-410 a.C.), mentre quella della parabola si deve ad
Archimede di Siracusa (287?-212 a. C.), che ne propose diverse versioni. In questo
contesto c1 occuperemo solo delle lunule.

Nella sua Storia della geometria, (c.ca 350 a.C-290 a.C.) Eudemo di Rodi descrisse 1
contributi di Ippocrate alla geometria delle lunule. Non ci sono stati tramandati
testimoni diretti di questo lavoro, ma Simplicio (c.ca 490-560) ebbe accesso all’'opera di
Eudemo e riporto (a suo dire) pressoché letteralmente il passo relativo alle lunule
aggiungendo qualche chiarimento basato sugli Elementi di Euclide.®

Ippocrate riusci a conseguire dei risultati molto importanti

1. Realizzo la quadratura di tre tipi di lunule?
2. Riusci a quadrare la figura formata da una certa lunula e da un cerchio.

Questo secondo punto riscosse in particolare un notevole interesse, perché se la lunula
fosse rientrata nel novero delle lunule quadrabili, allora si poteva dire risolto il
problema della quadratura del cerchio.

La quadratura delle lunule di Ippocrate si fonda principalmente sul concetto di
segmenti circolart simili. In figura sono rappresentati i due segmenti circolari simili
ACB ed EDF, le cui basi insistono su angoli al centro AKB e ELF uguali.

5 La lunula € una regione di piano delimitata da due archi di circonferenza che hanno gli stessi estremi
e giacenti da una stessa parte rispetto alla corda che li sottende.

® Su Ippocrate e le lunule si pud consultare la pagina
http://culturemath.ens.fr/histoire%20des%20maths/htm/Vitrac/grecs-2.htm

che presenta un capitolo del dossier di Bernard Vitrac sulla geometria greca antica. Su questo tema, si
puo anche vedere P.Odifreddi, Divertimento geometrico. Le origini geometriche della logica da Euclide a
Hilbert, Torino, Bollati Boringhieri 2003, pp.54-62, oppure per una ricostruzione delle dimostrazioni pit
aderente a1 frammenti storici, si veda T. Heath, A History of Greek Mathematics, Dover 1981, vol. 1,
pp.183-200. II testo & disponibile nel sito http:// www.wilbourhall.org/

7 Secondo T.Heath, Martin Johan Wallenius scrisse nel 1766 una dissertazione che presentava le cinque
lunule quadrabili. Ma il fatto che queste siano le uniche lunule quadrabile venne dimostrato
successivamente da Tchebatorew e Dorodnow nel 1934 e nel 1947.
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A C
E D

Ippocrate mostra che due segmenti circolari simili stanno tra loro come i quadrati
costruiti sulle loro basi. Nel nostro caso

Segm(ACB) : Segm(EDF) = AB? : EF2

Su questo risultato si basano le successive quadrature. Cominciamo a quadrare la
lunula del triangolo rettangolo isoscele:8

DOMANDA 2. Come si puo provare che la lunula é quadrabile? E a quale
figura rettilinea risulta equiestesa?

A questo punto e facile intuire quanto misurano le quattro lunule della figura
successiva ...

® Figura tratta da
http://areeweb.polito.it/didattica/polymath/htmlS/argoment/ APPUNTI/TESTI/Apr_03/Cap5.html
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DOMANDA 3. Le lunule e il triangolo sono equiestesi?

Rosone della
cattedrale di
Losanna

Una possibile risposta € in questo testo di Giovan Battista della Porta ... o in

Appendice.
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Duas quaf’cunque lunulas inzquales in femi-

circulo fitas fimul quadrare,
ProP 4 Giovan Battista della Porta,

- ’ Elementorum curvilineorum libri
tres, 1610
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lunple ABCG,C DEﬁ _rcﬁdno mangulo ACB reétilinea
:qmpa:anmr L ST LT

-

Ao

Immaginiamo ora di considerare un semiesagono regolare GEZD inscritto in una
semicirconferenza®. Supponiamo di costruire anche un semicerchio di diametro AB,
tale che AB=GE=EZ=7D.

° Figura tratta da
http://www.calstatela.edu/faculty/hmendel/Ancient%20Mathematics/HippocratesOfChios/Alexand Eude
m/AlexanderEudemusCompared.htm.
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DOMANDA 4. Si puo provare che
Trapezio GDZE = 3 lunule + semicerchio
e quindi che
Esagono = 6 lunule + cerchio ?

Ma allora, poiché la differenza di figure quadrabili € ancora quadrabile, non
potremmo concludere di aver trovato la quadratura del cerchio?

Al di la di pochi casi fortunati, tuttavia, la quadrabilita di figure curvilinee porta a
problemi relativamente complessi. Per di piu, nella geometria classica mancavano gl
strumenti matematici idonei e si doveva spesso ricorrere a tecniche euristiche quanto
meno per “indovinare” il risultato, che poi doveva essere dimostrato in maniera
rigorosa.

Cosi, per provare che due figure qualsiasi A e B sono equivalenti si puo dimostrare
che non puo essere A maggiore di B (indichiamo A<B) né B maggiore di A (A>B). Per
esclusione non rimarra che la possibilita A=B.

La relazione A <« B in genere si dimostra per assurdo, provando che nell'ipotesi A<B si
puo costruire una figura che risulta contemporaneamente maggiore e minore di A.
Anche la relazione A » B si prova per assurdo. E’ questa tecnica di doppia riduzione
all’assurdo che Archimede segue per dimostrare in maniera canonica molti dei suoi
risultati di geometria di misura, tra cui quello notissimo “un cerchio ¢ equivalente a
un triangolo che ha per base la circonferenza e per altezza il raggio” 19,

Nella prima proposizione della Misura del cerchio, Archimede prova dunque che un
cerchio equivale a un triangolo che ha per base la circonferenza e per altezza il raggio,
ma nol sappiamo che un triangolo puo sempre essere trasformato in un quadrato,
dunque per la transitivita della relazione di equiestensione, anche il cerchio puo essere
trasformato in un quadrato.

Ma allora Archimede ha quadrato il cerchio???

Se ci poniamo nell’ambito della geometria euclidea, in cui gli strumenti ammessi sono
solo la riga e il compasso, la risposta e negativa: Archimede ha solo ricondotto il
problema della quadratura del cerchio a quello della rettificazione della circonferenza.
In altre parole, un cerchio ¢ quadrabile se € possibile costruire con riga e compasso la

10 La dimostrazione dettagliata si puo trovare, in rete, nell’edizione critica greco-latina curata dal
filologo danese L.Heiberg Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii, Teubner, Lipsia 1910-15.
I tre volumi sono scaricabili dalla pagina http://www.wilbourhall.org/index.html#archimedes. Nello
stesso sito € anche disponibile la parafrasi curata da T.Heath The Works of Archimedes.
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base del triangolo T pari alla lunghezza della circonferenza: solo nel 1882 e stato
completamente dimostrato da Ferdinand von Lindemann (1852-1936) che questo non &
possibile. Oggi diciamo che la lunghezza di una circonferenza di raggio r € pari a 2nr e
il problema sta proprio nella natura del numero m; in termini matematici, von
Lindemann ha dimostrato che non solo # € un numero irrazionale, ma e anche
trascendente e questo, semplificando un po’, porta proprio a concludere che non e
possibile rettificare la circonferenza e quindi nemmeno quadrare il cerchio con riga e
compasso.

Archimede non si e limitato a trasformare il problema della quadratura del cerchio in
quello della rettificazione della circonferenza, ma € andato oltre. A titolo di curiosita
vediamo rapidamente 'ultima versione di questo problema.

Nella sua opere Sulle spirali, Archimede discute le proprieta di una curva che poi
prendera il nome di spirale di Archimede e che é definita, in modo cinematico, come
segue

Se si traccia nel piano una linea retta [un segmento NdR] ed essa, fermo restando uno
dei suoi estremi, vien fatta ruotare con velocita costante quante volte si vuole fino a
tornare nella posizione dalla quale é partita e se al tempo stesso sulla linea si muove un
punto di moto uniforme cominciando dall’estremo che resta fermo, il punto descrivera
una spirale.l!

Immaginiamo che il segmento rotante AH abbia percorso una rivoluzione completa e
supponiamo di tracciare la tangente HF' alla spirale nel punto H. Il segmento AF,
perpendicolare ad AH e che interseca la tangente nel punto F ha lunghezza pari a
quella della circonferenza che ha centro in A, centro di rotazione e raggio AH.

H

K

In altre parole, se si potesse tracciare la tangente alla spirale con riga e compasso, si
potrebbe rettificare la circonferenza e dunque quadrare il cerchio!

' Archimede, Opere, a cura di A. Frajese, UTET, p.345.
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Le nuove idee di Cavalieri e Torricelli

GEOMETRIA
INDIVISIBILIBVS

GONTINVOR VM viene data nel Seicento dal gesuato Bonaventura
Noua quadam ratione promota. Cavalieri (1598-1647), che formulo la teoria degli
4v T HORE indivisibili nel suo Geometria invisibilibus

: " i .
P. BONAVENTVRA CAVALERIO continuorum nova quadam ratione promota
MEDIOLANEN G ) T d
Ordinis §.Hieron.Olim in Almo Bononien.Archigym. ( eometria ampliata con un nuovo metodo
Prim, Mathematicarum Profef] mediante gli indivisibili dei continui) pubblicato

fin hac poftrema edi&ioner ab erroribus expurgata. nel 1 6 3 5
Ad lufprifs. D. D

MARTIVM VRSINVM

PENNZ MARCHIONEM &

Una notevole svolta alle tecniche di quadratura

Nell'Introduzione, Cavalieri narra lorigine
dell’'intuizione che sta alla base del suo metodo:

Meditando dunque un giorno sulla generazione dei
solidi che sono originati da una rivoluzione intorno

a un asse e confrontando il rapporto delle figure
B o NONTI1 &, MDGLIL

S Tipogaphia 4 Duciee Superioam permifls piane generatrici con quello dei solidi generati, mi

meravigliavo moltissimo del fatto che le figure

generate si discostassero a tal punto dalla
condizione di quelle che le generano, da mostrare di seguire un rapporto completamente
diverso dal loro. Per esempio, un cilindro che é ottenuto insieme a un cono dalla stessa base
per rotazione attorno a un medesimo asse, ¢ il triplo di questo, anche se nasce per rivoluzione
da un parallelogramma doppio del triangolo che genera il cono.

Avendo dunque pit e pit volte fermato l'attenzione su tale diversita in moltissime altre
figure, mentre prima, raffigurandomi ad esempio un cilindro come lunione di
parallelogrammi indefiniti per numero passanti tutti per l'asse, ritenevo che ottenuto il
mutuo rapporto di dette figure piane dovesse subito venirne fuori anche il rapporto dei
solidi da esse generate risultando invece gia chiaramente che il rapporto delle figure piane
generatrici non concordava affatto con quello dei solidi generati, mi sembrava che si dovesse a
buon diritto concludere che avrebbe perduto il tempo e la fatica e che avrebbe trebbiato inutile
paglia chi si fosse messo a cercare la misura delle figure con tale metodo.

Ma dopo aver considerato la cosa un po’ piu profondamente pervenni finalmente a
questa opinione e precisamente che per la nostra faccenda dovessero prendersi piani non
intersecantisi tra di loro ma paralleli. In questo infatti, investigati moltissimi casi, in tutti
trovai perfetta corrispondenza tanto tra il rapporto dei corpi e quello delle loro sezioni piane
quanto tra il rapporto dei piani e quello delle loro linee [...]

Avendo dunque considerato il cilindro e il cono suddetti secati non piit per l'asse ma
parallelamente alla base, trovai che il rapporto del cilindro al cono é uguale a quello di
quel piani che chiamo nel libro II «tutti i piani» del cilindro a «tutti i piani» del cono, con
riferimento alla base comune [...] Stimai percio metodo ottimo per investigare la misura delle
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figure quello di indagare i rapporti delle linee al posto di quello dei piani e i rapporti dei piani
al posto di quello dei solidi per procurarmi subito la misura delle figure stesse. La cosa, ritengo,

andra come era nei miei voti, come risultera chiaro a chi leggera tutto.12

I1 “Principio di Cavalieri”

Uno dei pilastri del metodo ¢ il cosiddetto Principio di Cavalieri, corrispondente alla
proposizione 4 del libro II, che qui vediamo nella sua formulazione originale

, :I; d.uae ﬁgurx pla m‘
Y tintconftitueae, du

rmﬁeuns f@hdnsdu&z”pﬂa is vteu
quorum refpeétu praedicia fumipl
ricducarum lincarump
feu du@orum planorum portiomie!
eflema vmmdmcs pmpart' ona
;_Ea.,fei per

Se due figure, piane o solide, hanno la stessa altezza, se poi condotte nelle figure piane
delle rette parallele o condotte nelle solide dei piani paralleli, si trovera che i segmenti
di retta tagliati dalle figure piane (o le superfici tagliate dalle solide) sono grandezze
proporzionali, le due figure staranno tra loro come uno qualsiasi dei segmenti (o nei

12 Traduzione tratta da E. Giusti, Piccola storia del calcolo infinitesimale dall’Antichitd al Novecento,
Pisa, Istituti editoriali e poligrafici internazionali, 2007
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solidi una delle superfici) tagliati nella prima al corrispondente segmento tagliato
nell’altra.13

Considerando le figure CAM e CME che hanno la stessa altezza, per ipotesi si ha che,
data una retta generica BRD ¢ verificata la proporzione

AM _ BR
ME RD
e s1 vuole dimostrare che
CAM _ AM
CME ME

Data l'arbitrarieta della retta BRD, possiamo considerare rette parallele Bi1RiD1,
BZRZDZ, ey BanDn tali che

BR _ B,R, _ B,R, B,R, _AM

RD  RD, R,D, R,D,  ME

A questo punto Cavalieri “ricorre” a un teorema della teoria delle proporzioni tra
grandezzel4 che possiamo formulare in questi termini: “ Date n grandezze a4, a,, ..., a,
e altre n grandezze bq, b,, ..., b, tali che

ap,  Qy an
b, b, b,
Allora s1 ha che un antecedente sta a un conseguente, cosi come tutti gli antecedenti

stanno a tutti i conseguenti, cioe

al_ a1+a2+"'+an
bl_ b1+b2+“‘+bn

Ovvero, per dirla con la celebre locuzione di Cavalieri ut unum ad unum sic omnia
ad omnia. Questo il passo originale

am, CME, cifeve, AM,ad,

ME,vel,BR ,ad, R D, quoniam enim, B D, A B, vecomq; dus

Etze funt inter fe 2quidiftantes, paret , qued quelibet carum , gue =

Cuntur omnes lingx figura, © A M » Jum pta regula altera iﬂlﬂumj
P =z Lly

B Traduzione tratta da E. Giusti, Piccola storia del calcolo infinitesimale, Pisa, Istituti editoriali e
poligrafici, 2007.

4 Elementi, V.12: Se quante si voglia grandezze sono in proporzione, una delle antecedenti sta alla sua
conseguente come la somma delle antecedenti sta alla somma delle conseguenti.
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AM,BR adcam, qux il indireétum tacet in figura,C M E , erit
vt B RR ,ai, R H,ml»., AM, ad,M E, vtigiwur, AM,ad, M
K, zoum f. aatecedention ad vaum conlequentium , ita crunt ome
nia antecedsara, nempd omaes lineg hgueg s CA M, regula, A M
1 woama conlequentia, (cilicet

.]]1\'”;:.\.“.{'\.5 ”“'Un l_‘hlﬁ, C

[L_w ' ‘1 .,,'l'.JCr.“-(UJ .']a IIU‘ A

. poiché infatti BD, AE comunque condotte sono tra di loro parallele, ¢ evidente che
una qualsivoglia di quelle linee, che si dicono tutte le linee della figura CAM, prese
con riferimento una delle due linee AM AM, BR stara a quella che giace sul suo
prolungamento diretto nella figura CME, come BR sta a RD, oppure come AM sta ME,
cioe come uno degli antecedenti sta a uno dei conseguenti, cosi staranno tutti
gli antecedenti, e precisamente tutte le linee della figura CAM, riferimento AM, a
tutti i conseguenti, ossia a tutte le linee della figura CME, riferimento ME...

A questo punto la conclusione € “ovvia”: il rapporto costante tra due sezioni qualsiasi e
lo stesso che sussiste tra le due figure. Ma € proprio cosi ovvia?

DOMANDA 5. Qual é o quali sono i punti deboli di questa dimostrazione?

85
APPENDIX Torricelli e la quadratura della cicloide
De Dimenfione Cycloidis :

loco adderefolutionem
jr? ndiirid , l (L3

cicn difeie, Evangelista Torricelli (1608-1647) si puo
b g certamente annoverare tra i piu brillanti interpreti

manibus ob fallaciame. \fu:m sig we ad libram

it s g igar sam oatcrlibns, el gun fases ea del metodo degli indivisibili. Non solo sposa in

Proportio guevered u;’u/ ﬁm.,n HALHOY m/,, . apparuie .

1 IBET hic appendi
problematis o
pofitiomemgue
o, i, Torjrt b

nis M aiben
Sfracnimtcnts

;I;j;ﬁr;';";j'”/;”*’,{f,‘:;,,”" G Sarn psnnetme pieno le tecniche di Cavalieri (aspramente criticate
oo ',‘;’2,,/:7';'),,:2'1 e da una parte non irrilevante della comunita
1('} {,”/ o T X scientifica) ma introduce anche alcune novita, tra
cgi E IR peripberi D cui I'uso della simmetria e gli indivisibili curvi.

nent ln(/n b conterti civenl mv

binde aligwe fus p
Jicems puniin:
Yam eit quod §

Torricelli ottenne due risultati assolutamente
alguanlincimdoiir , ;,,.',‘,-;/f;',;.,(a‘,;f;.'i eclatanti per I'epoca: provo che la regione compresa
e on AT by A da un arco di cicloide e dalla sua base ¢ pari a tre
< i o ;("[fjll, volte il cerchio generatore e dimostro che il volume

> di un solido illimitato come il cosiddetto solido

Tn,'vuu.u ’ M“/’
acuto iperbolico puo essere finito.
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Lo stesso Galileo si era cimentato con la determinazione dell’area della cicloide,
arrivando quasi ad intuire il risultato ma senza riuscire a dimostrarlo:

Quella linea arcuata sono piu di cinquant’anni che mi venne in mente di descriverla, e
l'ammirai per una curvita graziosissima per adattarla agli archi d’'un ponte. Feci sopra
di essa, e sopra lo spazio di lei, e della sua corda compreso, diversi tentativi per
dimostrarne qualche passione, e parvemi da principio che tale spazio potesse esser
triplo del cerchio che lo descrive; ma non fu cosi, benché la differenza non sia molta
(Galileo a Cavalieri, 24 febbraio 1640)

Torricelli puo annunciare il risultato a Cavalieri, che cosi commenta:

Finalmente ho sentito nell’ultima sua la misura dello spazio cicloidale con molta mia
maraviglia, essendo stato sempre stimato problema di molta difficolta, che stracco gia
il Galileo, siccome io pure, parendomi assai difficile, lo lasciai andare; onde ella ne
avra non poca lode di questo oltre le tante sue meravigliose invenzioni, che gli saranno
eterna fama. Non restero poi di dirle intorno a questo, che il Galileo mi scrisse una
volta d’averci applicato 40 anni fa, e che non aveva potuto trovar niente; e che sera
persuaso che il detto spazio fosse triplo del suo circolo genitore, ma che poi li pareva che
non fosse precisamente, se mal ricordo, poiché per quanto abbi cercato nelle mie
scritture, non ho mai potuto tal lettera ritrovare (Cavalieri a Torricelli, 23 aprile 1643)

Ricordiamo prima di tutto come si costruisce una cicloide!5. Consideriamo un cerchio di
raggio R che partendo dal punto A rotoli senza strisciare sulla retta AD.

Il1 punto B, che all'inizio del moto coincide con A, descrive una curva ABD detta
cicloide. In un giro, la ruota avra percorso un cammino pari alla sua circonferenza, e
quindi la base AD della cicloide misura 2nR.

Parco BC ha lunghezza RO e il segmento AC, che per la definizione della cicloide e
uguale all’arco BC, ha anch’esso lunghezza RO (questa ¢ la caratteristica geometrica
che definisce la cicloide).

15 Sulla cicloide si puo vedere anche
http://php.math.unifi.it/archimede/archimede/mini_calcolo/schede/08.pdf
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Di seguito troviamo I'immagine della dimostrazione di Torricelli, a cui seguira una
spiegazione e non una traduzione letterale.

THEOREMA 111,

Ovmne fparium cycloi s UL s kel S AN et
dalewiplum eft aarculi /' = P )
fui gennoris. T — T il

ERocycloidalis linea \G_R (E I
ab ¢ deferipta s punite \J
¢ fempeorenli ced . Di A N o8 D
cofpatinm 3bcd mipe
“” {ﬂ!““b‘c Ct'd.

Compleatsrveliangulumafc d ifultoq.femicirculo a g f, ae-
ciprdtnr duo pawita hy &1 indinmerro cd egue yemora d cen-
wro crducanenr W1 ,1g cqmdiffantesad ad. quecyclosdem
fecent sm gutbnfwis punétis b, & 0. Agantwr deviqueper b,
¢ o dus femecerenls p bq, mon, viemprecedentibus faiium
eii.

Lamreiia @O, eqnalisefvedte v (cum aquales fimt 21, 0
U, G comments 10 ) fiue agualiseff reéie an, mempe aremi 0N
(ebcycloidem )wel arcui pb, fiweredie po,wvel th, vel bi.

Fodem provfas modo , gue demaoniiranimusyeliam go agua-
lem cffevedtae U, demoniivantar smmes & fixgulae lineac tre-
lirei £2 05 ¢ aequales ommibus limeistrslimes abced. mf“
readicratrilinea inter (¢ acqnalin erups . Evgo vt anpracceden-
31 Theoremate demoniivaburar cycloidale fparinm triplum ¢/f

Semicivenli ced. Ruod erar gre,

FINUJITS.

IN SINTESI:

Siano H e I due punti arbitrari, ma simmetrici rispetto al centro del semicerchio: si
traccino poi le rette r, s passanti per questi punti e perpendicolari al diametro CD..
Trasliamo il semicerchio in modo che S venga a coincidere con B (sulla cicloide);
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trasliamo ancora il semicerchio in modo che E venga a coincidere con O (sulla cicloide);

tracciamo infine il semicerchio FLLGA, tale che il suo diametro FA sia perpendicolare
alla base AD della cicloide.

Una volta costruita la figura, il piu e fatto. Si tratta ora di applicare proprieta
elementari. Lo scopo € quello di provare che, per ogni scelta delle rette simmetriche r e
s 1 segmenti GO e BS sono uguali. In questo modo, si puo ricorrere a una sorta di
Principio di Cavalieri in cui non si pongono a confronto sezioni staccate dalla stessa
retta, ma staccate da due rette parallele e simmetriche. Sulla base di questo “Principio
di Cavalieri con simmetria”, dall'uguaglianza di due generiche sezioni GO e BS si puo
dedurre 'uguaglianza delle figure trilinee alle quali appartengono.

Vediamo intanto come dimostrare che GO=BS. Costruiamo una catena di uguaglianze:
GO = RV in quanto GO=0V per costruzione e RO in comune

RV = AN per parallelismo

AN= arco(ON) per definizione di cicloide

ON = PB per simmetria

PB = CS per simmetria

CS = PC per definizione di cicloide

PC=TH per parallelismo

TH= BS essendo BT=SH per costruzione e TS in comune

R N i 1)

Dunque GO=BS per ogni scelta di H e I. Per i1l “Principio di Cavalieri con simmetria”
allora il trilineo CFA ¢ uguale al trilineo CAD.

A questo punto, si tratta solamente di comporre e decomporre opportune figure.
Osserviamo che
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Semicicloide CDA = trilineo CAD + semicerchio CD

Trilineo CFA = rett. CFAD - semicicloide CDA + semic FA

Sommiamo membro a membro

Semicicloide CDA+ Trilineo CFA = trilineo CAD + semicerchio CD + rett.

CFAD - semicicloide CDA + semic FA

Essendo Trilineo CFA = Trilineo CAD e facendo qualche semplicissimo calcolo si

arriva all'uguaglianza

Cicloide CDA =rett. CFAD + cerchio generatore

Ma il rettangolo CFAD ha come base meta circonferenza (per la definizione di cicloide)

e come altezza i1l diametro CD

2
Rettangolo CFAD = % CD -CD =2 % m = 2 cerchio generatore

Cicloide CDA = 3 cerchio generatore

Torricelli e il solido acuto iperbolico

923
D E

SOLIDO ACVTO
HYPERBOLICO

Problema alterum.

404060

Proemium ad Lectorem .

.

GGREDIOR iamopas quod ipfis Geome-
triz candidatis non folum defficile videatur ve
riun etiam impoffibile . Haétenus enim in Ma-
thematieis Scholis reperee funt dimenfiones
figurarum ab ommi parte finem habentium:
quandoquidem inter omnia folida, quar aban-

tiquis , & modernis Audic ribus malripliciconatu ad m('nhlx;m

redadta fune, nuflum adhuc, quod ego fciam, vllam dimenfio-

Nem habuit extenfione infinitam,  Imd ftatim atq. propona-

tur fine folidumaliquod, five figura plana, cuius aliqua exten-

fio in infinitam diftantiam procedar, vnufquifque cogitabit hu-
iuf modi fieuram infinitg magnitudinis cile debere. Attamen
folidum habet Geometria, longimdine quidem infinitum, fed
tanta praditum fubtilitate , velicetin _mEm:\nn producatur, exi-

g tamen cy lindri molem non excedat. Tale crit folidum illud
ab hyperbola ge mrwn,qund hutus |I!‘x'”l contemplatione pro-
fequemur ; intaétum hucufque ab alijs, & multiplici,curiofague

Theorematm varietate facundifinuw; ¢0 vig. ve, ifi mlz ful-
at

Come abbiamo detto, oltre alla quadratura
della cicloide, Torricelli ottiene un secondo
risultato di rilievo: la cubatura del solido
acuto iperbolico.

Mi giunse la lettera di V.S. M. Rev.da in
tempo che 1o stavo nel letto con la febbre e la
gotta, che mi levorno il poter godere allora le
sue bellissime specolazioni, e sebbene non
sono anco ben riavuto, ho pero goduto al
dispetto del male de’ saporitissimi frutti del
Suo ingegno, essendomi riuscito
infinitamente  ammirabile quel solido
iperbolico infinitamente lungo, ed uguale ad
un corpo quanto a tutte e tre le dimensioni
finito, ed avendolo io comunicato ad alcuni
miei scolari filosofi, hanno confessato
parergli

veramente meraviglioso e
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stravagante che cio possa essere (Cavalieri a Torricelli, 17 dicembre 1641)

Ma che cos’e il solido acuto iperbolico?

E’ 11 solido che si ottiene facendo ruotare attorno
a un asintoto una porzione di iperbole; ¢ detta
anche tromba di Torricelli (o tromba di
Gabriele).16

Con il calcolo integrale, non ¢ molto difficile vedere che si tratta di un solido di
rotazione che ha volume finito, pur trattandosi di un solido non limitato. Nel corso del
Seicento verranno presentati diversi esempi analogo a questo, ma il caso studiato da
Torricelli ci puo annoverare tra i primi e riscosse quindi un notevole successo.

Come s1 puo affrontare il problema senza l'ausilio del calcolo integrale, ma solo con
strumenti elementari e il metodo degli indivisibili? La strategia di Torricelli, come
vedremo, ricorda da vicino il cosiddetto “metodo dei gusci cilindrici” che si usa per
calcolare il volume di un solido ottenuto dalla rotazione di una regione attorno all’asse
delle ordinate.

Vediamo i1 lemmi che conducono al risultato finale: 1i presenteremo in linguaggio
moderno e non con quello torricelliano, cercando comunque di

B non tradirne lo spirito.l?
E 1|'F LEMMA I
Per ipotesi EM, FH sono rami d’iperbole, mentre AB e AC sono
M I asintoti. Sia AH la bisettrice del primo quadrante (nonché
L DAG C

16 Questa la definizione di Torricelli: Si hyperbola circa asymptoton, tamquam circa axem, convertatur
solidum fiet (si secundum axem consideretur) longitudine infinitum, quod quidem Acutum solidum
hyperbolicum nominabimus (Se si ruota un’iperbole attorno a un asintoto, oppure attorno a un asse, si
genera un solido che avra lunghezza infinita nella direzione dell’asse e che chiameremo solido acuto
iperbolico).

Y Le immagini seguenti sono tratte da http://www.imss.fi.it/multi/torricel/itorat31.html
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semiasse dell'iperbole). Si vuole provare che il rettangolo DEFG é equiesteso al
quadrato di lato AH.

Il quadrato IHCA ha come diagonale AH, per cui
AH2=2 AC2 = 2 Area(IHCA) = Area(MHCL)

Poiché, in termini moderni, I'iperbole equilatera riferita gli asintoti si esprime come
xy = k, significa che tutti i rettangoli che hanno per base ed altezza rispettivamente
Iascissa e l'ordinata di uno stesso punto della curva, hanno area costante; dunque

Area (EFGD) = Area (MHCL)

E quindi Area (EFGD) = AH2 = 2k

B LEMMA II
H L
\ Le superfici laterali dei cilindri inscritti nel solido
D E iperbolico sono uguali.
C&AIT

Basta osservare che
Superficie laterale cilindro = h - circonferenza di base = h - diametro -
Ma h - diametro = area del rettangolo inscritto = 2k

Per il lemma I, le aree di tutti i rettangoli inscritti sono uguali, quindi saranno uguali
le superfici laterali di ogni cilindro inscritto nel solido iperbolico, e inoltre vale

Superficie laterale del cilindro =2k
per ogni cilindro inscritto.
Presentiamo 1 due lemmi successivi senza dimostrazione.
B LEMMA 111

I volumi dei cilindri che hanno la stessa superficie laterale
stanno tra loro come i diametri delle basi.

_,q\ G DL C A questo punto, Torricelli e in grado di sviluppare la sua idea, che
/ e quella di considerare il solido acuto iperbolico come un insieme di

anelli cilindrici concentrici, ma prima prova anche che (LEMMA V)
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che la superficie laterale di ogni cilindro GHIL inscritto nel solido acuto, é
equivalente al cerchio di raggio DF.

Se I'equazione dell'iperbole ¢ xy = k e il punto F appartiene alla bisettrice si ha che
DF? = 2k, quindi il cerchio di raggio DF ha area 2km, esattamente come le superfici
laterali dei cilindri inscritti (lemma III).

Ecco 1l teorema fondamentale:

B

N L Il solido infinitamente lungo FEBDC costituito dal
£/ | P o solido acuto iperbolico EBD e dal suo cilindro di base
FEDC, ¢ equivalente al cilindro retto ACGH di altezza
FOoA I [ AC uguale al raggio della base del solido acuto e di base
circolare con diametro AH uguale al lato verso, ovvero

all’asse dell’iperbole.

HM G

DOMANDA 6. Come si puo dimostrare sulla base dei lemmi precedenti?

Come aiuto, una figura molto significatival® e la dimostrazione latina, di cui si trova
traduzione in appendice.

% Tratta da F. Toscano, Lerede di Galileo. Vita breve e mirabile di Evangelista Torricelli, Milano, Sironi
2008
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S Olidum acutum hyperbolicum infinité longum,feéum pla-
noad axem erecto, vna cum cylindro {u bafis,equale eft
cylindro cuidamreéo, cuius bafis diameter fit latus verfum, fi-
ue axis hyperbola, altitudo verd fit aqualis femidiametro ba-
{is ipfius acuti folidi . ’
Efto byperbola cuius alymptoti B
45, 4c angulum reGum contineant; N/ AL
fwwptog;s in hyperbola quolibet pun-
Go &, ducatur 4¢ aquidiftans ipi ~ ELLP ' 4
46,8 d p xquidiftans 4¢. Tiicon-
uertatur voiucrfa figuracirca axé 44. F oAl [I HQ

1td vt flat folidum acutum byperboli-
cum ebd,vnacumcylindro{ux ba- :
fis fedc. Poducatur b4 ink .itave
4 h.equalis (it integro axi, fine lateri HLIN G
verfo hyperbola.Et circa diametrum | |
4 intelligatur circulus erectus ad afymptoton #c : & fuper
bafi 44 concipiatur cylindrus reus ¢ g4, cuiusaltitudo fit
¢, nempe femidiameter bafis acati {olidi . Dico folidum vni-
Ucrlum fe b d ¢, quanquam fine fine longum, 2quale tamen ef~
e cylindro acgl. |
Accipiaturinreéta 4¢ quodlibet punétum 4, & per # in-
!eulgatu: ducta {uperficies cylindrica o#/4 in folido acuto
P 2 com-

comprahenfa circa axem «6: item circulus i in cylindre
a¢gh xquidiftansbali 2 4, T s

Erjt ergo pradicta fuperficies cylindrica o#/7 ad cgrcglum
im, vtreGangulumperaxem ol, adquadratum radij circu-
fi i3 nempe vereGtangulum o/, ad quadratum femiaxis hy-
petbola; &ideo xqualis ex lemmate. Ethocfemper verun
erit, vbicung; fumatur punétum 2. Propterea omnes fimul fu~
perficies cylindricae, hoc eft ipfum folidum acutum ¢bd, vna,
cum cylindro bafis fe Z¢, ®quale erit omnibus circulis fimul ,

hoceftcylindro @cg 4. ngd erat &ce
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Con queste parole Torricelli commenta lo straordinario risultato

Puo sembrare incredibile che, pur avendo questo solido una lunghezza infinita,
nessuna delle superfici cilindriche considerate abbia lunghezza infinita, ma tutte siano
finite, come risultera chiaro a chiunque abbia una pur modesta familiarita con la
teoria delle coniche

Da notare che il metodo degli indivisibili viene soppiantato dal calcolo integrale per la
quadratura delle figure piane, ma continuera a sopravvivere fino alla scoperta degli
integrali doppi nell’ambito della determinazione del volume dei solidi.
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APPENDICE. Le risposte

DOMANDA 1. Abbiamo un nuovo problema: dati n quadrati e
possibile costruire un unico quadrato equivalente alla loro
unione?

Se troviamo il modo di risolvere il problema per n = 2, allora iterando il procedimento,
possiamo dire di aver risolto il problema e, in conclusione, di saper quadrare una
figura rettilinea anche senza la proposizione 1.45.

Per esempio, se dividiamo il pentagono P nei tre triangoli T1, T2 e T3 e supponiamo di
poter costruire dei quadrati rispettivamente equiestesi C1, C2 e Cs, bastera considerare
1l quadrato Ci2 equivalente alla somma dei due quadrati C; e C2 e poi di nuovo
costruire il quadrato equiesteso a Ci2 e Cs.

|G|+ G |+| C

Bisogna dunque risolvere il seguente sotto-problema: come costruire un quadrato
equivalente all’'unione di due quadrati dati?

La risposta si trova in una delle piu famose proposizioni degli Elementi di Euclide, la
penultima del primo libro (I.47) nota come Teorema di Pitagora o Teorema
dell’ipotenusa

In un triangolo rettangolo, il quadrato costruito sul lato
opposto all’angolo retto é uguale ai quadrati costruiti sui
lati che contengono l'angolo retto

Euclide dimostra anche I'inverso di questo teorema e quindi
la proprieta enunciata dei quadrati costruiti sui lati del
triangolo caratterizza univocamente i triangoli rettangoli.

Se vogliamo dunque “sommare” 1 due quadrati azzurri
(dictamo C; e Cq2 dell’esempio precedente), basta disporre 1
lati in modo che risultino cateti di un triangolo rettangolo:

il quadrato giallo costruito sull’ipotenusa sara equivalente

a1 due quadrati azzurri.

Ora, se volessimo sommare un altro quadrato Cs (rosso, anche se non c’¢ in figura),
basterebbe considerare un nuovo triangolo rettangolo i cui cateti siano il lato del
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quadrato giallo e il lato del nuovo quadrato: il quadrato costruito sulla nuova
ipotenusa sarebbe dunque equivalente ai due quadrati azzurri C: e Cg piu il terzo Cs
rosso.

Iterando 1l procedimento costruiamo una successione di triangoli rettangoli che si

&

chiama spirale della radice quadrata.l?

Il teorema di Pitagora, soprattutto nella tradizione arabo-latina priva della
proposizione 1.45, diventa quindi un tassello fondamentale per risolvere il problema
della quadratura delle figure rettilinee e la sua collocazione alla fine del primo libro
degli Elementi diventa dunque perfettamente comprensibile.

Forzando un po’ potremmo considerare il teorema di Pitagora come una macchina
virtuale in grado di costruire quadrati equiestesi a n quadrati data.

DOMANDA 2. Come si puo provare che la lunula é quadrabile?
I due segmenti circolari uguali © e w sono simili al segmento ¢. e quindi

u:t=CE2 CF2
Per i1l teorema di Pitagora

CE2 + EF2 = CF2
Quindi si avra: u + w =t (¥)
Osserviamo che

Lunula CEFG = triangolo CEF -t + u + w
Per la (*)
Lunula CEFG = triangolo CEF

Ovvero, a sinistra, la lunula ABCD ¢ equiestesa al triangolo rettangolo isoscele AOC.

¥ La figura ¢ tratta da P. Odifreddi, C’¢ spazio per tutti, Mondadori, 2010, p.52.

29



DOMANDA 3. Le lunule e il triangolo sono equiestesi?

Per il teorema di Pitagora, 1 semicerchi costruiti sui cateti sono equiestesi al
semicerchio costruito sull'ipotenusa2®

Se ora ribaltiamo quest’ultimo, e togliamo sia al semicerchio grande che ai due piccoli
le parti rosse in comune, le figure che restano, cioe il triangolo e le due lunule avranno
area uguale.

DOMANDA 4. Si puo provare che
Trapezio GDZE = 3 lunule + semicerchio
e quindi che
Esagono = 6 lunule + cerchio ?

Ma allora, poiché la differenza di figure quadrabili € ancora
quadrabile, non potremmo concludere di aver trovato la
quadratura del cerchio?

S1 ha

GD2 =4 AB2=AB2+ GE2 + EZ2 + ZD?

Dato che 1 cerchi (e 1 semicerchi)
stanno tra loro come 1 quadrati dei

Le figure seguenti sono tratte da
http://php.math.unifi.it/archimede/archimede/pitagora/exh pitagora/schede.php?1d=6
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diametri, si ha
Semicerchio GEZD = 4 semicerchi di diametro AB, GE, EZ e ZD (**)
Allora
Trapezio GDZE = semicerchio GEZD - 3 segmenti circolari GE, EZ, ZD
Per (**)

Trapezio GDZE = 4 semicerchi di diametro AB, GE, EZ e ZD- 3 segmenti circolari GE,
EZ, ZD = 3 lunule + semicerchio

Ma
Trapezio GDZE = 3 lunule + semicerchio
significa

Esagono = 6 lunule + cerchio

E dunque se si potesse quadrare la lunula dell’esagono si potrebbe quadrare il
cerchio.... peccato che questo pero non sia possibile!

DOMANDA 5. Qual € o quali sono i punti deboli della
dimostrazione della proposizione 1II.4 della Geometria
Indivisibilium (Principio di Cavalieri) ?

I punti problematici si possono individuare essenzialmente nel fatto che

1. Cavalieri applica a un insieme infinito di elementi un risultato della teoria delle
proporzioni valido solo per un insieme finito di elementi

2. Rimangono inevase domande del tipo: cosa significa esattamente sommare gl
indivisibili di una figura, ovvero infiniti segmenti? E come € possibile che la “somma” di
indivisibili unidimensionali (risp. Bidimensionali) corrisponda a wuna figura
bidimensionale (risp. tridimensionale)?

DOMANDA 6. Come si puo dimostrare il teorema sul solido acuto
iperbolico?

Questa la traduzione della proposizione torricelliana?!:

21 Si veda anche http:/php.math.unifi.it/archimede/archimede/mini_calcolo/schede/04.pdf.
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“Sia data l'iperbole, 1 cui asintoti AB e AC siano
B perpendicolari. Considerato un punto qualunque D
delliperbole, si tracci DC parallela ad AB e DP
parallela ad AC. Si ruoti quindi I'intera figura attorno

E Pl o allasse AB, in modo che si generino il solido acuto

iperbolico EBD, e anche il cilindro della sua base
FEDC. Si prolunghi BA fino a H, in modo che AH sia
uguale all'intero asse, ovvero al lato verso dell’iperbole.

T’L‘u\‘ I €

E attorno al diametro AH, si intenda tracciato un
cerchio perpendicolare all’asintoto AC. Sulla base

circolare di diametro AH si costruisca il cilindro retto

HM G ACGH, avente per altezza AC, cioe il semidiametro
della base del solido acuto. Dico che l'intero solido FEBDC, benché indefinitamente

lungo, € uguale al cilindro ACGH.

Si prenda sulla retta AC un punto qualunque I e per I passi la superficie cilindrica
ONLI, di asse AB, inscritta nel solido acuto. Si consideri anche il cerchio di diametro
IM, appartenente al cilindro ACGH, parallelo alla base circolare di diametro AH.

La superficie cilindrica ONLI sta al cerchio di diametro IM, come il rettangolo per
I'asse OL sta al quadrato del raggio del cerchio IM; ovvero come il rettangolo OL sta al
quadrato del semiasse dell'iperbole. Per un lemma precedente saranno dunque uguali.
E questo sara sempre vero, ovunque si prenda il punto I.

Dunque tutte le superfici cilindriche prese insieme, cioe il solido acuto EBD, insieme
col cilindro della base FEDC, saranno uguali a tutti i cerchi presi insieme, cioe al
cilindro ACGH. E questo era da dimostrare.”

Come si vede, in questa dimostrazione Torricelli usa le proprieta geometriche
caratteristiche dell'iperbole per stabilire che 1 rettangoli inscritti sono tutti equiestesi
e quindi che tutti 1 cilindri inscritti hanno la stessa superficie laterale. Dopo aver
provato che tale superficie laterale € pari a un cerchio di diametro uguale all’asse della
parabola (lato verso), basta associare a ogni “guscio cilindrico” il relativo cerchio
equiesteso. Se si considerano questi “gusci” come gli indivisibili cilindrici del solido
acuto iperbolico e s1 applica, di fatto, il principio cavalieriano dell’ “ut unum ad unum,
sic omnia ad omnia”, si arriva a concludere che il solido acuto iperbolico e uguale al
cilindro.
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