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Nota editoriale
In questo quaderno sono raccolti i materiali che costituiscono lo specifico dei Seminari di forma-
zione per Docenti degli Istituti afferenti alla Direzione classica, scientifica e magistrale.
Essi sono stati prodotti da corsisti e relatori nella forma finale, con la collaborazione scientifica del
Comitato di redazione. Altri pur pregevoli contributi individuabili nel Programma non vengono qui
raccolti, in quanto la loro ricaduta formativa si esplica in un ambito più generale e, pertanto, in
tutto o in parte, sono già stati divulgati. Essi sono, comunque, disponibili presso la Direzione
Generale dell’Istruzione Classica Scientifica e Magistrale.
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LA SERIE “DOCUMENTI DI LAVORO” DEI NOSTRI QUADERNI

La collana “Quaderni” della Dirclassica si arricchisce di una nuova “se-
rie”: essa porta quali suoi “segni” grafici distintivi il dorso rosso della coper-
tina e la dizione “documenti di lavoro” che vi compare in aggiunta a quelle
che contrassegnavano i “tradizionali” fascicoli “verdi” e “grigi”. Ogni nuovo
nato è testimonianza di vitalità. E difatti questa nuova serie risponde a una tri-
plice esigenza di sviluppo.

In primo luogo, quella di dare tempestiva comunicazione del lavoro che la
nostra Direzione viene compiendo – a ritmi di costante accelerazione – sul ter-
reno della formazione e dell’aggiornamento degli operatori scolastici. Il nu-
mero crescente delle nostre iniziative richiede non solo un allargamento degli
strumenti, ma pure un utilizzo delle forze e delle risorse disponibili che sappia
farsi via via più articolato e diffuso.

In secondo luogo, alcuni seminari – per la loro peculiare natura di essere
finalizzati a discutere questioni di pressante attualità – richiedono che gli esiti
di lavoro trovino una disseminazione nella nostra realtà scolastica al possibile
immediata e richiedono, pertanto, un taglio delle pubblicazioni che sappia pri-
vilegiare – rispetto alle altre serie – non solo la rapidità dei tempi, ma anche
la caratteristica di indispensabile supporto informativo e documentario.

Infine – last but not least – la scuola dell’autonomia richiederà sempre di
più ai nostri presidi e ai nostri docenti la capacità di “volare da soli”: questa
terza serie, infatti, continuerà sì a essere il frutto di un dialettico rapporto di
collaborazione tra “centro” e “periferia” e potrà ancora contare su un mo-
mento di editing teso a uniformare i criteri generali dell’intera collana, ma –
in pari tempo – vedrà sempre più accentuato il responsabile ruolo delle singo-
le scuole nella produzione di questo peculiare “prodotto” culturale.

In tal modo, ritengo che non solo aumenteranno le frecce al nostro arco,
ma riusciremo pure – questi almeno sono l’impegno e la speranza – a garanti-
re alla collana grigia e a quella verde lo spazio temporale e la disponibilità
umana per il lavoro legato alle scansioni necessariamente più dilatate dell’ap-
profondimento tematico di alcune questioni di fondo.

Luigi Catalano
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PRESENTAZIONE

Claudio Bernardi
Presidente della Commissione Italiana per l’Insegnamento della Matematica (*).
Lucia Ciarrapico
Dirigente superiore per i servizi ispettivi.

Questo volume raccoglie materiale elaborato in occasione del Terzo Corso
in Didattica della Matematica, organizzato dal Ministero della Pubblica Istru-
zione e dall'Unione Matematica Italiana.

Alla fine del 1993 il Ministero della Pubblica Istruzione e l'Unione Mate-
matica Italiana hanno sottoscritto un Protocollo d'Intesa, per promuovere «pro-
grammi comuni per la ricerca e la diffusione di metodologie didattiche, ade-
guate ai recenti sviluppi scientifici e tecnologici, nel campo della matematica e
delle sue applicazioni». Nel quadro di una collaborazione fra mondo della
Scuola e Università volta a realizzare forme di aggiornamento, il Protocollo
prevede che il Ministero e l'Unione Matematica Italiana organizzino congiun-
tamente ogni anno un Corso residenziale di due settimane, su temi di didattica
della matematica. Nel 1994 si è svolto il Primo Corso, dal titolo «L'insegna-
mento dell'Algebra fra tradizione e rinnovamento» per docenti delle Scuole
Superiori; nel 95-96 si è tenuto il Secondo Corso, dedicato all'«Insegnamento
della Geometria» e rivolto sia a docenti delle Scuole Medie sia a docenti delle
Superiori.

Il Terzo Corso in Didattica della Matematica si è svolto a Viareggio in due
settimane separate, dal 18 al 22 novembre 96 e dal 24 al 28 febbraio 97. Per
consentire l'ammissione al Corso di un maggior numero di persone, è stato de-
ciso di articolare anche il Terzo Corso in due Sezioni, una rivolta ai docenti
delle Scuole Superiori e l'altra, per la prima volta, ai docenti delle Scuole Ele-
mentari. Come tema del Corso è stato scelto «Aritmetica» per la Sezione Ele-
mentari, e «Didattica dell'Analisi Matematica» per la Sezione Superiori.

Anche se durante il Corso ci sono stati momenti di confronto ed attività co-
muni fra tutti i docenti (in particolare, una conferenza sui «Progetti Multime-
diali del MPI» e una tavola rotonda sulle «Innovazioni legislative per la Scuo-
la»), nella stesura degli Atti è sembrato preferibile presentare separatamente i
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testi relativi alle Scuole Elementari e i testi relativi alle Superiori, in modo da
ottenere due volumi tipograficamente più agili e didatticamente più mirati.

Le domande di partecipazione sono state numerosissime, più di 2000 per le
due Sezioni. E' stato possibile ammettere solo 40 docenti di ruolo nelle Scuole
Elementari e 48 docenti di ruolo nelle Superiori, scelti sulla base dei titoli pre-
sentati e in modo da rappresentare le varie Regioni; a questi docenti sono stati
affiancati 10 neo-laureati.

Nella Sezione "Elementari" si sono svolti 4 cicli di lezioni con esercitazio-
ni, conferenze, e lavori di gruppo. Come appare dai testi, in cui sono sintetica-
mente riportati i vari momenti di lavoro (lezioni teoriche, esemplificazioni,
proposte didattiche), si è cercato di affrontare l'argomento tenendo presenti sia
le indicazioni fornite dalla ricerca didattica, sia spunti suggeriti dalle scienze
dell'educazione, sia ancora elementi di storia della matematica. Naturalmente,
è stato dato risalto ai legami che l'Aritmetica presenta con altri settori matema-
tici, come la logica e la teoria degli insiemi, facendo sempre riferimento ai pro-
grammi scolastici.

Questo libro si propone come strumento didattico per attività di studio, di
aggiornamento e anche di prima formazione. L'efficacia di un Corso di didatti-
ca si misura dalla sua ricaduta: ci auguriamo che il libro permetta a molti di
coloro che non hanno potuto partecipare al Corso, di usufruirne, sia pure a di-
stanza di tempo, e possa anche costituire una fonte di suggerimenti per Enti e
Associazioni che vogliano contribuire con iniziative locali alla formazione dei
docenti.

Un sentito ringraziamento va rivolto a quanti hanno reso possibile la realiz-
zazione dell'iniziativa:
– alla Direzione Generale dell'Istruzione Classica Scientifica e Magistrale,

che ha curato l'organizzazione del Corso,
– alla Direzione Generale dell'Istruzione Elementare, che ha contribuito alla

realizzazione del Corso,
– al Preside Giuseppe Ciri del Liceo Scientifico "Vallisneri" di Lucca, che ha

diretto il Corso, e al personale dello stesso Liceo, che ha offerto un efficace
sostegno amministrativo e di segreteria,

– ai relatori, per la loro competenza e disponibilità,
– ai docenti partecipanti, che hanno dato contributi preziosi grazie alla loro

preparazione e alla loro esperienza concreta.
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PROTOCOLLO DI INTESA M.P.I. - U.M.I
SEZIONE ISTRUZIONE PRIMO GRADO

3° CORSO MPI-UMI IN DIDATTICA DELLA MATEMATICA
“ARITMETICA”

Programma

Cicli di lezioni:

A Mario Ferrari - Università di Pavia
Divisibilità - Numeri primi - Sistemi di Numerazione

B Umberto Cattabrini - Presidente dell’IRRSAE Toscana
Aspetti pedagocici

C Lucilla Cannizzaro - Università di Roma “La Sapienza”
Approccio al concetto di numero (commento ai programmi, difficoltà 
di apprendimento, confronto di itinerari didattici, …)

D Pier Luigi Ferrari - Università di Torino - sede Alessandria
La logica e la teoria degli insiemi nella didattica dell’aritmetica

Conferenze:

Margherita Fasano - Università della Basilicata
Legami fra aritmetica e informatica

Maria Sainati Nello
Il ruolo dei modelli primitivi delle operazioni aritmetiche nella
risoluzione dei problemi verbali

Mario Fierli - Dirigente superiore per i servizi ispettivi
Riscoprendo la geometria del triangolo

Brunetto Piochi - Università di Siena
Problemi di minimo e massimo risolti senza derivate

Umberto Bottazzini - Università di Palermo
Definizioni di continuità
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Premessa

Sin dal primo anno della scuola elementare, l’aritmetica costituisce il nu-
cleo centrale della formazione matematica. Pertanto le indicazioni e le propo-
ste didattiche relative all’insegnamento della aritmetica si sono moltiplicate nel
tempo offrendo una varietà di itinerari possibili per l’introduzione e rappresen-
tazione dei numeri naturali e per la trattazione delle operazioni aritmetiche e
loro proprietà. È una letteratura oramai vasta in cui l’integrazione tra attività
matematico-linguistiche da svolgere in classe e le esperienze quotidiane del
bambino, costituisce un costante e forte riferimento per favorire non solo l’ap-
prendimento disciplinare ma anche una formazione mentale e culturale più ef-
ficace per un buon inserimento nella società.

Ma che cosa vuol dire “buon inserimento nella società”, oggi ?
È oramai noto a tutti come e quanto il continuo e rapido sviluppo scientifi-

co-tecnologico imponga nuove organizzazioni, vedi per esempio il mondo del
lavoro, nuove competenze e soprattutto nuovi abiti mentali e culturali. Basta ri-
cordare, tra gli altri, la crescente esigenza di saper impostare problemi a partire
da situazioni aperte, riconoscere strutture e strategie appropriate per la soluzio-
ne di un determinato problema, elaborare e applicare processi simbolici, for-
mali, accettare situazioni e ruoli diversi nonché l’esigenza di una riqualifica-
zione permanente finalizzata all’acquisizione di nuovi profili professionali.

A livello di scuola elementare il bambino offre un potenziale cognitivo che
non finisce mai di stupire: è doveroso quindi non sprecarlo ma neanche, a mio
modesto avviso, abusarne.

A questo punto sorge spontanea una domanda: come arricchire, completa-
re, ciò che già si svolge nelle classi per concorrere allo sviluppo di queste nuo-
ve e in alcuni casi precoci competenze e abilità? Con quali metodologie? Con
quali risorse? L’informatica può costituire un supporto significativo per l’ap-
prendimento dell’alunno?

La risposta è sì ma vediamo in quali casi e come.

L’ARITMETICA E L’INFORMATICA
NELL’EDUCAZIONE MATEMATICA PRIMARIA
Margherita Fasano
Dipartimento di Matematica - Università della Basilicata - via N. Sauro 85 - 85100 Potenza



91

2 L’informatica come supporto

Prima di commentare con sintetici riferimenti alle esperienze illustrate du-
rante la conferenza, l’apporto della informatica nel campo dell’aritmetica a li-
vello di scuola elementare, sono necessarie alcune premesse.

Come primo passo, è bene ricordare che, come per la matematica, anche
per l’informatica si distinguono due aspetti, in continua osmosi tra loro: quello
teorico e quello applicativo. Sono note anche le ricadute formative della infor-
matica nella didattica.

Principalmente:
– lo sviluppo della capacità di mettere in relazione, associare e classificare;
– confrontare e ordinare, usare simboli e interpretarli;
– orientarsi nello spazio e nel tempo;
– comprendere il rapporto di causa-effetto.

Per quanto riguarda il supporto della informatica alla aritmetica vorrei sof-
fermarmi su alcuni aspetti, a mio avviso, particolarmente attuali e fondanti per-
ché strettamente legati allo sviluppo del pensiero procedurale e di quello rela-
zionale che sono alla base per la costruzione di nuove conoscenze. Per il primo
è fondamentale saper ordinare, per il secondo, saper mettere in relazione.

2.1 Consideriamo l’aspetto teorico

L’aspetto teorico, a mio avviso, offre agganci efficaci per concorrere, per
mezzo della costruzione sia di algoritmi (procedure) sia di frames (mappe con-
cettuali), allo sviluppo delle capacità logiche e linguistiche. È noto che un al-
goritmo è una successione ordinata logicamente di un numero finito di passag-
gi che porta alla soluzione di un problema. Dal punto di vista informatico,
costruire un algoritmo relativo ad un problema da risolvere, vuol dire saper:

a) interpretare correttamente il testo del problema: che cosa tratta, quali i dati
di partenza (input), quali quelli di arrivo (output);
b) individuare correttamente tutte le informazioni: dati di “partenza” espliciti,
nascosti o ridondanti e i dati di “arrivo”, i risultati;
c) ricercare il procedimento risolutivo: costruire la relativa successione logica
delle operazioni da eseguire anche ricorrendo al linguaggio storico naturale;
d) rappresentare questa successione: la scelta della rappresentazione, grafica o
testuale, è condizionata dal linguaggio di programmazione che si utilizzerà per
tradurre l’algoritmo in programma;
e) redigere il programma ed effettuare la verifica dei risultati.
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Come si può notare, i punti a), b) e c) fanno già parte della pratica scolasti-
ca; a volte, il punto c) può presentare delle difficoltà causate da una scarsa mo-
tivazione da parte dell’alunno. È a partire da questo punto che l’informatica
può giocare il suo ruolo e favorire, nel caso di algoritmi descrittivi o numerici,
lo sviluppo del pensiero procedurale.

A questo proposito è importante riflettere sulla importanza di non farsi con-
dizionare troppo dalle mode! Il diagramma di flusso (d.d.f.), giustamente rite-
nuto superato nel campo informatico dai nuovi ambienti di programmazione,
nel campo didattico, soprattutto a livello di scuola elementare, può avere anco-
ra un ruolo importante: costruire il proprio d.d.f. collegando con frecce i bloc-
chi relativi alla successione dei passaggi precedentemente fissata, quasi come
un puzzle, favorisce nel bambino l’organizzazione procedurale del pensiero,
migliora la sua produzione linguistica e facilita, grazie all’uso delle frecce, la
lettura e il controllo del proprio elaborato.

Molti sono gli esempi di attività da svolgere in classe: i libri di testo ne sono
stati, e in parte lo sono ancora, quasi inflazionati. Vorrei qui sottolineare l’im-
portanza che il metodo scelto ha se si vuole far percorrere al bambino tutti i
passaggi prima illustrati, come soggetto attivo e in buona parte autonomo. A ti-
tolo di esempio riporto qui di seguito le tappe di un “metodo di lavoro” più vol-
te sperimentato e che, nel tempo, continua a confermare tutta la sua efficacia:

1) Si ha un problema da risolvere. Se ne analizzano i termini: partenza e arrivo;
2) Si avvia una discussione durante la quale si fa emergere ciò che è essenzia-
le per arrivare dalla partenza all’arrivo (come è noto, i bambini tendono ad ar-
ricchire la situazione con particolari non pertinenti e a porre obiezioni più o
meno importanti)
3) Subito dopo la discussione, ogni alunno descrive, per iscritto e per proprio
conto, il procedimento quale gli è risultato dalla discussione;
4) Si passa dal caos all’ordine. Si riflette su quanto ciascuno ha scritto, e si
elabora collettivamente un elenco ordinato di frasi che rispecchi la sequenza
logica delle tappe che scandiscono il procedimento;
5) Si costruisce il d.d.f. scrivendo ciascuna frase nel relativo blocco (ogni
azione in un rettangolo, ogni domanda in un rombo, etc.) e collegando, rispet-
tando l’ordine di scrittura delle frasi, i blocchi ottenuti con frecce.

2.2 Si passa all’aspetto applicativo

Il passaggio immediatamente successivo alla costruzione di un algoritmo
numerico, è quello della sua traduzione in programma. Siamo nella fase della



93

applicazione. Questa si realizza mediante una apparecchiatura e dipende quin-
di dalle risorse disponibili.

Mi limiterò ad evidenziare alcuni aspetti relativi a tre diverse tipologie di
apparecchiature:

a) Calcolatrici Tascabili (CT). Sono reperibili anche in omaggio nelle confe-
zioni di detersivi e altro ancora: questo vuol dire che nella scuola più sfornita e
isolata è possibile far lavorare i bambini in situazioni didattiche finalizzate a:

– instaurare un corretto rapporto uomo/macchina;
– utilizzare una CT come mezzo per verificare previsioni numeriche fatte

e scoprire regole e regolarità sui numeri;
– utilizzare una CT come mezzo per verificare e scoprire le proprietà del-

le operazioni aritmetiche;
– utilizzare una CT programmabile come mezzo per scoprire, in prima

battuta, il processo di generalizzazione come risparmio di tempo e di
scrittura.

Momenti di lavoro individuale basati anche sulla caccia all’errore alternati
con sistematici confronti collegiali favoriscono, inoltre, la presa di coscienza di
strategie diverse per risolvere uno stesso problema. A questo proposito è molto
utile far lavorare i bambini in classe con CT diverse così da avere maggiori
motivazioni di riflessioni sulle diverse prestazioni delle stesse e le relative con-
seguenze su dati e risultati numerici (decimali, approssimazioni per difetto ed
eccesso, etc.).

b) Personal Computer (o simili). Anche se non tantissime, non sono poche le
scuole dotate di un computer che consenta applicazioni di software didattici o
del LOGO e suoi derivati. Per quanto riguarda i software didattici, ne esistono
molti sul mercato e con diverse caratteristiche. Ciò che si può dire in sintesi è
che ve ne sono di ben fatti, utili come momento di rinforzo o di recupero per
l’alunno, altri decisamente da cestinare. Sta all’insegnante saper scegliere
quello più appropriato per i propri obiettivi e metodi.
Per quanto riguarda il LOGO e derivati, va sottolineata l’importanza di questo
linguaggio/ambiente di programmazione soprattutto per lo sviluppo del con-
cetto di ricorsione. Nonostante il diverso significato di questo concetto in am-
bito inforrnatico e matematico, a livello di scuola elementare credo si possa es-
sere unanimemente d’accordo sulla utilità di queste applicazioni per lo
sviluppo del pensiero ricorsivo già in atto nella prima attività aritmetica del
bambino: il “contare per contare”. È l’accezione intransitiva del verbo contare:
il bambino ripete oralmente uno dopo l’altro i numeri naturali senza far riferi-
mento a particolari oggetti o azioni. È come una filastrocca in cui ripete e va
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avanti, ripete e va avanti. È per lui una esperienza di illimitatezza di cui pren-
derà consapevolezza con il “contare per contare oggetti”.

c) Sistemi multimediali. Di gran moda oggi, promossi dal MPI per l’innova-
zione didattica, i sistemi o aule multimediali stanno facendo il loro ingresso
anche nella scuola elementare. Come è noto, si tratta di un insieme di risorse
(libro, computer, dischetto, lavagna luminosa, quaderno, CD ROM, etc.) che
concorrono a rendere più interattiva ed efficace una certa comunicazione.

Senza dir nulla dell’esigenza per altro già avvertita e affrontata anche se non
ancora completata della formazione degli insegnanti in servizio, ciò che si può
evidenziare è che al momento il maggior numero di applicazioni didatticamente
significative sono nel campo linguistico, letterario e delle scienze naturali. Per
quanto riguarda la matematica si stanno svolgendo esperienze e ricerche per
produrre materiale multimediale che sia di reale supporto all’apprendimento
matematico.

C’è un aspetto che, a mio avviso, non va sottovalutato. Al di là di utilizzare
materiale già pronto per lo sviluppo di determinate abilità e competenze, credo
che, ancora una volta, l’insegnante possa avere in queste nuove tecnologie un
valido supporto per il proprio lavoro. Per vedere come, è necessario riconside-
rare l’aspetto teorico dell’informatico.

2.3 Si ritorna all’aspetto teorico: è in atto l’osmosi

I materiali ipertestuali, o più in generale ipermediali, sono costituiti da un
insieme di documenti collegati tra loro in base alle relazioni che intercorrono
tra i concetti che questi documenti contengono. Se si tratta solo di testo si ha
un ipertesto, se vi sono anche filmati, musica, etc. si ha un ipermedia.

La realizzazione di un ipermedia si basa su tre fasi principali:

1) si costruisce una mappa concettuale relativa all’argomento da trattare. Si ri-
corda che la mappa concettuale, nata nel campo dell’intelligenza artificiale, è
la rappresentazione più astratta della conoscenza di un soggetto. Essa è costi-
tuita da un insieme di concetti chiave (detti parole concetto), ciascuno dei quali
è scritto in un cerchio detto nodo. Ogni concetto che presenta una qualche rela-
zione con uno o più concetti dell’insieme è ad essi collegato con una linea
(link). Si ottiene una rete concettuale, cognitiva, del soggetto, riferita ad un
particolare argomento;
2) si numerano i nodi della mappa e, rispettivamente, si numerano e si compi-
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lano le relative “tabelle per la programmazione”. In ognuna si specifica la
composizione di ciò che dovrà comparire sul video per presentare e illustrare il
concetto scritto nel nodo in esame: quanta parte testuale, grafica, link ad altri
concetti, filmati, etc. e altre specifiche che qui tralascio;
3) si implementa il materiale ottenuto. Siamo arrivati alla produzione del-
l’ipermedia. Anche in questo caso, è buona regola verificare la fruibilità e la
correttezza di quanto prodotto prima di considerare concluso il lavoro.

A ben riflettere, la costruzione di una mappa concettuale, può avere una sua
efficacia didattica anche se non è possibile realizzare i punti successivi. Una
testimonianza di questo è data dalla presenza massiccia (inflazione!) nei libri
di testo di schemi spesso chiamati impropriamente mappe concettuali.

Costruire una mappa concettuale relativa ad un certo argomento vuol dire:
– saperne individuare i concetti chiave;
– saper organizzare sul foglio, e nella propria mente, i collegamenti tra questi

concetti, la rete, in modo che la mappa sia leggibile per un’altra persona e
comunichi correttamente il proprio pensiero, le proprie scelte;

– saper produrre linguisticamente le parole che esprimono il legame tra due o
più concetti.

Le esperienze finora svolte sull’uso delle mappe concettuali come supporto
allo sviluppo del pensiero relazionale anche in ambito matematico, non sono
molte, anzi poche. Quello che posso qui sinteticamente riportare a titolo di
esempio, sono le tappe di un “metodo di lavoro” sperimentato già da anni con
alunni di prima media inferiore e che sarà utilizzato dal prossimo anno scola-
stico anche a livello di scuola elementare.

Prima di procedere, è bene precisare che per quanto riguarda la matemati-
ca, allo stato attuale delle esperienze svolte, sembra più opportuno invitare i ra-
gazzi a costruire mappe concettuali su argomenti (le operazioni aritmetiche, i
solidi, le espressioni, le trasformazioni geometriche, etc.) solo dopo che questi
sono stati trattati in classe. In questo modo, per l’alunno è l’occasione per me-
glio organizzare e precisare la sua rete concettuale rispetto all’argomento trat-
tato, per il docente è una sorta di monitoraggio dello sviluppo cognitivo
dell’alunno via via che costruisce, modifica, migliora (o non riesce a migliora-
re) la propria mappa.

Ecco qui di seguito le tappe del metodo di lavoro sperimentato:

– Si riprende un argomento trattato e si propone alla classe di sintetizzarlo o
rappresentarlo con uno schema per darlo come aiuto ai compagni delle altre
classi;
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– Si analizza il materiale disponibile e, durante la discussione, il docente, sot-
to dettatura degli alunni, scrive alla lavagna, riga dopo riga, tutti i concetti
chiave proposti commentando via via oralmente eventuali relazioni tra essi;

– Si distribuisce ad ogni alunno un foglio protocollo da utilizzare aperto, tanti
cerchietti bianchi, di diametro non superiore a due centimetri, una matita
con gomma e un tubetto di colla. La consegna è quella di trascrivere su
ogni cerchietto un concetto chiave, disporre i cerchi ottenuti sul foglio pro-
tocollo dall’alto verso il basso posizionando il concetto più generale in alto
e avendo cura di mettere vicini i cerchi da collegare;

– Successivamente, cioè quando l’alunno è sicuro dell’organizzazione della
distribuzione spaziale di cerchietti, questi si incollano e si collegano con
delle linee lungo le quali si scrivono una o due parole che esprimano il le-
game, la relazione esistente tra i concetti considerati

– Si leggono e si discutono due o tre elaborati scelti dall’insegnante e colletti-
vamente si correggono, migliorandoli;

– Successivamente, ciascun alunno riprende la propria mappa e la corregge
alla luce di quanto discusso e approfondito.

L’augurio è che queste brevi note possano essere di incoraggiamento o
quanto meno suscitare curiosità in quei docenti che, senza farsi travolgere dalle
mode, vogliono rinnovare consapevolmente la propria didattica utilizzando le
nuove risorse tecnologiche anche in settori disciplinari che sembrano essere
lontani, per propria natura, dal mondo tecnologico.
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IL RUOLO DEI MODELLI PRIMITIVI DELLE OPERAZIONI
ARITMETICHE NELLA RISOLUZIONE DEI PROBLEMI VERBALI
Maria Sainati Nello

Premessa. Il pensiero matematico si sviluppa e si consolida attraverso l’atti-
vità di risoluzione di problemi. Anche i “nuovi” programmi per la scuola ele-
mentare hanno recepito l’importanza di tale attività, tanto da vedere ne “I pro-
blemi” il tema fondante di tutto l’itinerario didattico per la matematica.

“....le nozioni matematiche di base vanno fondate e costruite partendo da
situazioni problematiche concrete, che scaturiscano da esperienze reali del fan-
ciullo e che offrano anche l’opportunità di accertare quali apprendimenti mate-
matici egli ha in precedenza realizzato, quali strumenti e quali strategie risolu-
tive utilizza e quali sono le difficoltà che incontra” (Nuovi programmi didattici
per la scuola primaria, 1985).

Mettere i problemi al centro dell’azione didattica comporta che l’insegnan-
te presti attenzione ai fattori che ne influenzano la risoluzione da parte dei
bambini. Può trattarsi di fattori esterni o di “contesto”, quali il tipo di situazio-
ne problematica, la formulazione del testo, gli aspetti numerici, .... o di fattori
interni, relativi al soggetto, come le abilità di base, il possesso o meno di stru-
menti di rappresentazione, le strategie spontanee, i fattori emotivi, le convin-
zioni, ....

Proprio sugli ostacoli e sulle difficoltà che gli allievi incontrano nella riso-
luzione dei problemi, negli ultimi anni sono state pubblicate numerose ricerche
che possono fornire indicazioni utili anche per l’insegnamento.

La mia esposizione riguarderà i condizionamenti che i “modelli primitivi”
delle operazioni aritmetiche possono esercitare nella fase di impostazione di
un semplice problema verbale, cioè nella fase in cui il bambino deve trovare
quale tipo di operazione gli occorre per giungere alla soluzione.

In ogni operazione aritmetica si possono distinguere l’aspetto formale (le
proprietà, l’essere o meno un’operazione interna a un certo insieme, ....),
l’aspetto algoritmico (la tecnica di calcolo) e l’aspetto intuitivo. Proprio a que-
st’ultimo si fa riferimento quando si parla di modelli primitivi.

Più precisamente, per modelli primitivi si intendono quelle rappresentazio-
ni non controllate che si formano nella mente per facilitare l’accettazione sog-
gettiva di un enunciato matematico come cosa evidente e certa (Fischbein,
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1985). Si tratta dunque di costrutti mentali individuali, che si sviluppano in
una fase iniziale del processo di apprendimento e che molto spesso traggono
origine da situazioni sperimentate in ambiente scolastico ed extrascolastico. La
loro valenza euristica è evidente; ma, una volta stabilitisi nella mente, possono
continuare ad agire al di là di ogni controllo formale, influenzando le interpre-
tazioni e le strategie risolutive dell’allievo.

1. I dati di fatto. È noto che le caratteristiche dei dati numerici influiscono
spesso sulla scelta della strategia risolutiva di un problema da parte di bambini
e perfino di ragazzi più grandi.

Consideriamo, ad esempio, i seguenti problemi:
a) 1 m di stoffa costa L 30 000; quanto si spenderà per comprarne 3 m?
b) 1 m di stoffa costa L 30 000; quanto si spenderà per comprarne 0.65 m?

Qualora si chieda ad alunni della scuola elementare di individuare l’opera-
zione che risolve ciascuno di essi, è frequente sentirsi rispondere che nel primo
caso occorre una moltiplicazione, nel secondo una divisione1.
Eppure, dal punto di vista strutturale, i due problemi sono equivalenti!
Come mai la diversità dei dati numerici può influenzare a tal punto la risposta?
Sarebbe del tutto riduttivo, anzi fuorviante, liquidare la questione attribuendo a
generiche difficoltà “con i decimali” il disagio degli alunni nel caso del secon-
do problema.

2. Il condizionamento dei modelli primitivi. Nella prassi scolastica le opera-
zioni aritmetiche si innestano su situazioni concrete che ne diventano una spe-
cie di prototipo.

Ad esempio, l’addizione fra numeri naturali viene di norma introdotta per
rispondere a quesiti standard come il seguente:
Esempio 1. In una classe ci sono 12 bambine e 9 bambini; quanti sono in tutto
gli alunni?

La situazione, le parole che si usano, gli stessi gesti che le accompagnano
concorrono a evocare l’idea di “mettere insieme”, “riunire” due gruppi che
dapprima si vedono separati....

Nasce, allora, spontaneo un costrutto mentale complesso che corrisponde al
concetto di addizione e che coinvolge l’idea di unione con tutte le immagini, le
sensazioni e le conseguenze che essa porta con sé.
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Analogamente, per la sottrazione il modello più immediato è quello che si
richiama all’azione del “togliere”, “portar via”, con l’evidente conseguenza
della diminuzione di una certa quantità iniziale.
Esempio 2. Matteo ha 10 figurine. Se ne dà 6 a Giovanni, quante gliene ri-
mangono?

Una volta formatosi nella mente, qual è la sorte del modello primitivo di
un’operazione? Ha vita breve, cioè viene presto superato, oppure resiste nel
tempo?
Secondo una teoria ormai largamente accettata (Fischbein, 1992), il modello
primitivo di un’operazione aritmetica rimane associato all’operazione stessa
anche dopo che quest’ultima ha acquistato uno statuto formale e, in linea di
principio, dovrebbe essersi staccata dalla interpretazione concreta.
L’azione del modello è però implicita: esso cioè agisce “dietro le quinte”, sen-
za che il suo impatto possa essere del tutto controllato dalla mente. Viene così
a determinarsi un condizionamento imposto dal modello che non è detto sia in
sintonia con il carattere formale della corrispondente operazione.

Questa prospettiva può suggerire una chiave di interpretazione del compor-
tamento dei bambini e in particolare della diversità delle prestazioni da essi
fornite quando devono scegliere l’operazione risolutiva di un problema.
* Se la situazione problematica è tale che il livello formale e il livello intuitivo
primario sono in accordo, di solito non si rilevano difficoltà.
* Se invece i due livelli sono in contrasto, si possono riscontrare errori e falli-
menti.
È noto, ad esempio, che problemi come i seguenti, suscitano difficoltà maggio-
ri di quelle che un bambino incontra affrontando i problemi degli esempi 1. e
2.
Esempio 3. Giocando con i compagni, Andrea ha perso 12 biglie; ora ne ha
25. Quante biglie aveva prima di giocare?
Esempio 4. Luca ha 14 figurine, Giacomo invece ne ha 22. Quante figurine ha
in più Giacomo?

Il problema 3. si risolve con una addizione, ma la situazione in esso pro-
spettata non richiama immediatamente il significato intuitivo di quella opera-
zione… Gli stessi verbi usati mettono in crisi il modello primitivo, evocando
piuttosto la composizione di due operazioni opposte: Andrea ha perso… ora
Andrea ha….

Dal punto di vista formale il problema 4. richiede una sottrazione, così co-
me la richiede il problema 2. Intuitivamente, però, le due situazioni sono assai
diverse….
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La prima rimandava spontaneamente al modello del “togliere, portar via”,
mentre la seconda si basa su una relazione di differenza che, presupponendo
un confronto di quantità, è più riposta della precedente, quindi più difficile da
trattare.

3. Il caso della moltiplicazione e della divisione. Per la moltiplicazione il
modello che comunemente è presentato per primo, sia perché corrisponde a si-
tuazioni problematiche più immediate, sia perché si innesta direttamente
sull’addizione, è quello dell’addizione ripetuta.
Esempio 5. Ci sono 4 sacchetti e ogni sacchetto contiene 5 cioccolatini; quanti
sono i cioccolatini in tutto?
4 volte 5 assume il significato intuitivo di 5+5+5+5: è come se si aggiungesse-
ro 5 cioccolatini alla volta.
Anche se successivamente vengono presentati altri modelli (come quello, par-
ticolarmente importante, degli schieramenti o l’altro, più astratto, del prodotto
cartesiano), si deve riconoscere che l’addizione ripetuta rimane il modello che
più influenza il significato e l’uso della moltiplicazione.
Secondo tale modello i due fattori non svolgono lo stesso ruolo: uno di essi,
l’operatore, indica quante volte si deve addizionare l’altro, l’operando. Così
mentre 5x4 è recepito come 5+5+5+5, a 4x5 si attribuisce il significato di
4+4+4+4+4.
Tale fatto ha conseguenze a livello psicologico.
Chi deve eseguire una moltiplicazione si aspetta che:
* l’operatore sia un numero naturale
* il prodotto risulti un numero maggiore dell’operando.

Problemi moltiplicativi che hanno la stessa struttura possono dunque susci-
tare reazioni differenti a seconda dei dati numerici in gioco, diventando indica-
tivi riguardo all’influenza del modello.

Infatti i bambini:
* in problemi con gli stessi dati numerici, di cui uno sia un numero naturale e
l’altro un numero decimale, incontrano difficoltà diverse in funzione del ruolo
che il decimale ha nella struttura del problema: maggiori se esso funge da ope-
ratore, minori se funge da operando.
Esempio 6. Per fare le meringhe occorrono 1.25 hg di zucchero per ogni chia-
ra d’uovo. Quanto zucchero ci vuole per 15 chiare d’uovo?
Esempio 7. Per confezionare una torta occorrono 15 g di lievito per ogni kilo-
grammo di farina. Quanto lievito occorre con 1.25 kg di farina?

Entrambi i problemi si risolvono con una moltiplicazione, ma nel primo ca-
so l’operatore è 15, nel secondo 1.25. È stato chiesto a bambini di quinta ele-
mentare di scegliere l’operazione risolutiva senza eseguire il calcolo: ebbene,
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le risposte corrette sono state l’84% per il problema 6 e il 54% per il problema 7.
* se l’operatore è un numero decimale, il grado di difficoltà varia a seconda del
“peso” della parte intera. Più precisamente

– se questa è sensibilmente maggiore di 1, l’operatore decimale sembra sia
percepito a livello intuitivo come un operatore intero;

– se invece la parte intera è uguale a 1, la parte decimale più difficilmente
può essere trascurata dall’interpretazione intuitiva e il conflitto con il modello
primitivo dell’addizione ripetuta si fa evidente.
Esempio 8. Con 1 l di benzina una macchina percorre 15 km; quanti kilometri
può percorrere con 3.25 l di benzina?

Come nel problema 7, l’operatore è decimale. Questa volta, però, la sua
parte intera è maggiore di 1, così le risposte corrette sono state l’80%.
* un operatore decimale con parte intera 0 determina un condizionamento del
tutto speciale: l’impossibilità di attribuire un significato intuitivo alla moltipli-
cazione e la previsione di dover ottenere un risultato minore dell’operando.
suggerita dalla comprensione della situazione problematica, inducono molti
bambini a scegliere quale operazione risolutiva la divisione anziché la molti-
plicazione.
Particolarmente significativo a proposito il dialogo con Nicoletta (quinta ele-
mentare) che aveva indicato la divisione quale operazione che risolve il proble-
ma:

“ 1 m di stoffa costa L 15000; quanto costano 0.65 m? ”

I. Sei proprio sicura di aver indicato l’operazione corretta?
N. Sì, perché devo ottenere un risultato minore di 15000.
I. E se dovessi acquistare 5 m di stoffa, quanto spenderesti?
N. Qui ci vuole la moltiplicazione!.
I. Perché ora la moltiplicazione e prima la divisione se il problema è lo stesso?
N. Perché da che mondo è mondo moltiplicando si ottiene un numero maggio-

re e a me serviva un numero minore.

La divisione per lo più viene associata a due modelli che corrispondono a
due diverse situazioni concrete:
* divisione di partizione
Esempio 9. Ho comprato tre merendine uguali spendendo L 2400; qual è il
prezzo di una merendina?
* divisione di contenenza
Esempio 10. Gino ha speso L 6000 per comprare delle paste che costano L
1200 l’una. Quante paste ha comprato?

I due tipi di divisione differiscono anche dal punto di vista “dimensionale”.
Nel primo caso:
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2400 lire: 3 merendine = 800 lire / merendina.
Nel secondo caso:
6000 lire: 1200 lire / pasta = 5 paste

Dal punto di vista intuitivo, le attese di chi deve eseguire una divisione do-
vrebbero variare in funzione del modello di riferimento.
Se questo è il modello di partizione, ci si aspetterà che l’operando sia maggio-
re dell’operatore, l’operatore sia un numero naturale, il quoziente sia un nume-
ro minore dell’operando.
Se invece il modello di riferimento è quello di contenenza, si accetterà che
l’operatore non sia un numero naturale, purché l’operatore stesso sia un nume-
ro minore dell’operando.

Sembra, però, che nella mente dei bambini, almeno fino alla quinta elemen-
tare, sia attivo un solo modello intuitivo primitivo, il modello di partizione, e
che il secondo modello, quello di contenenza, venga acquistato in maniera sta-
bile soltanto successivamente in seguito all’istruzione.
Infatti, analizzando il comportamento dei bambini di fronte a problemi che si
risolvono con una divisione, si è constatato che:
* l’operatore decimale genera conflitti sia nel caso della divisione di partizione
che nel caso della divisione di contenenza.
Ad esempio, lo stesso problema
“ Si devono piastrellare le pareti di un bagno fino a … di altezza; quante file di
mattonelle quadrate di lato … si dovranno porre su ogni parete? ”
è stato proposto ad alunni di quinta elementare, una volta con l’operatore inte-
ro e l’altra con l’operatore decimale. Ebbene, gli esiti sono stati assai diversi:
le risposte corrette sono state il 44% nel primo caso, il 22% nel secondo.
* quando entrambi i dati sono numeri naturali, soltanto il caso di un operatore
maggiore dell’operando suscita qualche difficoltà, sia per la divisione di parti-
zione che per quella di contenenza. In tale situazione, per rendere intuitiva-
mente accettabile l’operazione, molti bambini commettono l’errore di invertire
l’ordine dei termini.
* se in una divisione di partizione l’operando è un numero decimale, ma l’ope-
ratore è intero, si accetta anche che l’operando sia minore dell’operatore; non
si avverte, cioè, il bisogno di invertire l’ordine dei termini, segno che, tra i vin-
coli del modello di partizione, quello che ha maggior forza intuitiva è proprio
la richiesta di un “operatore non decimale”.
* come per la moltiplicazione, anche per la divisione, un operatore decimale
minore di 1 suscita particolari condizionamenti.
Al disagio creato dall’operatore decimale, si aggiunge infatti la convinzione,
suggerita dalla situazione problematica, che il risultato debba essere maggiore
dell’operando e ciò induce molti bambini a scegliere la moltiplicazione anzi-
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ché la divisione, quale operazione risolutiva.
Luca, quinta elementare, doveva indicare l’operazione che risolve il proble-

ma:
“ Ho speso L 900 per comprare 0.75 hg di cacao; quanto avrei speso per com-
prarne 1 hg? ”
L. Questo problema è proprio difficile.
I. Rifletti: avresti speso più o meno di 900 lire?
L. Di più, perché io so una cosa: 0.75 hg è meno di 1 hg.
I. E allora quale operazione scegli?
L. Non so ….
I. Se tu avessi speso 900 lire per comprare 2 hg di cacao, quale operazione

indicheresti per trovare il prezzo di 1 hg?
L. Farei 900:2.
I. E se avessi comprato 2.65 hg di cacao?
L. Ancora la divisione, cioè 900 : 2.65
I. Torna al primo problema; qual è allora l’operazione da fare?
L. Qui invece di dividere bisogna moltiplicare.
I. Perché?
L. Perché devo ottenere un risultato maggiore di 900.
Soltanto dopo avere eseguito il calcolo, Luca ha superato tutti i suoi dubbi .

4. Indicazioni didattiche. I modelli primitivi delle operazioni possono dunque
rallentare, deviare o addirittura bloccare il processo risolutivo di un problema.
L’acquisizione delle tecniche algoritmiche o la conoscenza di contenuti forma-
li non sono sufficienti a vincere la resistenza di tali modelli che, anzi, appaiono
fortemente radicati nella mente.

Si è detto che un modello primitivo spesso riflette il modo in cui è stato ini-
zialmente presentato il corrispondente concetto. D’altra parte, sembra che un
modello primitivo sia così influente e resistente nel tempo proprio perché basa-
to su un fondamento intuitivamente significativo.
Dal punto di vista didattico, allora, il problema non è tanto quello di cambiare
il “punto di partenza”, quanto piuttosto la necessità di fornire presto modelli
alternativi.

Nel caso delle strutture additive si trarrà vantaggio, ad esempio, dall’utiliz-
zare la linea dei numeri, favorire vari tipi di rappresentazione, lavorare sul ca-
lendario e con le monete, offrire situazioni che vengono problematizzate dap-
prima in senso diretto e poi in senso inverso, discutere il testo del problema,
magari sostituendo determinate espressioni verbali con altre equivalenti, in
un’opera di attenta “costruzione” di significati, ….

Nel caso delle strutture moltiplicative, una proposta può essere quella di
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procedere per analogia o di potenziare lo schema della proporzionalità.
La prima strategia, proponendo la stessa situazione problematica con dati

numerici di volta in volta diversi, mira a far cogliere ai bambini lo schema sog-
giacente alla situazione stessa e quindi a liberarli dai condizionamenti determi-
nati dai numeri in gioco.
Si deve, però, tenere presente che il cammino che conduce alla comprensione
dell’“equivalenza strutturale” delle situazioni problematiche è tutt’altro che
breve o scontato: cogliere ciò che è generale nel caso particolare è infatti un at-
to di pensiero creativo che presuppone la capacità di “ragionare sulle variabili”
(Krygowska, 1984).

Pensare in termini di proporzionalità significa vedere i quattro numeri del
problema “immersi” in una tabella più generale che rappresenta una corrispon-
denza fra due diversi spazi di misura.
La scoperta e l’uso degli operatori scalari e dell’operatore funzione possono
fra l’altro favorire la conquista della reversibilità degli operatori stessi e aprire
la strada a un corretto confronto di rapporti.

Né, infine, si deve trascurare uno stretto collegamento fra numeri decimali
e frazioni: riconoscere nei numeri decimali le frazioni corrispondenti può aiu-
tare, infatti, a fare previsioni corrette sui risultati delle operazioni in cui essi in-
tervengono, specialmente quando si tratta di decimali compresi fra 0 e 1.

Per rendere produttive tutte queste attività è però essenziale che l’insegnan-
te aiuti i propri allievi a divenire consapevoli dell’influenza dei loro modelli in-
tuitivi e cerchi di contrastarla, favorendo la costruzione di adeguati sistemi di
controllo.
A questo scopo non saranno mai raccomandati abbastanza l’analisi degli erro-
ri, la discussione in classe, l’esplicitazione e il confronto di strategie e di com-
portamenti mentali: in una parola, la valorizzazione dei processi anziché quella
dei prodotti.
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METODI ELEMENTARI PER LA SOLUZIONE DI
PROBLEMI DI MINIMO
Brunetto Piochi
Dipartimento di Matematica dell’Università, via del Capitano 15, 53100 Siena

La proposta di “apprendimento per problemi” appare come un atteggia-
mento didattico consolidato per quanto riguarda il lavoro matematico con gli
alunni della scuola dell’obbligo. Essa fa ormai parte della prassi didattica ed è
anche esplicitamente richiamata nei programmi della scuola elementare; in [2]
si è anche motivata l’affermazione che questa possa essere una strada maestra
per l’insegnamento della matematica ad allievi con difficoltà di apprendimento
(la posizione è stata del resto fortemente supportata da molte delle comunica-
zioni effettuate al convegno Matematica e Difficoltà dedicato a questo argo-
mento, [4]).

Nella scuola secondaria tale metodologia è meno diffusa, per vari motivi;
fra questi la convinzione di una non immediata applicabilità degli argomenti
insegnati, dovuta al fatto che la maggior parte dei problemi interessanti coin-
volgono tecniche matematiche almeno al livello di derivate e integrali, e questi
sono affrontati (e non in tutti i tipi di scuola) solo al termine del ciclo di studi.

Eppure anche nella scuola secondaria ci si confronta con allievi che presen-
tano difficoltà di apprendimento in vario grado; ebbene, da una ricerca attual-
mente in corso sembra emergere come uno dei fattori che discriminano gli
alunni con un buon rendimento da quelli con un rendimento basso sia la con-
vinzione sul rapporto fra matematica e realtà (anche se i dati sono tuttora par-
ziali, tuttavia nei test elaborati finora la percentuale di coloro che ritengono
che “la matematica ha poco a che fare con la realtà” è inferiore al 25% fra i
primi e sale a oltre il 50% nei secondi).

Diventa allora di estremo interesse ricercare dei problemi che possano esse-
re stimolanti per degli adolescenti e che li motivino ad apprendimenti signifi-
cativi. Secondo le indicazioni che ci vengono dalla psicologia infatti un proble-
ma nasce in presenza di una motivazione e di un ostacolo (Kanitza) da cui
nasce l’esigenza di fermarsi a riflettere, sviluppando le vie di soluzione
(Dewey) che permettano di superare l’ostacolo.

Alcuni libri di testo attualmente in adozione propongono su questa linea
l’approccio a problemi di programmazione lineare, che hanno anche l’indubbio
vantaggio di offrire una significativa “palestra” per l’apprendimento e l’uso di
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tecniche relative allo studio dei parametri nelle equazioni, mediante il disegno
di grafici di rette (ma non soltanto, poiché in alcuni casi si fanno intervenire
anche curve diverse).

Un altro settore interessante è certamente quello dei problemi di massimo e
minimo; si tratta in gran parte di problemi “storici” su cui esistono soluzioni
algebriche molto belle (si veda [3]) che hanno anche una significativa interpre-
tazione geometrica elementare (storicamente anzi sono spesso nate da
quest’ultima) ma forse poco significative per il discorso che stiamo sviluppan-
do, in quanto molto formali ed astratte. Problemi di massimo e minimo si pre-
stano tuttavia bene ad essere presentati agli alunni di una scuola secondaria,
all’interno di una proposta didattica che parta dalla realtà; sorge allora la ne-
cessità di trovare modi per la ricerca degli estremi di una funzione, diversi da
quelli classici basati sull’uso delle derivate o dello studio di quadriche, in
quanto il primo viene trattato (e non sempre) al termine del ciclo degli studi
secondari, ed il secondo addirittura non viene affrontato. Esistono problemi, di
indubbio interesse per le applicazioni, i quali sono risolvibili anche con tecni-
che elementari; mediante questi si può tentare di coinvolgere anche gli alunni
della scuola secondaria in una ricerca matematica reale. Ne voglio qui propor-
re tre esempi, tratti da [1] e da [5]

Problema A “Una tipografia deve stampare dei fogli di simboli, in cui il testo
occupa un’area rettangolare W (da disporre a piacere, in quanto priva di dire-
zioni privilegiate). Conoscendo i margini da lasciare in alto, in basso, a destra
e a sinistra, si determinino le dimensioni ottimali del foglio per minimizzare
l’impiego di carta”.

Problema B “Si determinino le proporzioni fra le dimensioni di una lattina
cilindrica, in modo che risulti minimo il consumo di metallo, a parità di volu-
me V di contenuto”.

Problema C “Si deve costruire un oleodotto che porti il petrolio da una piat-
taforma A in mezzo al mare ad un porto B sulla costa. Sapendo che le spese di
costruzione sono pari a N $/m sulla terraferma ed M $/m in mare, si determini
il percorso di minor costo”.

Tutti questi problemi conducono alla ricerca del minimo di una funzione
y=F(x); tale minimo è immediatamente calcolabile con l’uso delle derivate.
Supponiamo però di non aver ancora introdotto tale strumento matematico e
cerchiamo una soluzione per via elementare, in particolare per via algebrica o
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analitica, poiché ancora una volta la via geometrica (si veda in [1 ] una via di
questo tipo per la soluzione del problema C) risulterebbe astratta, mentre le al-
tre ci permettono di conservare, come vedremo, una interessante aderenza alla
situazione considerata.

A mio parere, i vari metodi qui presentati hanno il vantaggio di richiamare
costantemente lo studente alla necessità di applicare in modo corretto le diver-
se definizioni, guidandolo ad un ragionamento che ha tutte le caratteristiche di
una dimostrazione applicata ad un caso reale. È proprio la “trasparenza” di
questi metodi che a mio avviso li rende preferibili (nel senso fin qui richiama-
to, naturalmente) ad altri più sintetici, quali sono ad es. quelli esposti in [3], da
cui pure si possono ricavare con notevole eleganza i risultati che seguono.

Problema A

La superficie stampata risulta pari a

La funzione da minimizzare risulta pertanto del tipo F(x) = ax + b/x (dove
a,b>0). Questo problema permette una soluzione per via algebrica ed una per
via analitica.

Posto F(x) = z, l’equazione z = ax + b/x, cioè ax2 – zx + b = 0, è risolvibile
rispetto a x (cioè permette di realizzare il foglio desiderato) se il discriminante
z2 – 4ab è positivo o nullo, cioè (poiché z ≥ 0) se z = 2√ab = F(x).

Questo valore minimo della funzione corrisponde a

Un approccio forse più proficuo per lo studente può venire da considerazio-
ni sul grafico della funzione F(x), vista come somma (per x>0) della retta y=ax
e dell’iperbole equilatera y=b/x. È “ragionevole” aspettarsi che il minimo della
somma lo si trovi nel punto di incontro, dove ciascuna delle due funzioni for-
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nisce un “contributo piccolo” al totale.

Tale intuizione viene effettivamente confermata da un semplice calcolo, notan-

do che per x = (soluzione positiva di ax=b/x) si ha

F(x) e davvero , �x>0.

Problema B

Si indichi con x il raggio di base del cilindro, di volume noto V, e sia h la sua
altezza. L’area della superficie totale sarà pari a:

e dunque dovremo minimizzare una funzione del tipo: F(x) = ax2 + b/x (a,b>0).
Qui i metodi indicati per il problema precedente non funzionano; risulta

però estremamente istruttivo l’esame dell’analogo meccanismo di geometria
analitica, alla ricerca del “perché” esso non funziona, nonostante in modo al-
trettanto “ragionevole” si possa dedurre che un punto di minimo per la nostra
funzione deve esistere: la somma delle due funzioni infatti decresce in un “in-
torno” del punto di intersezione, per poi tornare a crescere indefinitamente;
tuttavia un semplice calcolo mostra che il punto di intersezione non è il punto
di minimo cercato. L’intuizione dell’esistenza del punto di minimo tuttavia ci
può portare alla soluzione effettiva, con il semplice aiuto del metodo di scom-
posizione secondo Ruffini.

Sia infatti t il valore della x corrispondente al minimo e sia F(t) (=at2+b/t) il
valore della funzione in tale punto; dovrà allora essere F(x)=ax2 + b/x ≥ F(t),
ovvero ax3 – xF(t) +b≥0 per ogni x (>0).

Poiché per definizione ax3 – xF(t) + b = 0 per x = t, allora x – t dovrà divi-
dere il trinomio ax3 – xF(t) + b. Scomponendo mediante il metodo di Ruffini
otterremo:

ax3 – xF(t) + b = (x – t)(ax2 + atx – F(t) + at2).
Ora, se il secondo fattore non fosse divisibile per (x – t), il trinomio dato non
potrebbe essere sempre ≥0. Perciò t deve essere anche soluzione di
ax2 + atx – F(t) + at2=0, cioè dovrà essere 3at2=F(t)(=at2+b/t) da cui .t
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Per tale valore di t si ottiene infatti
ax3 – xF(t) + b = (x – t)(ax2 + atx – F(t) + at2) = (x – t)2 (ax + 2at) ≥0 per ogni
x positiva.
(Il metodo qui proposto è generalizzabile senza difficoltà alla ricerca del mini-
mo di una funzione F(x) = axn + b/xm, con a,b>0 ed m,n interi positivi).

Sostituendo i valori del problema alle costanti a e b, si ricava che la superfi-

cie totale del cilindro è minima quando il raggio di base x è pari a , ov-

vero quando l’altezza è uguale al diametro di base.
Questa scoperta può facilmente prestarsi a considerazioni sulle forme dei con-
tenitori più comuni in commercio, confrontando una lattina di bibita, per cui si
preferisce privilegiare la forma anatomicamente più maneggevole, ed un barat-
tolo di pomodori pelati per cui invece la forma segue la formula di ottimizza-
zione trovata per via teorica.

Problema C

( )
V

2
23

π

109

A

D C B

Se AD=h, DB = g, posto DC=x, il percorso AC+CB avrà un costo pari a:

.
Minimizzare il costo significa precisamente minimizzare una funzione del tipo:

(*).

In [1] abbiamo considerato questo problema proponendone anche una solu-
zione per via geometrica elementare, che coinvolge l’uso di un “modello” geo-
metrico che interpreta le grandezze in gioco come lunghezze e aree di opportu-

y h x kx= + −2 2

S M h x N g x= + + −2 2 ( )



ni parallelogrammi, sviluppando quindi alcune considerazioni a partire dai cri-
teri di equivalenza fra questi ultimi. Tuttavia la ricerca del minimo per tale
classe di funzioni si presta anche ad uno studio per via algebrica o per via ana-
litica.

Per quanto riguarda la via algebrica, in [1] sono proposte due diverse stra-
de; di queste, una (che segue l’analoga proposta per la soluzione del Problema
A) mi sembra essere particolarmente interessante poiché presenta una applica-
zione concreta della tecnica di discussione delle equazioni irrazionali .

Osserviamo anzitutto che (dovendo essere x>0 e k>0), la ricerca del mini-
mo per la funzione ha un senso se k≤1 (da cui segue facilmente y>0).

Altrimenti si prova facilmente che y assume valori positivi solo per ,

mentre al crescere della x, la y assume valori negativi sempre crescenti in
valore assoluto (come è facile verificare con un semplice esame della disugua-
glianza coinvolta) e pertanto il minimo non può esistere. Si noti come questa
informazione su k corrisponda nel nostro problema alla ovvia supposizione
che il costo per la posa di un tratto di oleodotto in mare è superiore a quello
della posa di un tratto corrispondente sulla terraferma, mentre nel caso opposto
si avrebbe addirittura un costo “negativo”.

Ciò detto, si trasformi la funzione (*) in equazione e la si razionalizzi, in
modo da ottenere: x2(k2 – 1) + 2kxy + y2 – h2 = 0, che risolveremo rispetto ad x.
Dovendo essere x reale, il discriminante di tale equazione dovrà essere positi-
vo o nullo, il che è vero (ricordando che y >0) solo per . Ne segue
che tale valore di y rappresenta il minimo valore possibile per la funzione ed
esso (annullando il discriminante) corrisponde al valore cercato della variabile

, ascissa del punto di minimo per la nostra funzione.

Assai interessante è comunque ancora una volta la via grafica alla ricerca
del minimo. La funzione (*) può essere vista come la misura della distanza fra
un ramo della iperbole equilatera y2 – x2 = h2 e la retta y=kx. Di nuovo è imme-
diato dedurne che, perché abbia senso la ricerca del minimo per tale distanza,
deve essere k≤l (1 è precisamente il coefficiente angolare dell’asintoto destro
dell’iperbole); in questo caso la distanza sarà minima nel punto di contatto fra
il ramo di iperbole e la retta di coefficiente angolare k e tangente all’iperbole
stessa. Un semplice calcolo permette di nuovo di trovare il valore di x corri-
spondente.
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«Io non credo che si renda omaggio
alla verità e alla giustizia, che della
verità è compagna inseparabile,
se non si riconoscono accanto ai limiti
e alle carenze, non lievi, certamente non
marginali, che a volte toccano la vita
della scuola, anche i meriti e l’impegno,
sempre umile e qualche volta eroico,
dei tanti che nella scuola ci stanno con
fermezza di propositi, con chiarezza di
obiettivi, con sincerità di convinzioni
socio-culturali.»

Romano Cammarata
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