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"Chi sono?", la prima cosa che mi sembra di dover dire come
into di partenza e che di me stesso, come persona qualunque,
‘importa assai di meno che di cio che attiene al benessere
llettivo, all’equilibrio ecologico secondo la linea tenacemente
fesa da Aurelio Peccei, al progresso sociale e civile secondo la
lea ispirata a Lelio Basso (membro tra I’altro del tribunale
1ssell); linea cui vorrei che tutti mirassero per aver diritto a
derne quanto a ciascuno puo ragionevolmente spettare. Uno
r tutti e tutti per uno, senza eccessive differenze o rivalita tra
dividui o classi o nazioni: rivalita utili soltanto se mirano a
gliorare ovunque il benessere collettivo anziché curarsi soltantc
quello egoisticamente (e miopemente) individuale o settoriale o
1ssista.



" Quanto al mio modo di pensare, di prospettarmi
I problemi ed esporre le mie tesi, diro che cerco
sempre di rendere quanto piu possibile chiari e
semplici e "naturali " e "intuitivi" - magari
presentandoli in modi concreti e divertenti - I

concetti e 1 ragionamenti in ogni campo e ,
ovviamente , soprattutto in quello della probabilita
che particolarmente mi interessa, e che e,
purtroppo, una delle nozioni piu esposte al rischio
di velleitari fraintendimenti e distorsioni e
addirittura travisamenti di ogni peggior specie .




= Dato il tempo a disposizione, mi limitero a
parlare di:

= Probabilita, incertezza e informazione;
= Coerenza;
" Teorema di de Finetti;

= Critica all'additivita completa.



cogtm uti . .
= Processi stocastici, legami con

distribuzioni indefinitamente scomponibili €
stabilli.

" Modelli per problemi applicativi, tra cui i

lavori sulla Genetica di Popolazioni. Li, oltre

a introdurre la rappresentazione grafica oggi chiamata,
In tutto il mondo, “triangolo di de Finetti” , ha utilizzato, 50
anni prima degli altri, | modelli con generazioni
sovrapposte.

= Distribuzioni in piu dimensioni,

carrelaziont ammic<gihili rtaliine idee rinrece in



= Un evento, o la proposizione che |lo
esprime, € un’entita logica capace di
assumere due modalita: vero e falso:;
corrisponde cioe ad una questione cosi
formulata da ammettere due sole
risposte, $1 0 no, o ancora, ad una
divisione netta in due campi di tutte
possibilita.

" Per esprimerli in modo intuitivo, e che
risultera strettamente in relazione
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" Dice un’antica sentenza latina, “tot capita, tot
sententiae’;

" [n nessun campo essda e tanto vera quanto nella
teoria delle probabilita, e fin dai principi, fin da
questa stessa domanda sul significato della
probabilita.

" Tuttavia, fra un matematico che la definisca
come rapporto tra il numero di casi favorevoli e
possibili,
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= E’ un po’ troppo vaga, € vero, ma e la sola
che riallacci il concetto di probabilita a quelle
che sono le sue radici profonde, intuitive,
vive, da cul non possiamo pensarlo avulso
senza cadere in quel ginepraio di dubbi
difficolta oscurita che fecero del calcolo delle
probabilita il ramo piu discusso di tutte le
matematiche.

" E’ un po’ troppo vaga, ma si puo
analizzare e precisare il suo



" Diremo dunque per definizione “probabilita di
un evento E (per un dato individuo)” |l
numero p = P(E) che rappresenta il valore
che ha, per lul, Il possesso di una lira
subordinato al verificarsi di E; si puo anche
dire che p rappresenta la “quota di
scommessa’ sull’evento E.

Fissata ad esempio la quota in p = 0,30, eqli
accettera indifferentemente di promettere 10,
100, 1000 lire nel caso che si verifichi



" de Finetti, nel passare da un concetto
vago a una precisazione matematica, si
preoccupa di dare una definizione
operativa e non puramente formalistica.

" [l meccanismo della scommessa
(invertibile) € comprensibile a tutti. Si
collega palesemente all'esperienza di de
Finetti nel campo delle assicurazioni, che
e anche il campo (a parte i giochi
d'azzardo) in cui € piu antica



* Negli anni del Dopoguerra, de Finetti elaboro un ulteriore
meccanismo per la valutazione delle probabilita: quello
della “penalizzazione quadratica”. (E' possibile sia stato
influenzato dai concetti di Wald, da lui citato, anche senza
aderire alla sua visione delle “decisioni”).

Questo meccanismo, ovviamente equivalente all'altro,
tende a eliminare l'ipotesi di presenza di un “competitore”
nella scommessa e dell'invertibilita della medesima. E'
anche di piu agevole implementazione operativa, tant'e
che de Finetti lo sperimento (personalmente, e con l'aiuto
di “volontari”...) nel suo “concorso pronostici calcistici”
degli anni Sessanta.

= A riprova dell'interesse definettiano alla costante



" ..Col medesimo intento di imparare ad usare valutazioni di
probabilita, di abituare le persone a pensare e ragionare (e
conseguentemente, comportarsi) in base a valutazioni
(ragionate, ma naturalmente soggettive) di probabilita, e

stato ripetuto per diversi anni all’Universita di Roma un
esperimento di pronostici probabilistici con riferimento ai
risultati delle partite del campionato di calcio.......

" ....secondo il mio punto di vista I’esperienza era educativa
percheé non solo non era basata sul banale e antieducativo
malvezzo del “tirare a indovinare” (come al Lotto e al
Totocalcio), ma, al contrario, obbligava a indicare la
probabilita (dei possibili risultati) numericamente (p1, p2,
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Tenendo conto che nel pronostico le probﬁbilité si esprimono, per comaodita, in forma

percentuale bisogna moltiplicare le coordihate baricentriche per 100 e la penalizzazione

(quadrato di una distanza) si esprime come ha comunicato ufficialmente Bruno de Finetti
considerando anche che la somma delle coordinate baricentriche in % vale 100.
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5i introduce sia la media della scheda delle probabilita valutate, ma anche del punteggio ch
In numero aleatorio di cui € utile parlare e allarga il campo.
| punteggio ottenuto da de Finetti € il secondo sotto quello della schedina media.












Gli ultimi anni mostrano i punteggi elaborati al Calcolatore IBM di Matematica e i nomi
di molti miei amici. Gli ultimi elaborati scansionati da Princeton sono del 1969.



probabilita

" |a probabilita e soggettiva (cio non toglie che
una valutazione di probabilita possa essere
anche ampiamente intersoggettiva); il soggetto
che la valuta ha a disposizione alcune regole di
coerenza, contravvenendo alle quali incorre in
perdite certamente superiori al minimo
possibile (assiomi di Kolmogorov eccetto
completa additivita);



" |e nuove informazioni (sulle partite
effettuate, sulle squadre) influiscono non
solo tutte insieme (alla fine del
campionato;, ovvero quando la ricerca e
conclusa), ma ognuna influisce
singolarmente e dinamicamente (qui si
ritrovano le basi teoriche per I'induzione e
I'approccio bayesiano alla statistica,
mucchio o non mucchio);
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La funzione di penalizzazione permette di introdurre i numeri aleatori.
Si introduce anche la distribuzione di un numero aleatorio dato che si

parla
di medie-di giocate e di perdite.



= Ci sono 3 tipi di distribuzioni sulla retta, facilmente
generalizzabili:

= |l primo tipo € quello di una distribuzione totalmente discontinua
(salti in numero finito, d1 + d2 + - - - + dn = 1, oppure numerabile,
d1+---+dn+---=1;). In particolare una distribuzione statistica
(con N individui, N finito) € sempre discontinua (e i salti sono al
piu N, tutti uguali a 1/N o multipli).

= |l secondo tipo e quello di una distribuzione assolutamente
continua: cio significa che F(x) (la quale, essendo monotona, e
derivabile quasi ovunque) e l'integrale della propria derivata f (x);
la f (x) si dice (nello stesso senso intuitivo della meccanica)
oensita della distribuzione in x. Col linguaggio degli infinitesimi, si
direbbe che f (x)dx rappresenta la massa contenuta tra x ed x +
dx.



" |In questo libro il terzo caso veniva
esemplificato attraverso I'insieme di Cantor,
che e uno dei piu semplici oggetti frattali cui
si possa far riferimento (anche Cantor era
un precursore).

" Nonostante la sua semplicita, presenta le
tipiche caratteristiche degli oggetti frattali.
Esso e costruito partendo da un segmento
di lunghezza unitaria cui sono
iterativamente eliminati alcuni tratti .



>otto sono riportatele funzioni di ripartizione ottenute in diversi casi di
\pprossimazione. L'insieme ha misura nulla di Lebesgue sull’intervallo, ma possie:
In'infinita continua di punti con probabilita totale pari a 1.
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" |la piu generale distribuzione F(x) si
ottiene come combinazione di
distribuzioni F1, F2, F3 dei tre tipi indicati:
F(x) = a1F1(x) + a2F2(x) + a3F3(x) con ai
>0,a1+a2+ a3 =1.

" In genere, date delle distribuzioni definite
In un medesimo spazio, una loro
combinazione lineare (con coefficienti non
negativi di somma = 1) da ancora una
distribuzione (che diremo senz’altro



In: Memorie della R. Accademia dei Lincei, (IV), fasc. V

" Quelli che abbiamp de&fitrtito) col nome di
«fenomeni aleatori» sono i fenomeni le
cul prove sarebbero, nell'ordinaria
terminologia, indipendenti e con probabilita
costante ma incognita.

" Ora, il parlar di probabilita incognite e,
secondo la concezione soggettiva della
probabilita, cosa priva di senso, e in
ogni caso oscura e capziosa.

= Parlare di prove indipendenti, nel caso



Ad ogni modo, dall'uso che si fa
ordinariamente della nozione, non certo
troppo chiara e felice, di

fenomeno «a prove indipendenti e con

probabilita costante ma incognita» risulta
che da essa si ritiene di poter dedurre che,
se sappiamo che sono state fatte n

prove € m di esse sono risultate
favorevoli, tutti i modi possibili in cui le prove
favorevoli e sfavorevoli si possono



" [Inversamente, 1l Teor. | che enunceremo
nel prossimo §, o, meglio, la [20] del §
10, mostrano che, ammesso che la solita
concezione abbia senso, un fenomeno
aleatorio e per lI'appunto un fenomeno «a
prove indipendenti con probabilita costante
ma incognita p», ove la ® si interpreti
come « legge di probabilita (funzione di
ripartizione) della probabilita incognita.

= Cio che costituisce la giustificazione
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rapprese tazione
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’Y'Y" ".' . ’.Y’YY.'Y’
€ X1£§65>§ . formano una sequenza infinita di numeri aleatori scambiabili,

llora distribuzione Q sullo spazio # delle distribuzioni su Rn
ale che la distribuzione congiunta P di n qualsiasi di essi si rappresenta come:

(e K ) = / F(X;) dQ (F)
| /-1



O11¢Dja00vis e Freedman e poi Accardi e Lu
hanno esteso Il teorema al caso delle

sequenze scambiabili finite.

= Kerns e Szekely I'hnanno esteso alle
sequenze scambiabilt markoviane.

= Aldous e Hoover hanno date estensioni al
caso si scambiabilita parziale, attraverso
le nozioni di scambiabilita separata ¢
congiunta.



= E. Hewitt, L.F. Savage, "Symmetric
measures on Cartesian products” Trans.
Amer. Math. Soc. , 80 (1935) pp. 470-501

" D.A. Freedman, "Invariance under mixing
which generalize De Finetti's theorem:
continuous time parameter” Ann. Math.

Stat. , 33 (1962) pp. 916-923

" D.A. Freedman, "Invariance under mixing
which generalize De Finetti's theorem:
continuous time parameter” Ann. Math.



= E. Hewitt, L.F. Savage, "Symmetric
measures on Cartesian products” Trans.
Amer. Math. Soc. , 80 (1955) pp. 470-501

" D.A. Freedman, "Invariance under mixing
which generalize De Finetti's theorem:
continuous time parameter” Ann. Math.

Stat. , 33 (1962) pp. 916-923

" D.A. Freedman, "Invariance under mixing
which generalize De Finetti's theorem:
continuous time parameter” Ann. Math.
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" Dobbiamo fare inferenza sulla base di
osservazioni X1, X2,..., Xn scambiabili;
(che, prima d'essere conosciute, sono
numeri aleatori scambiabili);,

" Abbiamo delle “ipotesi” relative al
meccanismo di generazione delle
osservazioni; denotiamo ciascuna di esse
con il generico elemento 6 (“parametro”)
appartenente ad uno spazio O;

= Subordinatamente ad ogni ipotesi 0, le Xh



Nel caso di scambiabilita, e quindi di validita del teorema di de
Finetti, si puo ricavare (teorema di Bayes) che la distribuzione
“a posteriori” per il parametro, e cioe per le ipotesi, € data dalla

formula:

o (v [ T IO, o Ho ljllf(.\'z. O)p(0)

Non e ancora pienamente soddisfacente, perché ipotizza una
distribuzione di probabilita su di un oggetto (il parametro), che
In generale non e osservabile. Questo non € accettabile in

ambito soggettivo.



' molto piu interessante ed operativo, nella concezione di
le Finetti, calcolare la distribuzione predittiva di una nuova

sservazione Y della stessa natura delle X, che si scrive:

Wy | %, %5 X ) 0E J‘f()' ol | X .2 ik YA O
®

Questo contesto predittivo definettiano e la base dello sviluppo

del “prequential probability approach”, che si basa sull'idea che
we can judge the quality of an inference method by converting it into

a forecasting system and assessing the empirical success of the sequence
of one-step-ahead forecasts that it implies (Dawid e Vovk, 1999),
come si vede si parla di previsione nello stile di de Finetti.



* Di una valutazione di probabilita
soggettiva... possiamo solo giudicare se
€ O NoN € coerente....

= Tale condizione di coerenza dovra
pertanto essere la piu debole, volendo che
sia la piu forte in quanto ad assoluta
validita.

" Essa infatti deve escludere soltanto le

valutazioni assolutamente inammissibilli,
quelle cioé che non possiamo non



" Cio che le concezioni oggettivistiche ...
generalmente postulano, e invece che
valga I'additivita completa ..e che il campo
In cui la probabilita viene definita sia
un’intera algebra di Boole.

= Dal punto di vista soggettivistico cio e
troppo e troppo poco: .... ci si puo limitare a
molto meno od anche andare oltre.

= Si potranno attribuire probabilita
(semplicemente ma non completamente



" ... ¢, 5¢ 51, una riunione 01 eventi a
probabilita nulla puod avere probabilita

positiva (in particolare essere ['evento
certo) ?

" ...pensare e dire che eventi possibili di
probabilita nulla possono aversi se fanno
parte di partizioni infinite (!) ... e cosa
mostruosa .

" se E ha probabilita=p (in particolare =0),
sequitera ad averla sia considerandolo a



= ... [e Oiverse conceziond, che ammettono
Otversi tipi 01 additivita per e probabilita 01
eventi, ...oanno risposte dtverse alla
oomanod.

= Per memoria:

" - additivita semplice: postulata solo per
somme di un numero finito di addendi
(concezione di de Finetti e pochi altri).

— T Teo .o e . N\ ~<r .. - - _ 1 | I B - - - r_ = _ _ "



" Additivita semplice: affermativa

" La probabilita e semplicemente additiva. La
riunione di un’infinita di eventi incompatibili
di probabilita nulla puo sempre avere
probabilita positiva, ed anche essere I’evento
certo.

= Additivita perfetta: negativa

" La probabilita e perfettamente additiva. In
ogni partizione c¢’e un numero finito o



= Additivita numerabile: condizionata

" Dipende. La risposta e NO se si tratta di una
partizione numerabile, perché la probabilita e
completamente additiva; la somma di
un’infinita numerabile di zeri e zero.

" La risposta e SI se si tratta di un’infinitd non
numerabile, perché la probabilita non e
perfettamente additiva: la somma di
un’infinita non numerabile di zeri puo essere

e~ o~ mdewa .~



= E’ possibile, giunti alla fine, tentare di
trarre qualche conclusione?

" Perché mai, si chiedera qualcuno, non
rimanere ...nel “giusto mezzo” secondo
I'attuale consuetudine, consistente nello
spingersi fin dove I'additivita completa fa
funzionare tutto a meraviglia e nel
fermarsi dove il miracolo cessa?



" Perché —rispondo- a mio avviso si tratta
non di “giusto mezzo” bensi di “doppia
stortura”.

" A mio avviso, tutto cio che in quella
Impostazione si afferma, al di la di cio per
cul basta il livello Jordan-Peano-Riemann,
e irrilevante agli effetti pratici e
iIngiustificabile sul piano teorico e
concettuale.



" | due tipi, apparentemente contrastanti, di
considerazioni sono intesi a provare,
convergendo da direzioni opposte, questa
stessa tesi: di complicazioni si puo fare a
meno (forse € la cosa piu saggia), ma, se
si vuol farne, bisogna farle sul serio, in modo
costruttivo anche se scomodo.

" Forse ho torto. Ma le critiche non saranno
state inutili se per confutarle qualcuno
spieghera e aiustifichera in modo sensato



